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第 一 章 整除 


整除 理论 是 初等 数论 的 基础 ， 它 是 对 在 小 学 就 学 过 的 整数 的 
算术 ， 主 要 是 涉及 除法 运算 的 内 容 ， 作 抽象 的 、 系 统 的 总 结 ， 看 
起 来 似乎 很 简单 ， 但 是 它 的 内 肖 是 十分 革 要 而 洪 志 的 。 本 这 的 主 
:是 数学 中 最 重要 、 最 基本 、 
本 定理 ， 即 每 个 大 于 1 的 正 整 数 必 可 
积 ， 这 一 定理 将 在 $6 及 $7 讨论 ， 分 别 给 出 了 两 个 不 同 的 
本 章 内 容 是 圈 绕 这 一 定理 的 讨论 安排 的 。 为 了 使 讨论 自然 和 方 
便 ， 在 $ 1 中 先 概述 了 整数 的 加 泪 、 减 法 及 琵 法 运算 的 梳 念 与 性 
质 ， 整数 的 大 小 关系 昌 其 人 性质， 特别 是 讨论 了 口 然 
两 个 性 质 ， 自 然 数 的 归纳 原理 及 由 此 推出 的 最 小 自然 这 
是 理论 的 林 础 ， 在 本 章 及 以 后 各 章 中 经 常 要 用 到 .在 

§3 中， 我 们 讨论 建 理论 的 重要 工具 ， 带 余数 除法 ， 并 介 
绍 了 它 的 若干 应 用 。 2 中 ， 讨 论 整 除 的 最 简单 的 性 质 ， 这 些 
性 质 实质 上 是 不 涉及 加 法、 减法 运算 的 : 还 引进 了 素数 的 概念 ， 
讨论 了 与 素数 有 关 的 最 简单 上 性质。 在 34 中 我 们 建立 最 大 公约 数 
理论 ， 它 是 整除 理论 的 核心 内 容 ， 对 此 我 们 作 了 较 全 亩 上 的 讨 
， 给 出 了 不 依赖 于 带 余 数 除 法 的 最 大 公约 数 及 最 
小 公 倍数 的 性 质 ， 第 二 部 分 利用 带 余数 除法 建立 了 完整 的 最 大 公 
小 公信 数理 论 ， 在 这 一 部 分 中 我 们 直接 从 定义 出 发 ， 不 
I 用 菜 大 公约 数 的 明确 下 示 式 


用 包 重 新 建立 完整 的 鸡 公 论 人 
5 念 与 性 质 )。 8 5 讨论 所 请 辑 转 相 除法 ， 即 Euclid 算 靶 , 它 是 
二 


和 工会 数 除 闪 的 发 展 ， 弄 月 它 不 仅 可 以 还 明 上 式 成 立 ， 南 且 给 出 了 
村 找 最 大 公约 数 (a,5) 及 x,y 的 有 效 算法 。 这 一 方法 是 十 分 有 刊 
的 ， 在 第 七 章 将 用 它 来 建立 连 分 数 理论 ， 最 后 ， 在 § 8 中 ， 我 们 
引进 一 个 在 数学 中 十 分 有 用 的 符号 一 -实数 x 的 最 大 鸦 数 部 
分 rz]， 漠 讨论 它 的 性 质 . 利 用 它 我 们 给 出 了 al 的 素数 乘积 的 
表达 式 ， 它 是 除 算术 此 本 定理 之 外 ， 另 -- 个 刻画 自然 数 与 束 数 之 
间 关 系 的 十 分 重 雪 的 关系 式 , 我 们 将 在 第 八 章 $ 2 给 出 它 的 应 用 。 

还 应 读 指 出 的 是 ，$ 6 给 出 的 算术 基本 定理 的 证 明 是 利用 $4 
建立 的 最 大 公约 数理 论 ， 而 $7 给 出 的 证 明 是 直接 的 ， 它 仅 用 到 
工 虹 小 自然 数 原理 及 大 小 关系 的 性 质 〈 实 质 上 就 是 捞 祭 数 除法 》、 
不 需要 最 天 公约 数 的 任何 知识 。 相 反 的 ， 从 算术 基本 定理 出 发 下 . 
可 以 建立 最 大 公约 数 与 最 小 公信 数理 论 。 


$1 自然 数 与 整数 


自然 数 ， 也 叫 正 整数 ， 就 是 大 家 所 缉 悉 的 
12，3， + en, {1) 

我 们 以 扩 表 由 全 体 衣 然 数 (I) 所 组 成 的 集合 。 整 数 就 是 指正 整 
数 、 仙 整数 及 零 ， 即 

i nk ee nd on FT 0 , 2 We 

(2) 

我 们 以 之 表 由 全 体 整 数 (2) 组 成 的 集合 . 

在 整数 集合 中 可 以 作 吉 法 运算 “+ ”及 其 逆 运 算 减 法 运算 
“-”。 加 法 运算 福 足 以 下 性 质 ， 

《i) 结合 律 《a+b)1iem2+p+c)， absct 2 
交换 律 a1+5=b+a, a,bEZ. 
(Ci) 福 消 律 atb=ato 一 > b=c， a,b,cE. 
(iyy a+0=a, aEZ, 
tv) 对 任意 的 4,5EZ， 必 有 xEZ 使 得 


“”， 人 和 但 不 一 定 可 作 瑟 法 的 
库 是 以 下 性 质 : 

结合 律 《ap).o=acCboc)， ab,cEZ。 

交换 律 ac =pea， apE 了 。 

相 消 律 局 sarb=ae, Nb=ce, a,b,c€eEZ. 

(Civ) 0:a=0, aEZ, 

(CY) lr*a=a, a€EZ. 

Cvi》 分 配 律 (4+b)ec=(arc)+Cbec), asb,oEZ. 

为 简单 起 见 ， 琵 法 4 就 记 作 a5。 

在 整数 中 夯 大 小 《有 即 硕 序 》 关 和 条， 并 用 符号 ; 守 , 二 , 源 ， 及 

整数 的 顺序 有 以 下 性 质 ; 

的 4,bEZ， 关系 


a=b, a<b, baa 


有 所 仅 有 一 个 成 六 。 

(ii》 自 反 性 a<a，aEZ。 

Ciii》 友 对 称 性 ”对 任意 的 a,8EZ， 若 4b .5a， 则 4 = 
b. 


《iv) 传递 竹 ” 对 任意 的 4,5,cEZ， 省 
<， 且 等 号 仅 当 上 =5:2=< 雹 成 立 叶 才 成 立 。 


cb 时 be 


则 = 二 


的 epE 了 及 cc 人 上:acxidbo<-> 
《vi 对 任意 的 a,bEZ， ab<-> -aa3 一 
在 整数 中 述 引 入 了 绝对 信 的 概念 : 


[oy 


RobHaxb, 6>apa- 


a, a€EN, 
lal= 0, a=0, 
-a, -aa 
它 显然 具有 性 质 : 
Ci lzpl= 1elibl, a,bEZ. 
Kii) Jarb|llal + 1b|, a,bEZ. 
以 上 列举 了 一 些 熟 知 的 有 关 整 数 的 知识 。 对 白 然 数 来 说 它 的 
最 重要 、 最 本 质 的 性质 
归纳 原理 设 S 是 六 的 一 个 了 做， 满足 条 件 : (人 D IES 
《ii 邵 果 nES， 则 n+]ES。 那 么 ，S 
这 原理 是 我 们 常用 的 数学 归纳 法 
定理 1 (数学 归纳 法 )” 设 PCn) 是 ; 
或 命题 。 如 果 
Gi》 =I 时 PCO) 或 民 3 
Ci 由 PKn) 成 立 必 可 推出 已 C = 1 成立， 
那么 ，PCn) 对 所 有 自然 数 7n 成 立 。 
证 设 使 POD 成立 的 所 有 自然 数组 成 的 集合 是 S。S 是 
DW 的 子 集 。 由 条 什 (D 知 1ES;， 出 条 件 GD 知 ， 若 neES， 风 2+ 
所 S。 所 以 由 遇 纳 原型 知 SS= 站。 证 年 
轩 归 纳 原 理 还 可 推 由 两 个 在 数学 中 ， 特 别 是 初等 数论 中 常用 
的 自然 数 的 重要 性 质 。 


N 


然 数 4 的 -- 称 性 质 


定理 2 最 小 自然 数 原理 〉 设 了 是 丸 的 一 个 闺 笠 了 集 . 那 
么 ， 必 有 4ET， 使 对 任意 的 te 了 有 二 所 tf， 旭 向 是 TT 中 的 散 小 
自然 效 。 


的 自然 数组 成 的 集合 S$: 对 任意 的 

四 这样 的 条 件 ， 所 以 1ESs，S 非 空 ， 

所 以 性 有 王 ?)， 则 所 十 1 党 ， 所 以 把 二 

。 注 这 两 点 及 归 册 原理 就 推出 ， 必 有 so&5S 使 往 so+1&5S 

《为 什么 ) ,我 们 来 证 明 必 有 sosET 了 。 因 车 不 然 ， 则 对 任意 的 1C 下 
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必 有 so 因而 tso+1， 这 表明 so+1ES， 了 矛 后 。 取 加 一 so。 
就 证 明了 定理 . 

定理 3 〈 最 大 自然 数 原理 ) 设 M 归 雯 的 非 空 了 集 。 若 MM 有 
下 界 ， 基 存在 aE 和 WN， 使 对 任 写 的 mE 有 fr， 那么 ， 兴 有 
moEM， 使 对 任意 的 mEM 轩 有 mmo， 即 ms 是 M 中 的 最 大 自然 
数 。 


证 ， 劣 虑 出 所 有 这 样 的 自然 数 ! 组 成 的 集合 7 对 任意 的 
mE M 有 姻 坟 四 条 件 知 aET， 所 以 了 非 帘 。 由 定 理 2 知 ， 集 


合 荆 中 有 最 小 自然 数 fs。 我 们 来 证 明 SE 半 ， 若 不 然 ， 则 对 任意 
的 mEM 必 有 m 二 fp， 因而 可 所 f6 1。 这样 就 推出 三 ~1ET， 但 
这 科 右 的 最 小 性 也 盾 。 取 ma = 就 让 明子 定理 。 

最 小 自然 数 原 思 是 我 们 常 川 的 第 二 种 数学 归纳 破 的 基础 。 

定理 4《 第 二 种 数学 归纳 法 ) 设 PC(m) 是 关于 自然 数 i 的 一 
种 性 质 或 命题 。 如 困 

(i) 当 nn=1 时 ，P(1) 成 并 

人 ii) 设 R>T。 活 对 所 有 的 自然 数 避 二 mn,PCRmD) 成 立 ， 则 必 可 
推出 Cn 
关公 : 

证 用 反 征 间 


Ck 
泣 定 埋 不 成 次 ， 这 了 赴 使 CD 不成立 的 后 
有 丘 然 获 纪 成 的 焦 合 ， 人 和 非 室 。 田 定理 2 知 焦 合 下 必 有 最 小 自 
数 访 ， 田 于 PP) 成 衬 ， 所 以 二 汪 上 市 《iiD( 取 于 = 基 ) 知 ， 
有 自然 烙 mm 过 ts 使 P(t) 不 城 立 。 出 工 的 定义 知名 ET， 但 这 入 
药 最 小 性 子 盾 - 评比 。 


惠 列 出 并 加 以 征明， 
进 一 示 的 讨论 ， 也 不 要 求 ; 
9 的 一 些 基 本 辣 题 。 有 兴趣 的 污 
当 教 师 的 访 者 ， 为 了 对 “自然 数 ” 有 更 正确 的 认 
录 一 ， 那 里 介 络 了 自然 数 的 公理 化 定义 ， 关 初步 讨 
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芭 深 入 探究 
者 ， 特 别 臣 交 
识 ， 可 阅读 附 


论 了 .上 面 所 扣 的 问题 《 亦 见 附录 一 的 习题 )。 

以 上 询 凡 的 性 质 和 定理 是 切 等 数论 的 基础 ， 读 者 必须 熟练 党 
担 ， 

此 外 ， 在 初等 数论 中 还 经 常用 到 的 一 个 工具 臣 : 

鸟巢 原理 了 设 1 是 一 个 自然 数 。 现 有 7 个 盒子 和 n+1 个 
物体 。 无论 怎样 把 这 +1l 个 物体 放 入 这 1 个 金子 中 ， 一定 有 一 
个 盒子 中 被 放 了 两 个 或 两 个 以 上 的 物体 . 

证 用 反 证 法 。 假设 结论 不 成 立 ， 即 每 个 盒子 中 至 多 有 一 个 
移 体 ， 那 么 ， 这 个 盒子 中 总 共有 的 物体 个 数码 n， 这 和 有 #+1 
个 物体 放 到 了 这 个 例子 中 相 牙 慎 。 证 毕 。 


习 题 一 2 

1. 设 知 是 给 定 的 正 整数 ，P(m) 是 关于 正 整数 = 的 一 种 性 质 
或 命题 。 如 果 

GD 当 n=K 有 时 ，PCko) 成 立 

Ci》 和 由 PKn) 成 立 可 推出 PC*+ 1) 成 立 ， 
那么 ，P(nm) 对 所 有 正 整数 42>K 成 立 。 

2， 在 上 古 的 条 伴 下 ， 如 果 

GD 当 m= 时 PCGko? 成 立 

(i 设 nr 和。 由 对 所 有 的 mo<m<mDPCn) 成 立 训 推出 
PCn) 成 立 ， 
那么 ，P《) 对 所 有 下 整数 nk 成 立 。 

3. 认 个 是 一 个 由 整数 组 成 的 集合 。 车 7 中 有 正 整数 ， 则 了 
中 必 有 时 小 正 整数 。 

4， 设 了 是 一 个 由 整数 组 成 的 集合 ， 若 了 有 下 办 ， 即 存在 整 
数 。 使 对 所 有 的 :ET， 有 tc>>a， 那 么 ， 必 有 ET， 使 对 所 有 的 


人 名“ 亦 称 盒子 原理 。 
图 做 本 章 的 习题 必须 按照 以 下 要 求 ， 只 能 用 这 道 古 之 前 讲 这 的 内 容 和 和 化 过 前 囊 
去 微 ， 而 不 许 用 这 道 是 以 后 讲 的 内 容 。 这 是 为 了 更 好 的 理解 型 论 体系 的 轩 辑 结构 。 
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1ET to, 

5. 设 总 脖 一 个 由 整数 组 成 的 集合 。 若 内 有 上 界 ， 即 在 在 颖 
数 。 ， 使 妹 所 有 的 mEM 有 msa， 那 么 ， 必 有 moE 邓 ， 使 对 所 
有 党 中 EM 冰 机 于 mos 

6， 设 a 之 2 是 给 定 的 正 整 数 。 证 岂 ， 对 任 一 正 整 数 ” 必 有 
唯一 的 艺 数 g 关 0， 使 as<n<a 


$2 整除 


定义 1 设 a:pEZ，a 和 0。 和 如果 存 在 4E 之 使 得 2=49， 那 
么 就 说 5 可 性 = 整除 ， 记 作 a12， 且 称 5 是 2 的 全数 ，2 是 吉 的 
约 数 《也 可 称 为 除数 、 因 数 )。 不 能 被 < 整除 就 记 作 < 二 2 

由 定义 及 乘法 运算 的 性 质 ， 立 即 可 推出 整除 关系 有 下 向 性 质 
《注意 符号 alb 本身 包含 了 条 件 < 天 9)。 

定理 1 (i) albp<> -alb<>al -b<>1alllbls 

(ii) alb 且 51c==>ales 

Ciiiy alb 有 晶 alc< 寺 > 对 任 党 的 x,yEZ 有 albx+cys 

(iv) 设 m0。 那 么 ,alb > malmbs 

(Y) alb .bla=—>b= +ay 

Cvi》 设 0。 那么 ，a1b 一 la1 所 15|。 

证 由 8=a9@>b=(-20)(-0<> -b=a(-D<>Ib|= 
1al14 就 证 明了 (iD。 内 由 B = aq 和 c=64s 可 推出 c=a(9192), 就 
证 明了 (ii)。 由 5= ago=egs 可 推出 bx + Cy 一 alqix +923》 这 就 
证 朋 了 (iii) 的 必要 性 。 取 *=1:'y=0 及 =05y=1 就 可 淮 出 (过 ? 
区 充分 姓 。 由 冬 法 相 消 律 知 , 当 m 开 0 时 ,b=44< 之 mb = (ma)q， 
这 就 证 明了 (ivY), 由 5=a9l 和 4=84s 就 推出 a=alq19:)， 由 此 
用 az0 推 出 99s=1。 所 以 g = 土 1。 这 就 证 明了 CYY。 由 (i 知 ， 
队 al5b 可 推出 |5| = 1al141。 由 “ 尖 0 知 191 六 1， 这 就 证 明了 (vi)。 

倒 1 证 明 : 车 3 引 2 县 ?12， 则 211m 


由 8[# 知 n=3m， 所 以 713m。 由 此 及 717m 得 7| (7m 一 2,3m》 
三 看。 六 而 有 2110。 
例 2 设 4a=2:-I。 若 212n， 则 41n。 
由 4l2tn 及 2in=an+n 得 al(2in 一 an)， 名 ein 
例 35 设 a,86 是 两 个 给 定 的 非 零 整数 ， 有 日 有 整数 x,y,， 使 得 
ar+by=1。 证 明 ; 若 aln 且 tin， 风 abln。 
由 f=nCax+by) = Cnayx+ (nb)y， 及 a9|nasab17nb 即 得 所 要 
主意 到 ?7.1+3( -2)=1， 由 此 也 证 明了 例 1. 
设 FKxz) =anx? 二 an-1x? fdeax+ao 是 束 系 数 多 项 
式 . 洲 db-c， 则 dl7(5) 一 fCe)。 

我 们 有 
FDI FC) an or) tan1 Chl onl) + aa 一 cy 


由 此 及 41bi -cf， 就 准 出 所 要 结论 。 
由 定义 知 ， 一 个 整数 4 隆 0， 它 的 所 有 倍数 是 
ga, 4=0;+1, + 2 

这 个 全 会 是 完全 确定 的 。 堆 是 所 有 非 零 整数 的 倍数 。 但 对 于 一 个 
整数 5 尖 0， 关 于 它 的 约 数 一 般 就 知道 得 不 多 了 。 量 见 ， 圭 1， 二 8 

( 当 b= 土 1 时 只 有 两 个 ) 一 定 是 二 的 约 数 ， 它 们 称 为 足 之 的 显 
然 约 ( 因 、 除 ) 数 ， 忆 的 其 它 的 约 数 (如 暴 有 的 话 》 称 为 是 5 的 
非 显然 约 ( 因 、 除 ) 数 ， 或 时 约 ( 因 、 除 ) 数 ， 由 定理 tri) 知 ， 
上 去 0 的 约 数 个 数 只 有 有 限 个 。 例如，P?=12 时 ， 它 的 全 体 约 数 


是 ， 


士 1, 士 2, 士 3, 士 4, 士 6。 土 12。 
其 中 非 显然 约 数 有 8 个 .5 = 7 时 ， 它 的 全体 约 数 是 ， 
ttl, +7, 
它 没 有 非 显然 约 数 。 下 面 基 于 约 数 的 性 质 是 有 用 的 。 
定理 2 设 整 数 b 声 0, ,ds,… dx 切 它 的 全 体 约 数 。 狐 么 ， 
bj/dpyda byex 也 是 它 的 全 体 约 数 。 也 就 是 说 ， 当 4d 亿 万 
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前 全 休 约 数 时 ，b/d 也 遍历 “的 全 体 欧 至 。 此 外 ， 若 “0， 则 当 
4 遍历 5 的 侈 体 正 约 数 时 ，b/d 也 遍历 的 全 体 正 约 数 。 

证 当 dil8 时，8/4j 是 整数 ，b=djCb/dj)， 所 以 8/4dj 也 
旦 已 的 约 数 ， 且 当 di 天 di 时 ，22iABAei。 这 样 ，By 四 38/ de 
是 天 个 两 两 不 同 的 丘 的 约 数 。 出 于 所 的 约 数 的 个 数 是 一 定 的 ， 这 
就 证 明了 第 一 个 结论 。 只 费 注 疮 到 “的 正 约 数 的 个 数 也 是 一 定 的 
上 定理 1G 知 ， 所 调 的 约 数 中 一 半 是 正 的 、 一 半 是 负 的 )， 由 
同样 的 讨论 就 推出 第 二 个 结论 。 

例如 ，5=12 时 ， 我 们 右 

三 二 1, 土 2; 土 3, 圭 4, 圭 6, 圭 12。 
b/d= +j2,+6,+t4,+3,+2,+1, 
各 ， 有 的 数 《 例 如 7》 只 月 显 
整数 中 有 特别 重要 的 作用 。 为 此 引进 

定义 2 设 闽 数 p 尖 0, 土 I1。 如 果 
没有 共 它 的 约 数 ， 那 么 ，P 就 称 为 是 下 可 约 数 ， 
2.40; 土 ] 肯 4 不 是 不 可 约 数 ， 则 a 称 为 合 数 ， 
090;: 土 1 时 ， 由 村 PP 和 ~ 了 必 辣 为 不 时 约 数 或 合 数 ， 所 
以 ， 以 后 若 汕 有 特别 说 明 ， 不 可 约 数 ) 总 是 指正 的 。 例 如 

2,3,5,7,11,13,17,19,223.29,31 
都 是 不 可 约 数 。 由 定义 立即 推出 (读者 自己 证 明 ): 
(i) a 半 1 古 合 数 的 充 要 条 件 是 4=4do,1<d<a,1<e 


数 。 这 种 数 在 


约 数 土 1, 士 外 
也 晒 作 奏 数 。 半 


Mp 


QD 车 41,9 十 不 可 约 数 征 414, 则 d=4。 


为 六 。 一 定 是 不 可 约 数 。 
知 了 必 有 除数 4 ，2<5d/ 之 p，! 
对 证 。 证 号 。 


Ps2 是 合 数 ， 由 定理 3(i 


“ 届 于 了， 这 积 P 的 最 小 性 


一 个 整数 的 除数 如 果 是 不 可 约 数 〔 即 素数 》， 屠 么 这 个 除数 
就 称 为 不 可 约 队 ( 因 ) 数 或 栾 除 ( 因 ) 数 ， 

定理 5 ” 设 整 数 4 宕 2。 那 么 ，4 一 定 可 表 为 不 可 约 数 的 乘积 
《包括 a 本 身 是 不 可 约 数 ?， 即 

如 二 站 PnPsy - 1) 
其 中 piCUFSEs 是 不 可 约 数 。 

证 我 们 用 第 二 神 数 学 归纳 站 来 证 。 淮 4=2 时 ，2 是 企 可 
约 数 ， 所 以 结论 成 立 。 侦 设 对 基 个 n 二 2， 当 2a<<n 上 时， 结论 对 
所 有 这 种 a 者 成立。 当 a = 时 ， 若 ”是 不 可 约 数 ， 则 结论 成 立 ! 
浒 二 是 合 数 ， 则 必 有 = mna2smonsa<na。 由 假设 知 nma 都 村 
青 为 不 可 约 数 的 号 各 : 

=p pss ris 一 Paleepar。 
这 样 ， 就 把 4 圾 为 不 可 约 数 的 乘 税 : 
a=n= mn = pi pis Pa par. 
因此 ， 由 第 二 种 数学 归纳 潜 知 ， 害 理 对 所 有 的 4 大 2 者 成立。 
俩 如 ，1260 的 不 相同 的 不 可 约 除 数 有 2,3,5,7， 共 是 个 。 
1260 = ?2.2.3.3.5.7=22.32.5.7， 
所 以 ，1260 上 其 有 6 个 不 可 约 除 数 〈 和 包括 相同 的 》。 从 定理 5 穿 易 
推出 《证 明 留 给 污 者 ): 

推论 6 设 整数 a 二 2。 

人 游 上 是 含 数 ， 则 必 有 不 可 约 数 pla,p 过 as 

《ii) 营 < 有 表示 式 (1)， 则 必 有 不 订 约 数 plensa 

例 恕 ， 当 a = 1260 时 ，s = 6。 它 的 不 可 约 徐 数 2 就 满足 

2<(1260)278==3.28…。 

挫 论 6 给 出 了 一 个 寻找 不 可 约 数 的 有 效 算法 ， 例 区， 为 了 求 
出 不 超过 100 〈 或 任 给 的 正 整 数 N》 的 所 有 不 过 约 数 ， 只 要 把 二 
及 不 超过 100( 或 六 ) 的 所 有 正 合 数 都 硒 去 。 由 推论 6 知 ， 不 超过 
100( 或 NN) 的 正 合 数 a 必 有 -- 个 不 可 约 除 数 Psav2s1009 = 10 
(或 NY?)， 因 而 ， 只 次 先 求 出 不 超过 10 (或 N') 的 全 部 不 三 
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芍 数 2;3:5,7 《长 Pispasr* ,Ps) ,然后 ， 依 次 把 不 超过 100( 或 N》 
的 正 整 数 中 的 除了 2,3,5,7 《或 P,Ps) 以 外 的 2 的 倍数 、3 的 
涪 数 、5 药 悦 数 。7 的 倍数 《或 Pi 的 倍数 ,…,p, 的 倍数 ) 全 部 
其 友 ， 就 铀 去 了 不 超过 100( 或 N) 的 全 部 正 合 数 ， 剩 下 的 正好 就 
是 不 超过 100 《或 N) 的 全 部 不 可 约 数 。 具 体 做 法 见 下 玫 ， 取 
N=100 


洲 23%4 5 7 B&FIIMIUiIM 
13 4 15 Ye 17 T& 19 20 21 22 23 24 
25 26 pf 38 29 30 31 32 324 34 35 36 
37 瀛 中 衣 41 刘 4 外 妈 证 4 租 
R355 59 
61 862 84 4 65 68 67 BRS TQ 71 78 
73 M7757 7879 B80 BT B82 83 4 
85 B85 Bf B& 89 30 MH 92 94 HM 35 D6 
97 98 站 Ta 


角 上 表 可 以 看 出 ， 设 有 删 去 的 数 是 
2,3,5,7511,13,17,19,23;29,31,37,41,43, 
47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97, 

共有 25 个 ， 它 们 就 是 不 超过 100 的 全 部 不 可 约 数 。 从 这 不 超过 100 

的 25 个 素数 出 发 ， 重 复 上 面 的 做 法 ， 就 可 找 出 不 超过 100? = 10000 

的 企 部 凡 数 。 这 种 寻找 不 可 约 数 的 方法 ， 通 常 叫做 Eratoschenes 

短 法 。 

数学 中 的 一 个 著名 的 定理 是 : 
定理 7 不 可 约 数 有 无 穷 多 个 
证 ”用 反 证 靶 。 假 设 只 有 有 限 个 不 可 约 数 〈 注 意 : 已 约定 不 

可 约 数 ~ 定 是 正和 的 》， 它 们 是 94,… 9k。 演 不 4 = 9iqga gr 二 工 

显 匈 ，a 盖 2。 册 定理 4 知 必 有 不 可 约 数 71a。 由 假设 知 P 必 舌 于 

某 个 9j, 轩 而 p= 949; 一 定 整 除 4 一 4192…49k = I 但 不 可 约 数 94j 之 2， 
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这 是 不 可 能 的 ， 巴 盾 。 因 此 ， 假 设 是 错误 的 ， 即 不 可 约 数 必 有 无 
穷 多 个 。 证 毕 。 

设 41=2,9s=3,9,=5,9s,96，… 是 全 位 不 可 约 数 按 大 小 顺序 - 

排 成 的 序列 ， 以 及 
QE =qigxre9k 十 1 

由 直接 计算 得 (9j 已 在 上 面 求 出 )， 

Q1=3,0,=7,0,=31,0, =211,Q;s = 2311, 

Qe= 59.508,0Q; = 19°97.277,Qs = 347.27953, 

Qs= 317°703763 ;Qs = 331-571.34231， 
这 里 前 五 个 巧 不 可 约 数 ， 后 五 个 起 合 数 ， 但 Qs 都 有 一 个 比 ok 页 
大 的 不 可 约 除数 。 至 邻 还 不 知道 是 否 有 无 穷 多 个 大 使 Qx 是 水 可 
约 数 ， 也 不 知道 是 和 否 有 无 穷 多 个 使 Qi 是 合 数 。 

在 初等 数论 蔬 中 ， 大 多 用 “素数 ”这 一 术语 而 不 用 “不 可 约 
数 ”. 晶 然 ， 从 给 出 的 定义 2 看， 用 “不 可 约 数 ” 这 一 名 词 更 为 
贴切 ， 但 为 了 符合 习惯 ， 下 面 我 们 将 总 用 “ 缘 数 > 这 一 术语 ， 孔 
假定 它 是 正 的 。 基 于 这 两 个 名 词 的 套 文 的 寺 论 可 参看 附录 一 。 

研究 囊 数 的 性 质 关 数论 的 核心 问题 之 一 ， 至 今 对 这 一 癌 题 还 
本 和 解 下 多， 我 们 将 在 第 八 党 对 索 数 的 个 数 作 初步 的 讨论 。 关 于 合 
j 的 关系 ， 一 个 立刻 会 想到 的 问题 症 ， 定 理 5 中 的 表示 式 

(CD 在 在 计 及 Cs 和 8》 次 序 的 意义 下 是 否 是 唯一 的 。 回 答 是 
肯定 的 ， 这 就 龙 著 名 的 算术 基本 定理 ( 见 & 6 定理 2) 。 证 明 这 一 
定理 的 途径 有 两 一 是 间接 利用 自然 数 的 性 质证 明 算 水 基本 完 
理 , 并 作 此 基础 上 4 整数 的 整除 理论 ; 另 一 是 先 建 并 包括 最 
大 公约 数 、 基 小 公 倍数 等 内 容 的 关于 整数 的 效 除 性 质 ， 然 
算术 顾 本 定理 。 这 两 种 途 "而 分 旨 过 论 。 
我 们 将 先 讨 论 第 二 祁 途 内 为 这 将 使 我 们 更 济 黎 地 认识 与 掌 拱 
初等 数论 中 的 基本 感念 和 方法 。 

作为 本 节 的 8 1 从 定理 7 的 还 明 米 得 到 关于 不 超过 x 
的 素数 个 数 记 作 (x) 的 一 个 很 罚 的 下 性 估计 ， 及 第 ?全 
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四 


素数 ps 的 大 小 的 一 个 很 组 的 上 界 估计 。 
定理 8 ” 设 全 体 素 数 按 大 小 顺序 排 成 的 序列 是 ， 


Pi=2, Pa=3, pespes"re 2) 
我 们 有 

Pra ,N=1,2,, 3) 
及 

Tr lcgslogr, X22, (4) 


这 里 logay 表 以 2 为 底 的 对 数 。 
证 由 定理 ?的 证 明知 
Passpapnapa -tt++1， Tl1. {5) 
我 们 用 妆 纳 法 来 证 (3)。 当 n= 1 时 ， 式 (3 显然 成 立 。 假设 式 (37 
对 nkC 守 DD 成 立 ， 当 m= 大 + 由 式 (5) 及 归纳 假设 入 


2 


Das sd220 .22212281= 921 二 T<< 25 


即 式 (3 对 nm = 天 + 1 也 成 立 。 这 就 证 明 式 (3) 对 任意 的 np 六 I 都 成 立 。 
下 面 来 证 式 (4)。 对 x*>2， 必 有 队 一 的 正 整数 mn， 使 得 22 
过 x 之 22"， 因 而 有 


TH) A" Yn, 
最 后 一 步 用 到 了 式 (3) .由 此 及 * 一 2 就 推 出 式 ( 和 ， 


习题 二 
1. 医 alb 且 cld， 则 aelbds 
Ci 靳 a ,4|5， 央 对 生意 整数 宰 ,…,x 有 


一 般 地 ， 匣 


根 则 求 出 所 有 这 种 
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《iD zr+x+1=0 《ii x 一 5x 一 下 = 05 

Kiiiy x4+6x9 一 3x2+7X 一 6=0 (Gv) xs 一 x2 一 4z+ 和 =0。 

4， 有 一 种 盒子 能 装 3 斤 糖 ， 另 一 种 能 装 6 斤 粘 。 假 定 每 个 盒 - 
子 必须 效 满 ， 试 问 ， 能 用 这 两 种 盒子 来 装 完 100 夏 糖 码 ? 

5. 车 5|n 目 1712， 则 85tn。 

6. 车 21n，5|n 及 7ln， 则 701n。 

7， 设 n 坟 1。 证 明 ，(n 一 12 一 的 充 权 条 件 是 Ca 一 1D1E。 

8. 求 以 下 各 数 的 全 部 素 除 数 、 正 除数 、 以 及 把 它 个 ] 表 为 素 
数 的 乘积 :1234，2345，34560， 了 ?LI1111。 

9. 证 明 ，(D 设 ? 关 1。2" +] 是 素数 多 必要 条 件 是 =2、 

Gi) 2 一 是 素数 的 必要 条 件 是 ?为 素数 。 举 出 儿 个 这 两 种 形 
式 的 素数 。 

10. 证 明 : 对 任 给 的 正 整数 和 下， 必 有 有 天 个 连续 正 整 数 都 是 合 
数 。 

11. 证 明 ， 奇 数 一 定 能 表 为 两 平 方 数 之 差 。 

12. 设 奇数 ”1， 证 明 ，7= 是 素数 的 充 要 条 件 是 n 不 能 表 为 
三 个 或 三 个 以 上 的 相 邻 正 整 数 之 和 。 

13. 设 了 7 是正 整数 "的 最 小 素 因 数 . 证 明 : 车 P 守 m1 ， 则 
P/p 是 素数 。 

14、 设 mi spa<ps 是 素数 ，n 是 正 整数 . 普 mipsps[n， 则 六 
SET pa n/a 77。 

15.， 利用 Eratoschenes 饰 法 求 出 300 以 内 的 全 部 素数 .。 

16. 利用 第 14 题 ， 提 出 一 种 类 似 于 Eratoschenes 简 法 的 方法 ， 
来 求 出 所 有 不 超过 100 旦 至 多 是 两 个 素数 乘积 的 正 整 数 。 

17. 设 a 六 0，Fs= 2 +1， 再 设 mn 证明， 车 d>>1， 卫 
41F,， 如 4 十,。 由 此 推 内 素数 有 无 穷 多 个 。 

18- 设 忆 .同上 题 ， 证 明 : Fi = FaewPo+2。 

19. 设 A41=2， 有 ,i= A2 一 A+1Cn1)，。 捕 设 nym。 证 
上 蜡 ， 车 214.，d>>1]， 则 4 +1 4。。 由 此 推进 素数 有 无 穷 多 个 。 


td 


20。 设 4, 同 上 题 。 证 明 : 4 = 444+1。 

21. 设 m3。 证 明 : "1 - 工 的 素 因 数 >n。 击 此 推出 素 数 有 
无 穷 多 个 。 并 求 最 小 的 ”使 nl 一 1 不 是 素数 。 

22， 设 整 系数 多 项 式 PGz =asx" +TAX" + 十 ae as 
天 0。 证 明 ， 必 有 无 穷 多 个 整数 僵 *， 使 得 P(X) 是 合 数 。 

23. 证 明 ， 呈 +m+4L 当 = 0,1,2,…,39 时 都 是 素数 。 

24. 设 k 守 3。 求 出 所 有 这 样 的 正 整 数 集 会 {a1,… ,4x}， 使 得 

G7 ,4k 是 两 两 不 辣 的 正 整 数 ， 

Gi 从 于 任意 取出 三 个 数 ， 它 们 舶 和 可 被 这 三 个 数 中 的 任 一 - 
个 整除 。 

25。 设 4 关 0， 圭 1。 车 对 征 屿 的 4,5， 由 9125 可 推出 914 或 
342 宇 少 有 一 个 成 立 ， 则 4 一 定 是 不 可 约 数 。 

23、 设 ae;bnm 满 足 alborr，ax+2y= 1，xy3y 是 两 个 整数 。 证 明 ， 


aln, 
27， 设 m 半 1，ml Cm 一 四! +1， 证 明 m 是 素数 。 
28. 假 省 素数 只 有 有 限 个 Pp,,*…,P:。 证 明 ， 对 任意 正 幕 数 N 


必 有 
用 1 1 -1 1 一 1 
1) (1 起 ) 。 
出 此 推出 涨 数 有 汇 穷 多 个 。 
29. 没 整数 NN 二 2。 证 明 : 
0 可 >I InCN + 1)， 这 里 求 和 号 表示 对 所 有 不 超过 


Pps 


从 有 


六 前 素数 p 求 和 


(ii) E> InCN+D -1 
30. 证明 :CG 任 一 正 整数 4 一 定 可 表 为 4=KY1， 其 中 上 是 
正 整 数 ，! = 1 或 是 不 同 的 素数 的 乘积 - 
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Qi) 设 整数 Ns>2， 则 有 六 二 Na 
Ciii) xzCN) CogeN) /2. 
(iv) 第 nn 个 素数 pp, 二 2*"。 


83 带 余 数 除 法 


初等 数论 的 证 明 中 肪 重要 、 最 基本 、 最 
的 带 余数 除法 ， 也 称 为 除法 算法 : 
定理 1 设 4a,b 是 两 个 给 定 的 演 数 ，4- 六 0。 奢 么 ， 
一 的 一 对 整数 4 与 "， 满足 
b=gatr, 0Osr< lcl。 (1) 
此 外 ，al12 的 充 要 条 件 是 r=0. 
证 唯一 性 车 还 有 整数 4 与 六 补足 
号 =q at+i Or’ ial, (2) 
不 妨 设 rr。 由 式 (1) 和 (C2) 得 :， 07r -7 二 lal， 及 
Tr=t9-4 Ja 
车 六 -fr>0， 唱 由 上 式 及 2 定理 1C7i 推 出 al sr 一 这 和 二 一 
r 达 |al 蕉 盾 。 所 以 ， 必 有 +r =r， 进而 得 9 = 9。 
店 站 性 ” 当 a|5 有 时， 可 到 94=Bfa, r=0。 当 a +5 时， 考 谍 集 
合 


接 的 工具 谈 是 下 王 


人 = 人 一 Ke k=0, +1,+2,.…}, 

容易 条 击 ， 集 合 醋 中 必 有 数 〔 何 如， 到 EE= 一 2181a)， 所 雇 
下 最 小 自然 数 原 理 知 ，? 中 必 有 一 个 最 小 正 整数 ， 设 为 
=D。 
我 们 素 证 明 必 有 四 志和 | ， 内 af 所 以 甸 寺 al。 
一 [el>0， 。 这 和 的 最 
Ko， r=t 毫 

最 后 ， 显 见 当 b = 9a +? 时 ，ajb 的 守旧 条 件 丰 41r。 当 注 
r<<[4a| 时 ， 由 $2 定理 1Cvi) 就 推 山 a7 的 完 朗 条 件 是 =0。 
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证 明了 定理 的 最 后 一 部 分 。 证 毕 。 

在 具体 应 用 带 余数 除法 时 ， 常 取 以 下 更 灵活 的 形式 ;: 

定理 ? 设 4,5b 是 项 个 给 定 的 整数 ，4a0， 再 设 4 是 一 给 定 的 
整 和 这。 形 么 ，-- 定 存在 唯一 的 一 对 整数 9 与 7 补足 

b=ga+r, ds<ri< 1a] +d. (3) 

此 外 ，a 上 的 充 经 条 件 是 a17)， 

只 要 对 4 和 5b -4d 用 定理 工 就 可 推出 定理 2， 详细 论证 留 给 读 
者 。 特别 丰 用 的 起 取 4 = 一 |al/2， 当 2|as d= 一 (la| -2/2， 妆 
2+4。 这 于 式 (3) 变 为 


b=90+ry 
其 中 
[A 当 2|a， 
-Cal- D/2en<(al+1/2, 21e. 


b=qatrs -lal/2<r,<|al/2. C3) 
适当 选取 4 《如 何 选 ?) 也 可 合式 (3》 变 为 以 下 两 各 形式: 

b= atr, - fal/2<nslal/2T., C37) 

b=natrns 1<n 人 lal, (3”) 


通常 把 式 《1)》 中 芒 了 千 
《3”) 中 的 1 划 
数 ， 面 式 (3) 申 的 ri 
推 沦 3 
仅 尽 0,1,*** 
这 是 定理 1 的 吉 按 推 * 
让 的 基 型 。 


为 己 被 < 除 后 各 非 负 祭 数 , 式 C37)7 和 
式 人 ”中 的 m 称 为 最 小 正宗 


这 aa 个 


中 的 一 个 。 


储 。 它 是 苞 用 扔 


外 分 类 肪 进 信 制 表示 


设 e 关 2 让 给 定 的 正 整 数 ，1=0)12-1 对 给 定 的 
17， 被 4 除 后 全数 等 于 了 的 全 体 整数 是 


外 ” 当 a 为 者 效 时 式 (3) 和 (8")》 是 一 样 的 。 
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atjs kK=0, tl1, 4. 


这 些 整数 组 成 的 集合 记 为 5。, ;. 当 0 
Su- 1 不 相交 ， 以 及 并 焦 
Sr Sa liliSoe-1 = 
即 爹 体 整 效 按 被 < 除 后 所 得 的 最 小 非 负 余数 来 分 类 ， 分 上 成 了 两 两 
不 相交 的 4 个 类 。 例 和 如: a = 28， 全 体 整 数 分 为 两 类 ， 
Soo = (2K: KEZ)}, So ={2k+1 KEF}s 
<= 3 会 作 整数 分 为 : 
So ={3k: KEZ}, Sn={3k+1kEZ}, 
Sa,a={3k+2,kEZ)s 
4=6 时 爹 体 整 数 分 为 六 类 ， 
Kon = {6k.KER}, Sou= {6k + 1KEZ), Sor= {6k+2kEZ), 


“4-1 时 集合 Soe, 和 


Sos = {6k+ 3:KkEZ), Soe= {6k+ 4kEZ), Ses = {6k4 5kEZ}. 

例 2 (CD S50N S50 = Soo Ci) S25 = Sos 

Cli) Sof} Ss = Se 

洛 来 证 (i?。 即 要 证 <“ = 2% 且 a = 3 的 充 要 条 件 是 a = 6d。 充 分 
性 蜡 然 。 由 2k = 3k 知 h=2Ck 一)， 所 以 a= 6Ck 一 &)， 这 就 证 明了 
必要 性 . 

Gi) 就 是 要 证 : a= 2k+ 1 且 a= 38+ 1 的 充 允 条 件 是 <=6d4+ 
1， 即 * -1= 9% 月 a -1>= 34 的 充 要 条 件 是 4 -1=64。 而 这 正 是 ki 
所 证 明 的 。 

5iii) 就 是 要 证， a = 2k 目 a = 38 + 1 的 充 要 条 件 是 ae= 6d+ 4。 
充分 性 显然 。 由 2k = 3h+1 知 =2(k 一 和 一 1， 所 以 a 二 6(k 一 有) 
一 2=6Ck- 衣 -1》+4， 这 就 证 明了 必要 性 ， 请 读者 解 生 这 些 等 式 
的 含意 。 

例 3 Sz = SoU SosU So,s, 

证 nESsu 好 n=2k+1， KEZ。 而 由 例 1 知 ， 必 有 = 3k， 
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3h4 二 I 吉 34 二 2，&EEZ， 因 而 必 有 了 n=6k+1，6h +3 或 Gh +5。 反 
过 来 显然 成 立 。 请 读者 解释 等 式 的 含 总 。 
例 4 设 a 关 2 是 给 定 的 正 整 数 。 那么 ， 任 一 正 整数 7 必 可 唯 
一 表 为 
Rr ry C4) 
其 中 整数 0，0 志 7y 志 4 -100 安 17 信 ky)，rp 隆 0。 这 就 是 正 整数 
的 = 进位 表示 。 
证 对 正 整 数 壮 必 有 唯一 的 上 送 0, 使 ak<n<ax (为 秆 么 )。 
由 效 余数 除法 知 ， 必 有 唯一 的 go，ro 请 足 
N= +ro，0<ro<a。 
若 k =0， 则 必 有 49。=0，1 衬 ra， 所 以 结论 成 立 ， 设 结论 对 k= 
训 守 0 成 立 ， 那 么 ， 当 = m+ I 时 ， 上 式 中 的 qo 必 满 足 
am<sqe<can 1 
由 假设 知 
qo = Smam + et Sos 
站 中 0 入 s ;所 4 一 1(0 坟 1 过 -1D，1<smw<a 一 1， 因而 有 
下 一 SG + tS +ro, 
却 结 论 对 w+ 1 也 成 立 。 证 毕 。 
例 5 设 4 汪 2 是 奇数 。 证明， 
(i) 一 定 存 在 正 整 数 4 过 a - 1， 使 得 4a]2* 一 1。 
(6)》 设 do 是 满足 (让 ) 的 最 小 正 整 数 4。 那 么 ，al2* 一 1ChEN) 
的 充 要 条 件 是 do 有。 
证 先 证 (iD。 考 虑 以 下 a 个 数 : 
20,21，22，…29 1。 
出 $2 例 2 知 ，a ++2iC0 坟 i<<4)。 由 此 及 定理 1 可 得 ， 对 每 个 j, 0 所 
i 2f= 9 +ry, 0<rji<a。 
所 以 个 余数 rori ,ra-1 仅 可 能 取 4-1 个 从 .因此 其 中 必 有 两 
个 相等 ， 设 为 ri ,rep， 不 妨 设 0<<i<<k<<a。 因 而 有 
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a(9kr — 01) = 2 2t=21(2k tJ), 
利用 $ 2 的 例 ?， 由 此 推出 al123 -1。 取 4=k 一 ixia -1 就 满足 要 
站 
下 面 来 证 (ii)。 充 分 性 是 显然 的 ， 只 要 证 必要 性 ， 同样 由 定 
理工 得 


he=gdorr, Oaredo, 

因而 有 

2 —1= 2 -2 ra 1 =2 20 1 +7 1, 
由 上 上 式 、al12* 一 1 及 al29*o 1， 就 推出 el3r - 1。 几 此 及 di 的 最 
小 性 就 推出 -= 0， 即 zi 

在 鲍 5 中 取 a= 11， 我 们 有 - 

2=0°11+2, 32°=0"11+4, 23=0:11+8, 24=1.11+5, 

25=2°11+10,2= 5°11+9, 27=11°11 +7, 9:=29+11+3, 

329=46'I1+6，20=93.1T+1。 
为 此 ， 使 11123 -1 的 最 小 正 整 数 4= 10， 所 有 能 使 11124 一 1 的 正 
整数 4= 10*E，8 = 1;3,…。 由 以 上 计算 世 可 以 看 出 ，24 被 1 除 后 
可 能 取 到 的 苹 小 非 负 余数 是 ，1,2,3,4,5,6,7,8,9,10。 

在 例 5 中 取 a = 15， 则 有 

2=0:151+2, 27=0°15+4, 23=0.154+8, 2=1.15+1, 
因此 ， 使 1512* - 1 的 最 小 正 整 数 4= 4， 所 有 能 合 15124 -1 的 d 
二 人 天 = 1,2,8,*…。 由 以 上 计算 知 ,25 被 15 除 后 可 能 取 到 的 最 小 
非 负 余数 是 ， 1,2,4,8。 

推论 3 是 对 合体 整数 被 一 个 国定 的 正 整 数 a 除 后 所 得 的 最 小 
非 负 余数 的 情况 来 说 的 。 在 例 5 中 已 经 看 到 ,特殊 的 整数 或 特殊 的 
侠 数 列 被 一 个 固定 的 正 整 数 a 除 后 所 得 的 晨 小 非 负 侈 数 会 有 有 更 特 
殊 的 性 质 ， 这 一 点 在 初等 数论 的 论证 中 有 重要 作用 。 例 如 。 

《两 个 拓 + 3 形式 的 数 〔 即 被 4 除 佘 3 的 数 ) 的 溢 积 一 证 是 
伟 + 1 形式 的 数 〈 即 被 4 除 佘 1 的 数 )， 

Qi) x? 被 4 除 后 所 得 的 非 负 最 小 余数 只 可 能 是 0, 1 

20 


iii x? 被 8 除 后 所 得 的 非 负 最 小 余数 只 可 能 是 0,4《 当 x 为 赐 
数 )， 及 1( 当 x 为 奇数 ); 

GY) x 被 3 除 后 所 得 的 非 负 最 小 余数 是 0,1; 

《vy 3 被 日 除 后 所 得 的 非 负 最 小 余数 是 0,1,8。 

请 读者 自己 验证 这 些 结论 。 这 样 ， 对 任意 的 尾数 zy 从 (ii) 
可 推出 + 如 大乱 +3; 从 (iii 推出 : 姑 二 妇 寺 人 +3， 8 二 0， 
3Kk+7; 从 (C7) 推出， X33 了 9K +3，9Kk 二 4，9k 十 5，9Kk 十 6 《请 
读者 自己 验证 )。 

以 下 证 明 的 结论 和 所 举例 子 都 是 对 非 负 最 小 余数 水 说 的 。 对 
绝对 芭 小 余数 ， 以 及 一 般 指 定 的 余数 4 之 |a| +d (Cd 为 指定 的 
球 数 )。 都 可 作 同 样 的 讨论 。 在 应 用 中 泥 洛 地 运用 这 一 点 是 很 重 
要 的 。 


习 题 三 


1， 证 明 8$ 3 定理 2。 设 $3 定理 2 中 的 4 二 0， 那 么 ， 整 数 被 a 


除 后 所 得 的 余数 是 且 人 私 是 dd+1, 呈 ,d+4-1 这 4 个 数 中 的 


一 个 


2， 设 a、0。 证明 : 相 邻 的 4 个 整数 中 有 且 仅 有 一 个 被 整除。 
3. 分 别 写 出 被 ~7,9,32 除 后 的 所 有 地 小 非 负 侠 数 、 景 小 正 
余数 和 绝对 最 小 余数 。 

4. CD) 若 2125， 邮 3214a，2| 上 至少 有 一 个 成 并 。 

Ci 其 71ab， 则 71a， 7 未 少 有 一 个 成 立 、 
Cii) 莫 141e%， 试 间 141a 或 1412 必 有 一 -个 成 ? 


吗 ? 


5. 设 a 0,6;= 4914+3y(1 守 13En)。 证 明 :b.…,ba 以 企 写 方 
式 作 肝 , 减 .以 法 运算 后 被 4 除 后 所 得 的 最 小 非 负 余数 等 于 s,…， 
Sn 以 同样 让 作 如 、 减 、 乘 水 运算 后 被 除 后 所 得 的 最 小 非 负 
余数 . 


6， 上 是 中 的 “最 小 非 负 余数 ? 改 为 “绝对 最 小 余数 > 、“ 最 
小 止 念 数 "、 或 § 3 定理 2 中 的 一 般 余数 后 ， 结 论 仍 成 立 。 


5 
pp 


7. 证 明 : 对 和 在意 整数 ”有 

《iy 6]nen 二 1》C 十 27)3 Ciiy 8|ntn+r Dnt 2) n+ 8s 
Ciiiy 24| nn Dn+2)Cn+3)s 

(Civ) 淮 2+n, 则 81n2 一 1 及 24|nCn? 一 1)s 

Cv) 车 21+7,，3+n， 则 241m?+28; 《wi)6|m? 一 

《Yii) 30| 3 —ny (viiiy 42|m— 

Cix》 证 明 对 任意 整数 n， 当 江 ++ 当 吕 + 5" 是 整数 . 


38。 分别 求 访 江 ,n,n4,n5 被 3,4,8,10 除 后 ， 可 能 取 到 的 最 小 
非 负 余数 、 最 小 正 余数 及 绝对 最 小 余数 

9. 证 明 ，(i 对 任意 的 整数 x,y, 必 有 81x? 一 J 一 23 

(3)》 洛 2 十 xy， 则 Xx? + yn 

Cii》 若 3 十 xy， 则 x? + 了 ?3 

(iv》 若 e2 +5?=c?， 则 G1ab。 

10， 设 < 关 2， 对 任 一 整数 六 记 So,y = {n=Kkatj, kKEZ}。 
证 明 ， 

(I) Si = Sa,js 的 充 要 条 件 是 41it -fo3 

Gi) 当 < 十 六 一 户 时 ， 集 合 Sa,y, 和 S56,j。 不 相交 。 

解释 本 题 的 含意 。 

11. 在 上 题 的 符号 下 ， 求 了 分 蜀 满足 (i》Ssw 门 S50= S15,y5 

CH Son Ss Se ii) Sf Sis=5 

12， 在 第 10 题 的 符号 下 ， 求 * 及 站,…,j 使 得 

Sa Sa DS,e 
一 般 地 ， 设 sa1?，7 为 给 定 整数 ， 求 s 及 六 ,1 使 得 
Se = Sp US, 

解释 本 题 的 含意 。 

13. 证 明 : 《iD 3 + 1 形式 的 奇数 一 定 是 6h + 1 形式 ? 

(二 ) 3K 一 1 形式 的 奇数 必 是 64 一 1 形式 。 

14. 证 明 ， 任 一 形 如 3k -1]，4k 一 1，6k 一 1 形式 的 正 上 整数 必 
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15sje 


有 同样 形式 的 素 内 数 。 

15. 证 明 ，(0i) 形 如 姑 - 1 的 素数 有 无 穷 多 个 

《ii) 形 好 6 一 1 的 素数 有 无 穷 多 个 。 

15。(a) 设 p=ek*zos + 二 C1410+co， 证明; (i) 2|n<> 
2|co; Cii) 5[ng>5icos 《ii 这》 31n<>3| (Cer be CivI9|7n 
< er tte (Cv) 11|r<=>1l| es certo + CI 
"ceo 

C2) 设 m=oke(Cl100) + 过 +cC00)+co。 证 明 : 

CD 11ln<>11|(Ce, + 

CH) 101 [ne—>n[{er — pr t+ (~ 1)*c0), 

《ce) 弯 m=ecr' CIO000NR + foo C1000) + eo 证明: Gi》371n 
>37|Cr te to) Ci) ?Iner>7ICCp 一 cp te tC— 1 
"co0); Ciy 18[n<=>13|(er — epi To + (~ 100), 

C98) 利用 以 上 种 个 结果 提出 入 应 的 整数 被 2,3,5,7,9,11,13， 
37, 或 101 整 除 的 济 别 举 ， 利 用 这 种 窒 次 因数 的 方法 ， 把 1535625， 
1158086, 82798848，810572 5000 表 成 素数 的 乘积 。 


+ Eos 


法 判断 41283 及 第 16 题 中 的 各 数 能 否 被 ?整除 。 

I8， 设 局 >0 是 给 定 和 的 整数，a2。 证 明 ， 

(Ci》 任 一 整数 r，0snm<er 1 ， 必 可 唯一 地 表 为 = raas + 
sp 有 每 一 个 这 样 表 出 的 = 泪 足 


tnatro, 0<rjisSa-1，0< 


1 
GD 普 4a=3， 则 任 一 束 数 ?2, 一 (3*+! 一 1D/2s 
/2， 必 可 只 … 地 表 为 n= 7，*3* + 十 站 "3+ro 


Snel 1) 


一 了 D7/2。 此 下 ， 当 n>0 时 ， 第 一 个 不 为 零 的 7 ， 
一 个 不 为 零 的 r1 = 一 1 

Ciii) 试 录 由 表达 式 n= 
42/2，0:&7 扎 了) 家 出 的 整数 


Civ) 试 求 由 表达 式 半 =rioeat+ 和 +riaeTrof -a/93 人 ry 之 
ay/2，0531 < 加 ) 表 出 的 整数 * 的 范围 

(vy) 妆 a 为 偶数 ， 特 别 是 <= 2 时 ， 比 较 (iii),Civ) 所 表 出 的 整 
数 范 转 的 其 别 ， 

19.， 设 = 关 0。 证 明 ? 及 可 唯一 地 表 为 Ci》 n=2kenrs2 十 届 ; 

(ii) n=38m,3+m, 

20， 讽 K 关 1。 证 明 : (i) 洲 2*<En<2k71, 太 1s50 和 na 基 2*， 
则 95 + as 

Qi》 壤 3* 坟 2n 一 1<35 ,ln,2t- 13*,W 3 + 2-1. 

21. 证 明 :， 当 m>1 时 ，L+17/2+… +1/n 不 是 整数 。 

22， 证 明 : 当 r>1 了 时 ，I+IZ3+I5+…+1AC2n 一 IT) 不 是 些 
数 . 

23， 在 任意 给 定 的 两 个 以 上 的 相 邻 正 整 数 中 必 有 了 唯一 的 一 个 
正 整 数 4=2"" 欣 ,2 + m， 使 得 2" 不 能 整除 其 它 正 整数 。 

24， 设 m,n 是 正 整数 。 证 明 ， 不 管 如 何 选 取 “+”、“ 一 ” 导 ， 
土 1/ 岗 土 ]/Cm+ 和 二 十]/(m+9) 一 定 不 是 整数 。 

25， 谈 #2>1。 证 明 : n 可 表 为 两 个 或 两 个 以 上 的 相 邻 正 整数 
之 和 的 充 叙 条 件 足 7 天 2*。 

26、 设 m>n 是 正 整 数 , 证 明 ;2* 一 112" 一 1 的 充 芯 条件 是 | 二 
以 人 征 一 正 整 数 e 盖 2 代 赴 2 结论 仍然 成 立 玛 ? 

27， 设 as, 是正 整 数 ，?!>>2。 证 明 : 2 一 12"+1。 

28， 设 ae 关 2， 贮 2， 满足 sr+mg= 1， 凌 中 x,y 为 某 两 个 整 
数 。 证 明 ， 

GD 一 定 存 在 正 整数 4 所 4 ~ 1 使 得 a| md -1 

(ii 设 是 满 是 0G) 的 节 小 正 整数 4d。 那么 ，o|m* -1ChEN)》 
的 充 要 条 件 是 do1A。 

29， 求 (i) 7124 - 1 的 最 小 正 鉴 数 4 《ii) 341134 -1 的 最 小 正 
驶 数 4 《iii) 25 被 ? 除 后 所 可 能 到 到 的 最 小 非 负 余数 ， 绝 对 最 小 
余数 : Ciy) 3“ 被 11 除 后 所 可 能 取 到 的 最 小 韭 负 余数 ， 绝 对 晤 小 
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余数 . 

30. 证明， 对 任意 正 整 数 4， 

(i) 1313°,32+1,3:+t2, 34+3,85—1,34+5,34+ 6 

Cii) 131+40,142 £2,40 5,144+6, 

31. 证 明 ， 不 存在 整数 K 使 得 : (i) x?+2y?= 8k+5,8k +7s 

【ii x ~ 2 = 8 +3,8r+5 Cii) x*+ yr22= 8E+7s 

Civ XI + YS + 2 = ktd; Cv) x + 2y? + A493 = Qs. 

32， 设 奇数 se 二 2，al3d4 -1 的 景 小 正 整 数 4= 由 。 证 明 : 2: 被 
a 除 后 ， 所 可 能 取 到 的 不 同 的 最 小 非 负 余数 厢 个 。 


34 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍数 


定义 1 设 41,as 是 两 个 整数 , 如果 dlal 且 dlas:， 那么 ，d 
就 称 为 是 4 和 和 as 的 公约 数 .一 般 地 , 设 styas :at 是 天 个 束 数 。 
如 果 a,d|as， 那 么 ，4 就 称 为 是 ayar 的 公约 数 。 

例如 :a:= 12,4z = 18。 它 们 的 公约 数 是 土 1, +2, +3, 土 6。 a 
=6.4: =10,43= 一 15。 它 们 的 公约 数 是 十 1]。#n 和 + 了 的 公约 数 
是 十 1。 当 aas 中 有 一 个 不 为 零 时 ， 它 们 的 公约 数 的 个 数 有 
限 。 罗 此， 可 3 引进; 

定义 2 设 abas 丰 两 个 不 全 为 念 的 整数 。 我 们 把 el; 和 aa 的 
公约 数 中 的 最 大 的 称 为 a 和 es 的 最 大 公约 数 ， 记 作 (aas)。 一 
艇 地 ， 设 az，et 是 个 不 倪 为 零 的 整数 。 我 们 把 st yas 的 
数 中 的 最 天 的 称 为 aa 的 最 大 公约 数 , 记 作 Ca， a4》。 
我 们 用 名 Ge sa 表 aar 的 所 有 公约 数组 成 的 集合 。 这 样 
骂人 且 


公 


《alyaa] = max(ds dE YW(a1,42)), 1) 
(ar 一 maxftd: dE Da sa), C2} 
前 面 所 举 的 例子 表明 : 多 (12,18) ={ 二 1, +2, +3, 二 6); 
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《12,18) = 6 与 (8,i0, 一 15) ={+1},66,10, 一 157 = 工 (nn+1) 
= 1。 由 定义 立即 推出 以 下 性 质 : 
定理 1 G) 《aaa) = (aaya) = 《一 41,42)s 一 般 地 ， 


《Galyazi sas A) = (a4 0 2) 


= -A028) 
G3》 车 qlay,7=2,"…,k, 则 
(alyaz)》 一 (aliGay 502) = a1|s 
Gii》 对 任 意 的 整数 zy Cal,42) = 《a1,42,01%)s 
AE) = ary AL) 


Xs T1900) = A102 + XY, 


Giv) 对 插 
C02 ds AE) 一 (QQ 十 QIXoQay GD3 


GY) 和 若 P 丰 束 数 ， 则 


np, Pla, 


co,a0 ={ 
>” 1， Pita 


一 般 地 
P， Plas, f=1,2,°,k, 


Cosa a ={ 1 基尼 


证 根据 公约 数 的 定义 及 整除 性 质 推 出 : 
人 (aa = Ba) = Ba,0), 
Ba A) = BA Nadx), XEZ, 
多 (alyast) = Bt ax, XET, 
册 此 及 自 大 公约 数 的 定义 就 分 别 证 明 耻 ,GiD,， Gv) 当 k=2 了 时 
成 立 ,，K 盖 2 的 情形 同样 主 明 。(0ii) 由 31 定理 1 的 CY) 推出 ，(CvY》 
数 的 定 关 及 (让) 推出 。 
下 面 举例 说 明 ， 知 何 上 用 定理 1 米 求 最 大 公约 数 。 
例 1 《iD 对 任意 的 整数 nn 有 
21nd4, ldn+3=(C7n+1,14n+3 = (7n+1,1=1,。 
Gi》 对 和 企 意 整数 ?# 有 
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rnt Dn 1 I 
? ? 1 2, atn, 
Gii) 《30,45,84) = (30,15,84) = (0,15,84) 
= (15,84) = (15, ~—6) = (3, 一 6) = 3。 
Kiv) 对 任意 整数 nn 有， 
231,n -2)= (nr-1-2n 2),n— 2 = (3,n- 2) 
= (3,n -8-3 DD = (3,2n -1) 


{>™ n= 3kr2, 
1， T= 3 或 35 +1。 


CY) 设 am 是 正 整数 ，m>nm。 由 a + Ilas ”一 1 知 ， 


Kas” tI am I= (az 1+2,0"+1) 


=《2,a2 "十 1 
=-{ 1, 2|a, 
2， 2+a.。 


例 2 设 4 是 奇数 。 证 明 ， 必 有 正 整 数 4 信 (22 -3,a) =1。 
证 由 83 例 5(D 知 ， 必 有 使 el24 一 1。 固 而 有 有 
(24 -3,0) = (24 -1-2,4) = (~-2,4)=1. 
一 组 数 的 最 大 公约 数 等 于 1 是 刻画 这 组 数 之 问 关系 的 -一 个 重 
要 性 质 ， 为 此 引进 
定义 5 车 (alas) = 1， 则 称 4a: 和 4; 是 斌 约 的 ， 世 称 ci 和 ar 
大 互 素 的 . 一般 地 ， 若 《41,…,43) = 1， 则 称 al,… ax 是 饮 约 的 ， 
也 称 ai,…ax* 是 互 素 的 。 
例如 2 和 2nr+1 既 约 ， 对 任 惟 的 n,2I2+d4 和 IL4n+3 奔 约 ) 
6,10, 一 15 是 既 约 和 的， 但 它们 中 任意 两 个 数 不 既 约 , 因 为 (6,10) = 
2,《10, -15) =5,( 一 15,6) =3。 下 面 的 定理 对 判断 一 组 数 是 否 既 
约 是 有 用 的 。 
定理 2 如 果 存 在 整数 x1,…,xs， 使 得 
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QIX1 + se +t aX = 1» {3» 
则 25，…,ax 是 既 约 的 。 
证 内 为 ae 的 任 一 公约 数 4 一 定 要 整除 1， 所 以 ， 
必 有 d= 土 1。 这 就 证 明了 所 要 的 结论 、 
以 后 竹 证 明 条 件 (3) 也 是 a1,…,a4 琶 约 的 必要 条 件 。 利用 定 
理 2 也 可 证 例 10 让 的 结论 ， 亲 为 
3 (14n +3)+(—-2)(21n+4)=1,。 
让 定义 还 可 排出 最 天 公约 数 以 下 的 性 质 . 
定理 3” 设 正 整数 ma ea 我们 有 
mla /fms As/m) = a1) (4) 
特别 地 有 


0) 
(ri); "ar a) 二 £5) 


证 记 了 D=(Caewa2)。 由 wD DPlayQijR) 知 mlay 

Q 近 jEY， 轩 而 有 
Dm las/m), 了 = Ts 
邯 厂 /mm 是 apm as/ 的 公 约 数 ， 卫 是 正 的 ， 所 以 由 定义 知 
厂 /mm 扫 Gay yasjra 。 《6) 
别 … 方 面 ， 车 了 (Cajyoi ,1 所 j 过 Kk， 则 md1ey,i1=1,"…, 上 ,由 定义 
知 
md<D, BT dD/m. 

取 4= aftH, 吕 ,05/m)， 由 此 及 式 (6) 芭 得 式 《4)。 在 式 (4) 中 取 
如 = 《qa1,",02) 即 得 式 C5)。 

以 后 将 证 明 : 以 条 件 m1a; (1 专 7 志 K) 代 兰 条 件 mi (a1s*……* ,421》 
时 ， 式 64) 仍然 成 立 。 

定义 4 和 授 aiyas 是 两 个 均 不 等 于 零 的 整数 .如果 4:1 昌 oail， 
如 称 ! 是 4a 和 as 的 公司 数 . 一 般 地 ， 设 aas 是 天 个 均 不 等 
于 零 的 事 数 。 如果 el …:asl， 则 称 上 是 sh…yae 的 公信 数 。 
此 外 ， 以 2 (aya6 记 ayar 的 所 有 公 倍 数组 成 的 集合 . 
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例如 : & =2,42=3， 由 §3 例 2Q 知 ， 它 们 的 公信 和 歼 集 合 
C23) = {0, G6, 二 12, ,二 6k, er} 

调 最 小 自然 数 原 理 知 ， 可 引进 以 下 的 概念 ， 

定义 5 设 整 数 eas 均 不 为 零 。 我 们 把 el 和 as 的 正 的 公 倍 
数 中 的 最 小 的 称 为 es 和 a 的 最 小 公 般 数 ， 记 作 [al,4:j， 即 

[e601 = min(tlil€ Za.03), {>0}. (7) 

一 般 乳 ， 庶 整数 41,… ,ak 均 不 等 于 零 。 我 们 把 a1,…,ax 的 正 的 
公信 和 数 中 的 最 小 的 称 为 a1,…,ax 的 最 小 公 代 数 , 记 作 [a),… ,4x 了 
BE 


La Ard = minttiE (ely ag) 0}. (8) 
例如 : [2,3] =6。 由 定义 立即 推 得 
定理 4 《iD [aasJ=[asai 了 = -aas] 一 般 地 有 
[evaay sa) = ass Aa ds re GR] 
=[ aa dry es ak] 
《ii 车 az[a 则 [CasasI= 1]als 营 ayla (27sk)， 则 
[ayar]= lals 


Ciii) 对 任意 的 4|a， 


Casasl= [aaasd3 Ease,ari= Td arp, 4d 
证 明 留 给 读者 。 
定理 5 设 可 >.0。 我们 有 

[maly ee Ma = | Gy eos TR (9) 


证 设 L=fmayew map,L = [a ar 有 ma 
7 汉 有 推出 aj1L/mCl >， 进 而 由 最 小 公 倍 数 定 义 知 节 
77m。 另 一 方面 ， 由 ai | 了 1sTE) 推出 1may | mL' (17K)， 
进击 由 最 小 公 倍 数 定 义 推 出 工 去 m 工 。 这 就 证 明子 下 (9)。 


习 题 四 (5 
1. 求 以 下 数 组 的 全 体 公约 数 ， 并 由 此 求 负 它们 的 节 天 公约 
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《iD 72, 一 60! Cii) -120,28; (iii) 168, — 180, 495. 

2.， 给 出 四 个 整 数 ， 它 们 的 最 大 公约 数 是 让， 但 任何 三 个 数 
都 不 茎 约 。 

3. 证明 ;Gi》(a,b,e》 志 (a,5)，Fa,5,c] 守 [a, bj] 

Cii) 若 615， 则 [a,eJ<[b,cJ]，Ca,c) 才 Cb,0); 

Ciiy Ca, Da4b,e— bs 

Civ》 (Ca, DD)(ax tby，au+bo),x,y,U,v 是 什 塌 整数 。 

4. 洲 (a, 刀 =1Lcja+a， 则 (ea) =《2,5)》 = 

5。 设 7 宇 1。 证 明 : (1+l Cr+lD1I+lD=1。 

6. 求 最 大 公约 数 

(Ci 《25 十 1，2 一 1)5 《这 ) (2n,2(n+1))s 

《iiy Ckn, kent+2))s iv) Cn 1, n+tn+ I}. 

?7。 设 4,48 是 正 整 数 。 证 明 ， 洪 [a,8]= (a,b)、 调 4&4=b。 

8. 证 明 : 洲 (a,4) = (b,4)=2， 则 (4 5,D 一 二 

9, 设 整数 as2c:d 满 足 ad- 红 = 十 1 证明， 车 #=am+ 
bn, v=em+dn, Mn,n) = CH,v), 

10. 设 as, 是 正 整 数 ， 且 有 整数 *,y 使 得 ax+by=1。 证 明 ， 

《iD La,bi=ab; (iiy Cac,b) = Ce,b), 

11. 车 2+b， 则 (2*4,5) = Ca,b)。 

12， 设 9,! 是 给 定 的 正 整数 。 证 明 : 

Gi》 存 在 整数 x,y 使 得 (x,y) =9，[x,y] =i 的 充 要 条 件 是 


《ii) 存在 正 整数 *,y 使 得 (x,y) = 9,xy=1 的 充 要 条 件 是 


13. 求 满足 (a,8》 = 10，[a,b]=100 的 全 部 正 整 数组 4,b。 
14. 求 满足 [abc]= 10 的 全 部 正 整 数组 4,5,c。 
I5. 求 满足 (e:b,c) = 10，[a,8,c]=100 的 全 部 正 整 数组 4， 


16. 求 以 下 数组 的 最 小 公 售 数 ; (i)198,252; Gi) 482, 1687。 
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17.、 设 e 赴 正 整 数 。 那 么 ，a 3e,… 中 第 一 个 被 整除 
的 数 就 是 La, 刀 。 九 何 把 这 方 闪 推广 来 求 La ak]? 

18. 没 4 六 1- 以 由 (0m) 记 正 整数 1,2,"…,7 中 与 # 既 约 的 数 的 
个 数 。 证 应 ， 

2) B= $2 = 13 

Giy 当 n3 时 ,2|$Cn); 

iiiy 当 P=P 为 素数 时 ， 由 Cp) =p 一 1。 


以 下 加 诗 明 的 关于 最 大 公约 数 、 最 小 公 倍 数 的 性 质 都 要 用 到 
贷 余 数 除 起 (8 34 
定理 8 


“ 茶 件 是 La at2le。 
设 工 = [at ak。 由 


c=4L+r, Or 


由 此 上 太 ej je 挫 示 orG 所 1) 宝生， 所 以 上 是 公 傍 数 。 进而 ， 用 最 
小 全 倍数 的 定义 及 0 和 过 r 到 工 就 扒 贡 rr=0， 即 工 [IC， 这 就 还 明了 了 
必要 性 。 结论 表 明 ， 公 倍数 一 定 是 最 小 公 价 数 的 供 数 ， 

定理 7 设 DD 是 正 吾 数 。 邢 么 ，D= (aab) 的 充 要 条 件 
是 : 《i) Dlajy (leIssk)，Gi) 若 dei (7 Sk)， 则 41D。 

证 充分 性 由 (i) 知 D 是 4j (ls ) 的 公约 数 ， 册 (ii) 、 
§ 2 定理 1(Y)、 及 D 守 1 知 ,ag1LsT 扫 的 任 一 公约 数 了 有 1d4| 所 
卫 ，。 圭 机 由 定义 知 品 是 at ,ax 的 最 大 公约 数 。 站 

必要 性 设 和 , 品 ,dd 是 Qa 的 全 体 公 约 数 ,= [4 ww， 
4:-。 几 定 织 6 知 Li4y (ljSk)， 因 此 ， 工 满足 条件 Gi) 和 (ii 
《 取 万 = .因而 ,上 起 上面 证 明 的 充分 性 知 二 = (al ak) = 局。 这 
就 证 明了 必要 性 。 结论 表 明 :， 公约 数 一 定 是 最 大 公约 数 的 的 数 。 

定理 8 ” 设 挛 >0， 我 们 有 
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mBis ers bi) 一 《yy mb) (10) 

证 在 定理 3 中 取 4;=mbjy(1 志 i 所 扩 ， 由 定理 7 就 推出 
| (al sak。 因 些 式 (14 成立， 即 式 (10 成 立 。 证 毕 。 

定理 9 《〈i) 《aryasayea res de) = (C1 42), 03, dk) 

Gi} (ab os aprr) = Ca1s 0 Ge), Cpr apr) DD , 

证 我 们 来 证 ()。 若 dlay(l 志 7 和 Rk)， 则 由 定理 ?Ck = 3 全。 
(claz) dja; (3 人 1KR)s 有 反 过 来 , 车 4 (41,42), 41ay (37SR)， 
划 由 定义 知 ，41a;《1 志 ?<k)。 这 就 是 证 明了 

Ba day dp) = BG 42), ss" , A) , 
所 以 全 成 立 。 由 个 即 推出 5Giiy 详细 证 明 留 给 读者 。 

定理 9 表明 :多 个 数 的 虹 大 公约 数 ， 可 以 由 求 两 个 数 的 最 大 
公约 数 米 逐步 求生 。 定 理 8 表明 : 求 一 组 数 的 最 大 公约 数 时 可 以 
通过 提出 这 组 数 的 公约 数 的 方法 来 逐步 求 出 。 这 正 是 我 们 所 熟知 
的 求 最 大 公约 数 的 方 沾 ， 这 里 给 出 了 严格 的 证 明 。 例 如 ; 

C12,18) = 2. (6,9) =2.3"(2,3) =6*(2,3—2)=6.(2,1) =6, 
这 里 还 用 到 了 定理 1 。 再 例如 ， 
“6, 10, — 15) = (06,10), 15), 
(6,10) = 2° C3,5) =2°C3,5—-2.3) =2°03, ~ 1) =2, 
(2,15) = (2,15 一 2.7) = (2, =1, 
由 以 上 三 式 得 (6,10, 一 15)=1。 

由 定理 8 和 9 容易 证 骨 ( 贸 给 读者 ): 

(aiyas) Chis ba) = Carbis absy ub , 42ba) 
:以 及 一 艇 地 
Cop Ab ba) = Cb ee bss sarbis es arbs), 

定理 10 设 lm,a》 =1， 则 有 (Cm,ab》 = (m,5)。 

证 w=0 时 4= 土 1， 结 论 显 然 成 立 。h 到 0 有时， 由 定理 1 >， 
定理 8 和 定理 8 可 得 


中 我 们 约定 (9) = 19j 
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Cm, 06) = Cm, bem, a)) = (Cm, Cmb, ab)) 
= Crm, mb, ab) 
= (m, ab)., 


这 就 证 明了 所 要 的 结论 ， 

定理 11 设 (m%,a) =1。 那么 若 mla58， 则 m1b。 

证 ” 册 定 理 1 及 定理 10 得 [ml = (mh,25) = nm 六， 这 就 排出 
但 | 

定理 10 和 定理 11 是 经 常用 到 的 。 例 如 ， 当 严 是 奇数 时 ， 由 定 
理 10 推 出 (rr2xp) = 的， 测 由 定理 11 推 出 :车 中 [2x0) 则 m1b。 

定理 11 党 用 形式 是 ， 洲 Cray m2) = 1,m n,maln， mmfn。 
这 因为 由 mi[# 知 1=mny， 由 由 利用 条 伯 Cmesm) = 1 从 定 球 11 
锥 出 mms|m， 因 而 mptzln。 一 般 地 可 证 明 以 下 结论 ( 留 给 读者 ?: 
著 mib ya 两 两 婚约 ， 及 my |n(iSR)， 则 加 mx fn 

定理 12 [aites](aiycez)》 = |aaas|。 

证 人 先 假 定 (44,42) = 1， 设 了 = [eaz], 由 定理 6 知 工 [aiaz。 
另 一 方面 ， 由 ai[ 工 知 工 =az。 进而 由 azj 工 =a 及 《ao 
aD = 1， 由 定理 11 知 az| 工 *。 所 以 |aiaz] | 工 . 这样 ， 由 $2 定理 1 
(r) 知 工 = |a1az|]， 所 以 结论 成 立 。 当 (a1,42) 隆 1 时 。 由 式 (5) 知 
《ar/《ary42), 4a/(q1,42)》=1， 所 以 由 已 证 结论 知 


f a a 


| - 
1(alyas] ” (alyas7 


由 此 及 定理 5(k=2, 抽 = (41,42)) 即 得 所 族 结 论 。 
定 地 12 剂 画 了 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数 之 间 的 关系 。 我 们 可 
以 通过 求 出 最 大 公约 数 来 求 得 最 小 公 倍 数 。 
以 芋 我 们 建立 了 最 大 公约 数 与 最 小 公 倍 数理 论 ， 这 些 结 论 都 
是 直接 从 定义 出 发 来 证 曙 的 。 这 种 论证 的 方法 与 技巧 在 整除 理论 
中 是 十 分 上 基本 和 重要 的 。 
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下 面 来 举 几 个 例子 。 
俩 3 设 p 是 素数 ， 汪 明 ， 
CD pl(? 1sesp- 1 这 里 (?) 表 组 合 数 ， 
《ii) 对 任意 正 整数 “pa 一 03 
Ciii) 车 (a,P)=1,， 则 Pla? 一 工 
证 已 知 组 合 数 
PY __Pp! 
(? )- 六 (p 一 万 ! 
是 整数 ， 即 广 (p~ 让 11P1。 由 于 Pp 是 竣 数 ， 所 以 ， 对 任意 11 过 
7 一 1 有 (Pp, 门 = 1， 玖 此 由 定理 10 知 
(PTICP 一 1712= 1， 
进而 由 定理 和 推出 : 当 1i 和 7-1 时 六- 让 11(7-1D1,， 这 
就 证 明了 (CD ,用 归纳 法 来 让 Ci) 。< = 1 时 显然 成 立 。 假设 a= nn 时 
成 立 。 当 a=m+L 时， 由 GD 知 


nr Dr cnr) = nr a te (2 1) 


+1i—Cn+i+1y 


=n? n+p:A, 


-整数 。 由 此 及 假设 知 结论 对 a=n+1 也 成 立 。 这 就 证 
明了 (Ci)， 应 用 定理 11L， 由 CG 认 即 推出 Ciii)。 
例 4 证 明 : (iD Cayuv)= Ca, Ca, M0)s 
《ii (Cau | a, ua v0), 
证 由 定理 1(i), Gii)， 定 理 9 及 定理 8 则 得 
(a, uw) = (a ur A) = C4, Cu0, GD 7) 
= (4, (Ca, Hr), 


放 定 理 了 及 定理 8 得 
Ca, (as) | Ca Ha, Ca HV) = (a, 0) 0, 0), 
由 此 及 人 D 即 得 (ii)。 显 网 ， 人 是 定理 10 的 撞 广 ， 
34 


例 5 谈 k 是 正 整 数 。 车 一 个 有 理 数 的 Ek 次 方 是 整数 ， 那 么 ， 
这 个 有 理 数 一 定 是 台数。 

证 不 妨 设 这 个 有 理 数 是 b/a,a 守 1,(4,5)=1。 车 (b/a)*=o 
是 整数 ， 则 ca* = Br， 所 以 a1bk。 由 于 Ca,8) = 1， 所 以 由 定理 11 
知 alb， 因 而 1= (4,b) =a。 这 就 证 明了 所 要 的 结果 。 

例 6 设 k 是 正 整 数 . 证明 ， 

《Ci (Car, by = (a, 0, 

《ii) 设 a,b 是 正 整 数 。 车 (a,b) =1, ab=cet, 则 a= (ac)ey 
b= Ch, er, 

证 由 定理 8 得 


coop (ttn) ): 
而 由 定理 3 知 


a b 
(a ’ ta) =1, 
由 上 式 及 定理 10 得 


a AN b Mr 
(5) ’ (e055) )-+. 
由 这 及 第 一 式 谨 推出 Gi》。 下 面 证 (ii)。 由 定理 10 及 (a,5)=1 知 
《ax lz) = 1。 因 而 由 定理 8 知 ， 
a=a(larl, b= Cat,aby = (Aa, or) = Ca, ek, 


最 后 一 步 用 到 了 (i)。 类 伺 证 b= (be)*。 请 读者 解释 (i 的 意义 - 

倒 7 设 e 关 2,(a 妇 =T。 证明， 

GD 在 在 正 整 数 4<a -1， 使 得 albd 一 1 

(i) 设 4 是 满足 (i) 的 最 小 正 整数 4。 那么 ，a1b* 1031T 
的 充 要 条 件 是 do1h。 

证 由 4 之 2,(4,8)=1 知 afb， 由 此 及 (4,5)=1， 从 定理 1 
推出 2+ 中 ,7 之 1。 进而 ， 由 $ 3 定理 1 知 


bf=9farrjy 0<rj;<a, 
这 样 ，a 个 会 数 nor rs- 仅 可 能 取 a- 个 值 ， 其 中 必 有 两 
个 相等 ， 设 为 rt,rr， 不妨 设 ik<4， 因 而 有 
a(qa 一 9 和 一 一 二 PC 一 1 
电 此 及 定理 11 推 出 al 好 -1 取 d=5-: 即 证 明了 (iD。 (站 ?前 
证 明和 8 3 例 5 的 证 明 完 全 相同 ， 只 要 把 那 时 的 2 换 为 6。 


习 题 四 (I) 


1. 设 P 是 素数 , (a,p5)=p,(b,p3) =p?。 求 (ab,p4), (a +， 
p*) 。 

2. 设 p 是 素数 ，(a, 忆 =p。 求 (as,b)，(aavb， Ca*,b3) 所 可 
能 取 的 值 . 

3. 兰 断 以 下 因 论 是 否 成 立 , 对 的 给 出 证 明 ， 错 的 举 出 反例 。 

(Ci 洲 (e,5) = (4a,c)， 则 [a,bj= Fayc3 

Cii) 车 Ca8)= (Cayce)， 出 (a,b,c) = (a,D)。 

Ciiiy 车 dlae，ziaz+o， 则 <15。 

Civ) 车 atl 所 ， 则 a15。 

(Cv) 车 吧 | 如 ， 则 cb。 

Cvi) 车 中 | 如 ， 则 44b。 

Cvii) ab |[a?, b:], 

Cviii) Cas,eb,b:] = Ca,b], 

fix)》 Ca?,ab,b?) = (a,b?), 

Kx) Cob,e) = (Ca,b), Ca, ce)), 

《xi) 车 dla2+1， 则 diat+1。 

Cxii》 著 dla: I, 则 za 一 1 

4. 证 明 久 3, 3,v15 都 不 是 有 有 理 数 . 

5. ti) 设 整 系数 多 项 式 PG) =x?+Tan-1X? Ti+ ot+aop 
0。 若 P(X 有 有 理 根 0, 则 xo 必 是 整数 ， 睛 x41ao， 

(i) 证 骨 :， x5+3x*+2x+1 设 有 有 理 根 。 
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6. 设 9=rm， r 是 有 理 数 ， 证 明 :， 除 了 cosg =0, 1/2, 士 上 
外 ，cos9 一 定 是 无 理 数 ， 即 除 本 8= Kryfrtr/3，Hm + /2 外， 
5036 一 定 是 无 理 数 ,下 为 任意 整数 (提示 ， 对 任 给 正 整 数 上 ， 必 
有 首 项 系数 为 工 的 整 东 数 多 项 式 fa(<)， 使 2cosna = fn (2cosa)， 
a 为 任意 实数 ) 。 

?7， 设 是 下 整数 ,njab,， n+a,ntb。 再 设 a=d(a,ab/n)。 
证 明 ，4in,1<d<n。 解 释 这 题 的 意义 。 

8， 设 ta,b) = 1。 征明 ; 

《iD Cd,ab) = (d,a)(d,b)s 

(i) < 是 qz 的 主 除 数 的 充 要 条 件 是 4 可 表 为 由 ds， 这 里 鼎 
是 2 的 正 除数 ，ds 在 的 正 除 数 ， 且 这 种 志 法 唯一。 

9. 证 明 ， 

Lada days and = [La Gal, as **, an] 
=[[lears oe,arl, ars ,nd]], 

10. 设 4,b,c 赴 正 整数 证明: 

(ip fa, beab, be,ca) =abe, 

GD [Le,b,6J=abe 的 充 要 条 全 起 (a,8) = (be) = (osey =1。 

J1。 证明: (af Ca,c) ,B/Cb,a),ef 0,0 = 1. 

12， 证明; (Ca,b,e)(ab,be, ea) = Ca,b) Ch, ec) (ec,a), 

13. 还 明 ， (a,[5,cJ]》=[(a,b), Ca,c)]. 

14. 证 明 : [a, (pc) 了 =([a-bfayc])。 

15. 证 明 : (ip (Le,bj,[b,el,Le,cl) = (a,b), tb, 0), (0,a)], 

Cii) {ab b,c ee, a)Ta, b,cT =La,b Itb, ele,ajca,b, cy: 

16. 证 明 : 

《i) 车 (13,ab) =1， 则 138|acz -2 

Ci) F791,ab) =1, 则 91le'? bs. 

CiiD 对 征 意 的 nn 有 27301n'3 一 mo。 

17， 设 P,Pr 是 甘 个 两 两 六 同 的 素数 。 再 设 4, 是 其 中 任 
意 取 定 的 了 个 素数 的 乘积 。 证明 ， 住 一 pi (lss 都 不 能 整除 


示 


nt 


37 


apa4r+4r。 由 此 推出 素数 有 无 穷 客 个 。 

18. 设 p 是 素数，pf+ ea。 证明， 对 任 给 的 正 整 数 志 有 

Ci) 由 (pz = (一 17P 的 (0) 由 34 习 题 四 ( 工 ) 第 19 题 给 出 

(i) pR|attp%y 一 1。 

19. 设 pt …，,pr 是 两 两 不 同 的 骨 数 ，m= PPpEryki(l<S 
7&7) 是 正 整 数 ， 以 及 XCm) = [四 Cp4) ,CPE7)J= [pk 7p 
了 D，…prxr ipr 一 1)]( 见 上 题 )， 汪 明 ， 当 (ay)=1 时 ， 有 有 mm! 
ax 一 1。 这 给 出 了 3 4 例 7GD 的 另 一 证 明 ， 也 证 明了 $ 3 习题 三 
第 28 题 当 (a,m) = 工时 结论 就 成 立 。 

20. 设 21+a,ko 渤 3。 证明; 2*o1a?*%"? 一 ]。 进而 推出 车 
phepkr ,Dn Pr 是 两 两 不 同 的 奇 素数 ,Ko 之 3, Ky 之 1C1 
jE ， 及 (4a,m) = 1， 则 有 闫 |jazle 一 1， 这 里 


Mm = [Tbe2r), Bent), ,ner) | 


=[2*9 ”pri Cp m1 per (pr 一 1)]。 

21， 设 m 二 1， 证 明 : w+2" 一 1。 

22. 设 /xD) =anxn dtao 9(Cz)=bpnxzn++ 加 是 整 系数 
和 多项式，hCX) = (XY9(xX) = cmrnxmrna+weter 证明: 

an omy Bo) = (omyny Co, 

23、 设 4,5,m 是 下 整数 ，(a,b) = 1。 证明: 在 算术 数列 a+ 
KK =0,1,2,*…) 中 ， 必 有 无 穷 多 个 数 和 以 既 约 。 

24. 设 o>p>0,n 六 [3 证 的 ; 6? 一 bgt 

25. 设 4>>b 守 1,n 汪 1。 证 明 : 

[@ CD A CE = (KGD)m 13 一 放 )。 

28. (iD 车 =l2 一 2 一定 是 素数 吗 ? 考虑 r=341。 具 有 这 
种 性 质 的 数 称 为 伪 案 数 ， 

《ia 若 中 2 ~2， 则 mm|2*-2， 这 里 加 =2"7 一 13 

iii 设 m= 161038， 验 证 2" 一 2。 

27. (iD 一 个 合 数 1 称 为 是 绝对 伪 素 数 ， 如 果 对 竺 意 整数 4 
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必 有 mla 一 4a。 证 明 ，561 是 绝对 伪 素 数 ， 但 341 不 是 。 

(3 设 问 关 1。 营 o =6m+1，q=I2m+1，9s= 188+ 涤 
为 崇 数 ， 则 n= 919sga 是 绝对 乌 素 数 。 举 出 用 个 这 样 的 王 。 

28. 证 归 : 存在 无 个 nn 使 |2*+]。 

29. 证 明 ， Ci) 车 nl2*+2，n-1l2*+1， 则 m|2”+2， 
葬 ~-112"+1， 这 用 识 = 2"42; 

(站)》 存在 无 穷 多 个 ”使 站 2"+2。 

30. 证 明 ， 存在 无 穷 多 个 合 数 n+， 使 对 任意 整数 a 有 


nlar-!1—a, 


对 于 最 天 公约 数 我 们 至 今 还 没有 给 出 一 个 明确 的 表示 形式 。 
下 而 来 讨论 这 一 点 - 

定 环 15 设 ear 是 不 全 为 零 的 整数 。 我 们 有 

Ci 
Kalseey4k) =minfs=axy te +TGhxkasxzy 和 全 (TS ,s >0}, 


即 aax 的 最 大 公约 数 等 于 aas 的 所 有 整 系数 线性 级 合 
组 成 的 汝 合 S 中 的 最 小 正 整 数 。 
Ci) 一 定 存 在 一 纽 整数 ,oro ,Xk.0 全 各 
Ca OY = Ga + ARNE oe 《11》 
证 岂 于 0<af t+ 仍 ES， 所 以 集会 S 中 有 始 数 ， 由 
最 小 白 然 数 原 理 知 S 中 必 有 景 小 正 整 数 ， 设 为 ss。 显 见 ， 对 任 一 
ZLSFSR 几 有 了 引 so， 所 以 121 近 s%。 男 一 方面 ， 对 任 
* 获 除 法 知 
= 930 十 了 O07) Tsoe 
显 见 "; ES。 车 7 守 0， 则 和 so 的 最 小 性 了 矛盾， 所 以 。rj =0， 即 
Sn1 93 《17SEKR)。 所 以 ，50 是 最 大 公约 数 。so 当 然 是 式 (41) 右 
边 的 形式 。 证 毕 。 
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最 大 公约 数 能 表 为 式 〈li) 的 形式 这 一 结论 是 十 分 重要 的 
《虽然 这 里 只 是 说 xuer szre 存在 并 设 有 指出 和 如何 求 zoom 
xpwo 而 且 显 然 不 是 唯一 的 >， 因 为 这 使 得 我 们 在 论证 它们 的 性 
质 的 过 程 中 有 了 一 个 便于 推导 的 弄 示 式 ， 调 用 不 着 总 是 从 定义 出 
发 ， 需 要 较 高 的 技巧 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 下 面 我 们 利用 定理 13 来 
重新 给 出 定理 7 一 定理 11 的 证 明 多 ， 

定理 7 的 证 明 ” 淡 见 ， 只 要 证 必要 性 ，(i》 自 定 义 知 成 立 ， 
而 (ii) 由 表示 式 《11)》 直接 看 出 《事实 上 ， 在 定理 13 的 证 明 中 ， 
是 先 指 出 so 满足 条 件 人 iD 和 (ii) 》。 

定理 8 的 证 明 由 定理 13 知 ， 可 设 

(及 》 二 by to +t bY 
Cmbi sr s mb) = CMbIXY + oe + Cmbi) rks 
这 样 ， 和 根据 这 两 式 ， 册 mb bo) [mbyC1 志 jk) 推 出 
tm De sy | Crnby sre sm ) sy 

由 Cmbise mb mbj (C17<k)， 推 出 

CmBbis er smbed | Cmb Yi te + Cmbr) yk = mb bE) 
由 以 上 两 式 就 证 明了 所 要 结论 。 

定理 9 的 证 明 ”上 先 证 (iD 。 由 定理 13 知 ， 可 设 


Di= ay sk) = Xx + or + QfXRs 


D2s= 91102) 一 QI 十 Q2gzy 

Ds= ((@1302) 489° TY) = (a1 92) Fa 十 Q3Za 十 + dpZie 
由 Dsl (atyaa ,Dslay (3 去 js 有 知 Dala (liSER) ,所 以 Dal Di. 
注意 到 

Da= (yza) +t aa( yax2) + Gam3 十 + GTies 

及 Dray (1<<i<<K)， 就 推出 D:Ds。 所 以 D: = Ds。 同 样 的 方法 可 
证 Gi)， 具 体 推导 留 给 读者 ， 

定理 10 的 证 明 ”由 定理 13 知 ， 可 设 


钱 原 米 的 证 明 是 在 定 媒 65 的 基础 上 ， 人 先 证 明定 慌 了 7， 然后 全 此 证 明 各 定理 ， 而 
定理 6 是 关于 最 小 公信 数 的 性 质 、 这 里 将 得 出 的 还 明和 到 小 公 佑 数 的 狂 念 无 关 。 
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Cnisby = mx + bray 
Cm,ab) = my + Cab) ys, 
由 (m8)|m,Cm,b)15 及 第 二 式 就 推 吊 Cm,b) 1(m,45). 由 条 件 知 ， 
存在 1x2 使 


Mer + Azo = 1。 C12) 
因而 有 
Cm,b) = Cx + bxa) (me + A422) 
=(mxsr + Axss F Dis1) + (ab) Cxs22), 
由 此 及 Cmsab) mCm,ab)1ab 就 蕉 出 《mab)|( 训 ,)。 这 就 证 明了 
定理 。 
定理 11 的 证 明 由 定 至 13 及 条 件 知 有 式 〈12》 成 立 ， 所 以 ， 
有 mp21) + (ap)sas = 由 此 及 rab 却 得 m15。 ， 
庶 访 指出 的 是 : 在 上 述 定 理 7 一 定理 1! 的 证 明 中 ， 除 了 整除 
最 基本 前 性 质 ( 3 2 定理 1)》 之 外 ， 部 只 用 了 定理 13 而 不 需要 其 它 
结论 .。 
例 8 车 (a,8)=1， 则 任 一 整数 ni 必 可 表 为 
=ax+ hy, xz 是 整数 
由 (a;2 = ITI 及 定理 13 知 ， 存 在 *xoyye 使 axe+byo=I 因而 ， 
取 x = nxo;y =nyo 即 满足 要求 。 
例 9 设 a,b 是 整数 ，111a, 证 明 : 1114?+5b?， 
证 ”用 反 证 法 。 营 11|a:+552， 则 由 11++a 推出 1118。 因 此 
出 定理 13 知 ， 必 有 x,y 使 
llx+vy=1, 
出 此 及 11122Kes+502) = (Cap) + 5C5y)? 推 1 
111 (Cay) + 5, 
但 寻 所 有 的 y, (a? 被 1 除 后 记得 的 余数 必 在 0,1,4,9,5,3 中 ， 所 
。 因 此 ， 必 有 1+e+5 和 2。 以 上 讨论 也 开明， 
ie =5 姑 的 充 要 条 件 是 11la:1112。 
本 题 也 可 以 用 下 面 的 方法 直接 证 明 ， x? 被 11 除 后 所 得 的 余数 
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必 在 0,1,4,9,5,3 中 。 容 易 直 毛 验证 ， 当 r,s 取 值 0,1,4,9;5,3, 母 
不 同时 为 零 时 ， 必 均 有 


1 十 十 5S3?。 


由 此 划 推 盘 所 要 结论 ， 但 这 个 方法 所 需 作 的 直接 验算 比 上 面 的 方 
法 要 多 一 信 以 上 。 ” 

例 10 设 n 尖 是 正 整 数 ，(mD = 10< FE<m。 和 再 设 集合 民 = 
fl 2 一 1， 更 对 集合 好 中 的 每 个 数 工 涂 上 村 色 或 册 色 ,要 浇 
足以 下 条 侍 : (Di 和 ?一 :要 涂 上 同一 种 颜色 ，Kii) 当 ; 时 ， 
1 和 [Ek 一 是 可 涂 上 同 - -种 颜色 。 证 明 ， 所 有 的 数 一 定 都 涂 上 同一 
种 颜色 。 

证 ”我们 来 证 时， 所 有 的 iE M 必 和 天 同色 。 由 例 8 知 存 在 
xy 使 


f= Xk + gyn, 


由 1<i<n -1 知 ，x,y 的 到 值 可 能 出 现 三 种 情形 ，(a) x>0， 
y=03 Cb) x0,y<0; Ce xD 0 

在 情形 (a}， 由 和 条件 《ii) 知 i 和 下 同色 ， 

在 情形 《ce)， 巾 条件 (i i 和 Rt 
丫 色 。 攻 -+IT=0 这 就 变 为 情形 〈a)， 老 
(Ch)。 所 以 只 要 讨论 情形 

在 情形 《了 》 必 表 
k=i; <> Kk 
出 现时 ， 由 项 祭 


xx) 到 《一 3 十 1) 
+1<0 这 就 变 为 


> 一 这 时 又 可 分 三 各 情形: (I 了》 
《年 》 ki。 当 CI》 出 现 寻 结论 成 立 。 当 ( 卫 》 
除 匡 知 : 

i=4qk+i’, 0 
车 ;=0， 灾 为 情形 Ca， 结论 成 立 。 志 RE， 由 条 体 5ii) 
知 ， 1 和 站 4 次 十 押 问 色 、 代 趟 二 考虑 己 就 变 为 铺 
形 ( 开 )。 当 (下 ?出 再 时 ,由 条 件 (这 知 宇和 天 一 = (一 x+ DEK 一 yn 
同色 ， 和 理由 条 件 (D 知 i 和 和 i?=2-CE-i=(Cx- DEtCy+In 
闻 色 。 若 y+1=0 则 结论 成 立 ， 若 yt+1<0， 则 义 变 为 情形 (b)， 
继续 对 尺 分 CI),《II 3,《 丰 ) 三 种 情 形 考 虚 。 这样 ， 讨 论著 于 步 
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后 ， 总 可 得 到 和 xz 天 即 太 同色 。 证 毕 。 
定理 13 仅 指出 了 xuo ;zk 的 存在 性。 下 一 将 讨论 如 何 
求 zor…sxeo 的 算法 。 


习 题 四 《 亚 ) 


工 证 明 : 从 定理 13 药 (ip 成 立 可 推出 定理 13 的 Ci) 成 立 。 

2. 设 n,4,0,c 是 正 整 数 ，(w,c)=I。 证 明 ， 车 clp5， 财 

clata tb)la+2ob)ela + Cn -1b), 

3. 设 ma 过 44 过 as 过 … 是 一 个 无 穷 正 整 数列。 证 明 ， 在 这 个 
数列 中 一 定 存在 两 个 数 4, ,a:， 使 得 有 无 穷 多 个 cn 可 表 为 4n = xay 
+yat，*,8 是 整数 。 

4. 34 例 10 中 ， 当 (n,K) = d>1 时 ， 车 按 条 件 Ci) :ii 对 
集合 MM 中 的 每 个 数 涂 一 种 颜色 , 问 M 中 的 数 最 多 可 涂 上 几 种 颜色 * 

5， 证 明 ，13]e? 75? 的 充 要 条 件 是 131a,1315。 

6. 设 1 反 a<p，a 光 婚约 。 证 明 ， 

Ci) 栈 约 分 数 as 力 是 十 进位 的 纯 循 环 小 数 的 充 要 条 件 是 
Cb,10)= 13 

《ii) 车 ayb 是 纯 循环 小数， 最 小 的 任 环 疗 为 ok 即 2/8= 
0.@dtodieeazo 是 二 进位 纯 循 环 小 数 表示 ， 而 对 比如 小 的 正 
整数 :,a/b 不 哥 能 表 为 循环 节 为 上 的 纯 循环 小 数 )， 则 恰好 是 使 
5b1104 ~- 工 成 立 的 最 小 正 整 数 d。 

7 设 1 和 4 二 b,&,b 既 约 。 证明 

《iD & 可 唯一 地 表 为 2"58b1 ,Cb1,10) = 1 

Ci》 当 c= 有 = 0 时，a/4 是 绅 循 东 小 数 ， 即 上 题 所 讨论 的 情 


《ii 当 如 = 1 时 ，a/5 是 有 限 小 数 ; 

Ciy)》 当 了 =max(0,) 疡 0; 刀 计 1 奸 ，a/b 是 混 特 环 小 数 ， 即 
270=0.000mes dndeo ddto'"， 散 小 的 不 循环 位 数 so。=Y， 最 
小 的 循环 节 名 等 于 使 羔 1104 一 1 成立 的 最 小 正 整 数 d。 
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85 驾 转 相 除 读 


输 转 相 除 法 也 叫 作 Euclid 算法 ， 它 是 指 下面 的 算法 ， 
定理 1 设 ma 是 给 定 的 两 个 整数 ，za 关 0 ao。 我 们 一 
定 可 以 重复 应 用 $ 3 定理 工 得 到 下 面 &+1 个 等 式 ， 


Ho = Gour Tt Hay Dt | |, 

= ie + Hs, Os ue, 

Us = qaus + sy 0 ss 

ee ee C1y 
RPR-a = qr- oUt tuks OH UE 

He-t Ar- dp tips Otpr uk; 


Up GgHMEL Le 
证 对 tos 册 应 用 $3 定理 1， 由 .+t 知 必 有 第 一 式 成 立 。 
同样 的 ， 如 果 ws tm 就 得 到 第 二 式 。 如 果 4s|m 就 证 明定 理 对 
= 1 成 立 。 依 此 这 样 作 、 就 得 到 
[i> > uj 0 
及 前 面 i 个 等 式 成 立 . 车 tjivriur， 则 定理 对 大 =7 成 立 : 省 
zj tt， 则 继续 对 uj;,#;,1 用 §3 定 理 1。 由 于 小 于 ju 的 正 
整数 只 有 有 限 个 以 及 工整 除 任 一 整数 ， 所 以 这 过 程 不 能 无 限制 地 
做 下 去 ,一 定 会 出 现 森 个 k, 贤 么 1<txoi|us， 要 么 1= tp v11ue 
证 毕 ， 
由 定理 1 立即 推出 
定理 2 ”在 定理 1 的 条 件 各 符号 下 ,我们 有 
Ci) Hrrl = (Ho li)s 《2》 
5) d|wo 且 dlu 的 充 要 笨 件 是 due,13 
Ciii) 存在 整数 xoyxi 使 
HE+1 二 Dote fF TIHe 《六 > 


证 利用 $4 定理 1 的 G) 和 (ir)， 有 从 式 (1) 的 最 后 一 式 
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开始 ， 依 次 往 上 推 ， 可 得 
Mp (Upsug) = CHUps HR) = Cu- Mk) = 
= (aty us) = CHa 42) = (Has 1 = (His U9), C4) 
这 就 证 明了 Gy。 利 用 $2 定理 1 的 (Gi) 和 《ii)， 从 式 《1) 亦 
即 推出 Gi。 由 式 《1) 的 第 式 知 tgp41 可 表 成 tp-! 和 tk 的 
线性 组 合 ,利用 式 (1) 的 第 天 -1 式 可 消去 这 个 整 系数 线性 到 
让 中 的 由， 得 到 tpi 家 为 uk-s 和 ar- 的 整 系数 线性 组 合 。 这 
样 ， 依 此 利用 让 〈1) 的 第 天 一 2 天 一 3…，2:1 式 ， 就 二 相应 地 消 
去 ay ax-ayyasytz， 若 后 得 到 tk+41 表 为 tw 和 4 的 整 系数 线 
性 组 侣 ， 这 就 证 明了 Ci， 证 毕 . 
显 见 ， 当 廿 ja 时， 定理 2 也 成 立 。 定理 2 开明: (i) 轿 转 相 
SS《 定 理工 ) 给 出 了 求 两 个 数 的 最 大 公约 数 的 一 个 下 分 方便 的 
兵 体 算法 ; 《ii) 利用 锻 转 相 除法 直接 证 明了 $4 定理 7(%=2 的 
情形 )， Gii》 利 用 轧 转 相 除 共 不 但 直接 证 明了 $4 定 于 13 的 (ii) 
tx =2 的 情形 ;， 币 县 同时 纵 击 了 计算 xo,*i 的 具体 算 法 。 我 们 
再 注意 到 由 $ 4 定理 7(k =2) 可 推出 84 定理 9 的 (i)( 见 那里 的 
证 明 )， 而 由 $4 定理 9Ci) 利用 归纳 法 就 可 证 明 34 定 理 7 对 任 登 
5 者 成立， 以 及 § 4 定理 18 的 (ii》 对 任意 % 都 成 立 ( 请 读者 自 和 证) 
这 样 ，§ 4 所 建立 的 理论 全 部 可 以 直接 在 定理 2， 即 驾 转 相 除法 的 


基础 上 建立 起 来 . 
例 1 求 198 和 252 的 最 大 公约 数 ， 并 把 它 表 为 198 和 252 的 整 

系数 线性 组 合 。 

252= 1*]98+54 1 19= - 198+4(252 ~ 198) 

198=3°54+36 | |: =4°252~5°198 

54=1°36+18 | | | 18=54- (198— 3.54) 

36 = 2.18 | | =-198+4°54 

18=54-36 


(252,198) = (198, 54) = (54,36) = (36, 18) = 18。 
例 2 求 198,252,924 的 最 大 公约 数 ， 并 把 它 表 为 198,252 和 
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924 的 整 系数 线性 组 合 。 
由 $4 定理 9(i)》 及 例 1 知 
(198,252,924) = (C198, 252), 924) = (18,924). 
924=51:18+6 人 =924 一 51"18 
18=3-.6 
由 此 及 例 1 得 ，(198,252,924) = 6-。 
6=924-51.18=924 一 51(4.252 一 5.198) 
=924 一 204.252 + 255*198。 
例 5 设 m," 是正 整数 .证 明 
《2m ~ 1,2"—1)=2mm 一 1 
证 不 妨 设 m 关 ?。 由 带 余 数 除 法 得 


m=9mntrns 0<ru<cn。 


我 们 有 

2 -1=29anrra3ri+2r11=3riC29in 一 1)2+2r1 一 1。 
由 此 及 2” - I121 一 1 得 

27 ~—1,2" -1)= (2 -1,21—1). 

注意 到 Cm = (n,m), 车 r=0， 则 Cm,n) =n， 结论 成 立 。 若 
克之 0， 刚 继续 对 C27 一 1,2"1 一 了 作 辣 样 的 讨论， 由 轰 转 相 除 法 
知 ， 结 论 成 立 。 显 见 ，2 用 任 一 大 于 1 的 自然 数 4 代 椒 ， 结 论 部 
成 立 。 


习 题 五 
1. 用 $5 定 理 1 的 锋 转 相 除 法 求 以 下 数组 的 景 大 公约 数 ， 
江 把 它 表 为 这 些 数 的 整 系数 线性 组 合 : 
{i) 1819,35873 (ii) 2947,3997; 《iii) ~ 1109, 4999， 
(ir) 15,21, ~ 353 CY) 210, -330，1155。 
2. 设 4>b,(a,b)=1，, 证 朋 : 
am bm, an by = amn) pm 


3. 设 mo 是 给 定 的 两 个 整数 ，v; 才 0,v + wm。 我 们 一 定 可 
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以 重复 应 用 $ 3 式 (3*》 形式 的 带 父 数 除法 得 到 下 面 8 + 1 个 等 式 : 


Vo= Tov 十 1ay -In|/2v < 191/2, v0 
V1 = dvs + va, -121 /20 < v1/2， vs 大 0 
tz Vs 


+ -lvl/2E0 |v |/2, mA0, 
Un-a TO-2Vn-1 to ir! /2 ho .1/2, Vi 0D, 


Uri Gn-0n +t Un Vn|/20n + < ivi | /2 Var 0, 


TD ls 
这 种 算法 也 称 为 辑 转 相 除 法 或 Euelid 除法 . 
4， 在 第 3 题 的 条 件 和 符号 下 ， 证 明 : 

C39 Tuner! = C00, 3) 

Cn》d1vo 卫 44v 的 充 要 

Ciii) 存在 整数 x 使 

5， 利用 第 3 题 给 出 的 辑 转 相 除法 来 散 第 1 题 的 《〈i)，《i)， 

入 《iii)。 比 较 用 这 两 种 辊 转 相 除法 米 做 这 三 个 小 题 时 ， 所 艇 的 
泛 余 数 除法 的 次 数 K + 1 和 h + 的 大 小 ， 

6， 在 $5 定理 1 的 条 件 和 符号 下 ， 令 
Pai=1,Po= 90, Pi= 9Ps-1+ Pi-2s 
Qi=0Go=1， Q4=91Q4-1+ Qs 

那么 ， 我 们 有 
CDini=Q@ -aro Piatyy f=1,2,",K+1. 
7， 用 相应 于 第 3 是 的 措 转 相 除 法 米 推出 类 似 于 第 6 题 的 结 


件 是 diva413 


Rl XoVo tt Xe 


7=1) 2 大 一 1。 


论 。 

8. 谈 85 定 理 1 中 的 ao 人 1。 得 设 癌 = 4b =2， 及 Bj 
=b;+by-19f=1,2,"…。 导 么 ， 在 35 定 环 1 的 符号 下 有 二 之 bk。 
进而 证 明 ， 天 + JE2(1og /log 2。 试 解释 这 结果 的 意义 。 

9. 在 第 3 题 中 设 vo 六 之 ]， 再 设 00o=1,041=2 及 ojy+1= 2cj 
46920j=19;， 著 公有 由 汪 es。 进 而 证 朋 : 

(Ci) is<(logo /log2s 
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(二 ) 当 六 六 32 时 ， 庆 + 1<Clogw)AIog2。 

10. 设 2>%>1。 设 天 是 在 85 定 理工 中 到 吉 =a,u1=b 肝 所 
得 到 的 ，k 是 在 第 3 题 中 取 wm= a, = 时 所 得 到 的 。 证 明 必 有 
5<SK。 

11. 设 Pp 是 奇 素数 ，14 是 2? -1 的 素 因 数 。 证 明 9= 2kp + 

12， 利 用 上 题 求 2 一 1,22 -1 工 的 素 因 数 分 解 式 ， 

13. 当 ?为 素数 时 ，Mp = 32 - 1 形式 的 数 称 为 Mersenne 数 。 
把 这 种 数 用 二 进位 来 表示 ， 利 用 $5 定 理工 的 锯 转 相 除 走 《〈 出 现 
的 数 均 用 二 进位 表示 求 直 接 证 明 :所 有 的 Mersenne 数 两 两 互 素 。 


36 算术 基本 定理 (A》 


现在 ， 我 们 利用 8 4 的 结果 来 证 明 算术 基本 定理 ， 即 $ 2 定理 
5 中 的 表示 式 〈1) 是 唯一 的 《不 计 次 序 )。 先 来 证 盟 : 

定理 1 设 P 是 素数 ，Plaia,。 那么 ，pla 或 pias 至少 有 一 
个 成 立 。 一般 地 ， 若 Peweax, 则 Pla1,-……,p[ag 肥 少 有 一 个 成 
立 。 

证 阁 P 了 了 a， 则 由 34 定 理 1(V) 知 ，(p,m) =1。 由 此 及 p| 
0， 从 § 4 定理 11 就 推 寺 pjas。 对 一 般 情形 的 证 明 留 给 读者 。 

定理 2( 算 术 基 本 定理 ) 设 4>1， 郑 么 ， 必 有 

a = pipareps, C1) 

其 中 pi Cs 委 1 委 ?? 是 素数 。， 且 在 不 计 次 序 的 意义 下 ， 表 示 式 〈1) 
是 唯一 的 。 

证 出 §82 定 理 5 知 ， 表示 式 (1) 一 定 存 在。 下 面 来 证 惟 ~ 
性 。 不 妨 设 PPs 太 … 全 p。。 若 还 有 表示 式 

A Na ry 

isissr) 是 素数 ， 我 们 来 证 明 必 存 r= s,pj = 491(11 所 5)。 
不 站 设 rs。 利 用 定理 T， 用 911a= pipa…p: 知 ， 必 有 某 个 pj 满 
是 gjpji。 由 于 4 和 1 是 素数 ， 所 以 9 = pi。 同样 ,利用 定理 1， 
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Ht 


由 pija = gqtqr 知 ， 必 有 某 个 48 广 足 记 1i9;， 因 了 硬 P = 41。 由 于 
9 sq = Pi 宝 py， 诸 以 Pr= 41。 这 样 ， 就 有 
Fad 二 力 20s 有 se 
出 河 样 的 论证 ， 依 次 可 得 94 = pas 全 Par 
save9r 二 
上 式 是 不 可 能 的 ， 除 非 r= s， 印 不 存在 ?9， 4。 证 毕 。 
把 式 (D 中 相同 的 素数 全 并， 即 得 
pg Pp ps 2) 
的 2; 和 和 开 《1) 中 的 不 表示 相同 的 素数 )。 下 《2) 称 为 是 
因数 分 解 式 、 
设 a 由 式 (2) 给 出 。 那 么 ，4 是 4 的 正 除数 的 充 要 


dpisiopa ts, OCer 人 Sn lelES, 3) 


证 “充分 性 是 显然 的 。 下 证 必要 人 性， 妆 4= 1 时 ，e; = QI 二 7 
所 5s)， 结 论 当 热 成 立 。 落 4>> 1， 则 由 引 14 及 定理 1 知 4 的 素 除 数 必 
在 pssPs 中 ， 所 以 4 的 标准 分 解 式 必 为 
dep ss, Oe lEIEs, 
我 们 来 证 明 必 有 0j 志 9j (1 所 1 5)。 只 要 证 81 所 my， 其 它 相同 。 
若 er>9t， 则 图 此 及 dle 推 出 
Pei pa 200mpe es (pa es sy 
因此 ，Pi|Pe” sfe 9。 由 此 及 定理 1 推出 Pi 必 和 Ps,…sPs 之 一 相 
等 ， 矛 质 。 
挫 论 4 设 a 由 式 (2) 给 出 ， 
b= pepe s, 
这 里 公 这 某 个 aj 或 8; 为 零 。 著 乡 
Ca,b) = Dess, j= minCass By ), 1<7<s, 《47 
[ay 的 = pep’ sy Y= maxta;, By), ls, 《5) 
座 太 


Ca,b)La,b]= ab, (6> 
了 9 


推论 4 可 由 推论 2 直接 推出 ， 详 细 论 证 留 给 读者 。 
下 面 蛙 一 个 经 常 有 用 的 结论 @ 
推论 5 震 人 a,8) = 1，o0= ce。， 则 
aa boy, 
证 没 c=pu"iowpss， 天 
SE = pl"s, 
由 推论 4 知 ， 可 设 
a=Pp 1mpafs, p=p’ ipsrs, 
由 条 件 ab=o 知 ，By+7j=key (js)。 而 由 (4a;b)=1 知 
mintPi 7 二 0CGsj<s)。 由 以 上 两 式 立 即 得 到 ， 必 有 
f;=0,7:=ka; 器 有 ii=jkajyy=0。 
这 就 证 明了 所 要 结论 。 显 见 ，a = (cye),p = (bc)。 
我 们 说 过 对 一 个 整数 的 约 数 知道 得 很 少 ， 推 论 3 表明 ， 只 要 
和 过 了 下 整数 4 1 的 标准 分 解 式 (2)， 它 的 所 有 的 正 约 数 就 全 知 
着 了 ， 二 由 式 (3) 给 出 。 这 一 点 具有 重要 的 理论 和 应 用 价值。 
推论 6 设 4 是正 整数 ,rka) 吉 示 4 的 所 有 正 除 数 的 个 数 ( 通 
常 称 为 除数 焉 数 ?。 若 a 有 标准 素 因数 分 解 式 (2)， 则 
TD a Deas trp erp), C7) 
这 由 推论 3 直接 推出 。 吃 匈 ，r(1) =1， 这 可 看 作 4; =.…= 
Qa =0 的 情形 ， 凤 式 (7) 对 4 = 1 也 成 立 。 
推论 7 设 4 是 正 鳌 数 、 ?CQ) 表 示 4 的 所 大正 除 数 之 和 ， 那 
和 ,oC1)}=1, 当 a 训 结 淮 染 国政 分 解 式 (2 时 ， 


= op ape)。 (8) 
， 先 引进 几 个 育 关 求 和 与 求 积 的 符 


邹 ， 供 印 个 证 明 技 巧 性 盟 。 


设 8# 是 给 定 的 整数 ，# 是 给 定 的 正 整数 ， 再 设 =: 是 依赖 于 参 
数 t + 1<i<u+Pi) 的 下 个 复数 。 我 们 记 这 天 个 复数 的 和 为 
BD) zat C9) 
它们 的 积 为 
TE z= he (10) 
一 般 地 ， 设 和 ,ht 是 给 定 的 整数 ，5…,K* 是 给 定 的 正 整 数 。 


2 .是 依 圳 于 参数 i [CT 
十 天 ) 的 1 "kr 个 复数 。 我 们 以 多 重 求 和 号 


> git C11) 
a 让 天 
ij 


表示 这 Kht 个 复数 之 和 ; 以 多 重 求 积 号 


ITY 2 C12> 


用 Te 
人 


表示 这 些 复数 之 积 。 根 据 加 法 的 灾 换 律 与 结合 律 ， 多 重 和 式 (I1) 
可 表 为 累 次 求 和 ， 


- - horke 
vy < 
= 2 > > ism rr tr (138) 
Rr Tri rrrherl 


上 式 有 边 的 累 次 求 和 式 是 表示 ;对 罗 定 的 isir-i 移 对 参数 订 
Ch Tih + 给 四 的 ;个 复数 210,. 1,_ 1; 求 和 得 到 
451; 这 十 依 闲 袜 儿 数 (s+ 1h Rm 
二 1<iv 1h .4+ 由 的 复数 ; 再 固定 站,…,ir-s， 先 对 参数 
和 CritTsc usr +5r 13 给 册 的 Fr -个 复数 = tr 


求 和 得 到 2 全 -, 1,_，， 等 等 ， 通 过 这 样 的 求 和 次 序 来 求 册 多 重 和 
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式 (11)。 通常 ， 把 这 种 暴 次 求 和 称 为 是 先 对 僚 数 i 求 和 ， 和 对 
17-1 求 各 ，-…， 最 后 对 参数 i 求 和 。 显 然 ， 由 加 法 的 交换 律 和 结 
合 律 知 ， 这 种 对 参数,… ,ir 的 黑 次 求 和 的 次 序 可 以 任意 选 定 。 
间 样 ， 根 据 胰 法 的 交换 律 与 绪 合 律 ， 多 重 习 积 (12) 可 表 为 储 次 求 
程 


i 1 2 ip 
Mt 
Brky hr- ierir 1 和 
= I I ae 
Ht rl 
累 次 求 积 的 意义 和 累 次 求 和 完全 一 样 。 
设 fC(29) 是 定义 在 全 体 正 整 数 集合 上 的 复 植 六 数 ，4 是 给 定 的 


正 整 数 。 在 数论 中 经 常州 以 下 的 符号 ， 
这 jf(4) = 溺 数 了 在 4 的 所 有 不 同 的 正 除 数 上 的 值 之 和 
dre 
C15> 


人 


jp) = 函数 了 在 e 的 所 有 不 同 的 素 除数 上 的 值 之 和 @ ， 


Pla 
C16) 
JTf《DD = 函数 了 在 ea 的 所 有 不 同 的 正 除数 上 的 值 之 和 ， 
dia 
《17) 
工 [7cp> = 函数 了 在 a 的 所 有 不 问 的 尝 除 数 上 的 值 之 积 合 。 
C18) 
这 样 ， 取 / (nm) 二 1 就 有 
r(a = Sl. {19> 


de 
@ 的 定 q =1 时 为 蚊 、 
国 约定 4=1 时 为 1。 
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取 AP) = 站 就 有 
ce)= Dd, C20) 
到 4 


对 | 理 8 设 Am 是 定 交 在 
4 由 式 (2) 给 出 。 那 么 


DD= 2 


集合 上 的 复 值 函 数 ， 开 蓝 数 


og 


Dy) fprileeps!), 《21) 
| oo 
TTrcey = TT .or ps), C22) 
ai rr 


证 由 式 (15) 给 出 的 定义 及 推论 3 知 ， 祖 77(4) 就 是 下 面 这 
Gln 
组 由 参数 0,… ,es 给 出 复数 之 和 ;: 
本 
-D+Il=0e Sr = -1 +a +1, lis, 
即 在 坡 (D 中 取 和 = 一 1， Hi=oj+lsjss)。 因 此 ，H 式 
《13) 即 得 式 (21)。 同 样 ， 出 式 (14) 推 出 式 (22)。 
推论 7 的 证 明 了 岂 定 义 知 xc(I) = 3。 下 面 来 证 式 (8). 由 式 (20) 
及 (21) 推 得 


玖 续 对 上 上 式 有 边 的 累 次 求 和 用 以 上 的 推导 。 基 后 就 得 
oo) =( SE *)--( ps ) = CpcaCp3s)， 


ee ea- 
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利用 等 比 数列 求 和 公式 ， 丙 此 即 得 或 C8)。 
例 1 证 明 ， 《a,5b,c])=[Ca,b), (4a,c)]。 
证 车 a=0， 等 式 显然 成 立 。 所 以 可 设 4a,b,o 是 下 整数。 
Qa=prlmpss, b=pllepss, c=prlemps, 
由 推论 4 可 得 
CasLb,eD) = pi eps®, 
9 = minCey, max(py,7i)), Eis, 


La,by, Ca,c) J= plnps’, 
Ti = maxCmin(cj ,fy3), minCa;,74)), 1 。 
容易 验证 ， 无 论 cj ?7 有 怎样 的 天 小 关系 ， 总 有 ry = miC1s7 
< 扫 s) 成 立 ， 这 就 还 明了 所 要 的 结论 。 这 种 关系 式 要 直 接 用 8 4 的 
方法 来 证 是 较 困 难 的 。 
例 2 对 a=180=2.3:.5， 我 们 有 
rCa)=(2+1)C2+I)CL+1) = I8， 


解 雇 $ 2 定理 2 知 
1 sn 了 工 工 
A Da. 
由 此 及 例 2 可 得 


二 = T8609 (180) = 
2 - 击 


习 题 六 
1. 证 明 :; 914 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 p"H9(Cp 为 素数 ) 必 有 
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了 "|4， 这 里 ml8 表示 19: Tg。 

2. 设 91ab,glcd 及 91lac + bd。 主 明 : glac,glbd，。 

3. 利用 8 6 定理 2 及 其 推论 来 征明 4 习题 四 (IT) 的 第 8,9， 
10,11,12,14,15 是 。 

4， 设 a.m 是 下 整数 6 二 5b. 证 明 ; 著 ni (aw 一 2"), 则 

nlCan ~ bn)}/(a—b), 

5 六 满 是 rr) =6 的 最 小 正 整数 1。 

6. 《in 分 别 求 三 最 小 正 整 数 a ,使 得 oCn》=4 无 解 、 和 性 有 
一 个 钱 、 愉 有 两 个 解 及 恰 有 三 个 解 。 
穷 多 个 4 使 rm) =a 无 解 。 
: (1) rlab) srlartb)y Ci) ofap>segapogb)。 
锋 号 痢 当 引 仅 当 人 6， 2 = 1 时 成 立 ( 用 两 种 不 同 的 方 

8、 证 明 ，(i) r( 克 是 青 数 的 充 贤 条 件 是 7 是 完全 平 力 数 3 


Giy TIT4= mm“( 用 两 种 方 牙 证 明 )。 


in 
8. oCn) 是 窜 数 的 充 要 条 件 是 n= ?或 2k*。 
10. 设计 是 > om = Fd: ,证明 :91(n)=n o_o(n)， 
am 
并 求 om) 的 计算 公式 。 


i1. 证 明 ， 征 一 下 整数 必 可 唯一 地 天 为 48*?， 苇 中 &,b 为 下 
收 数 ， 晶 4 不 能 为 大 于 1 的 平方 数 整 除 (这 种 数 称 为 无 平方 因子 
数 )。 

12. 一 个 正 怨 数 襄 称 为 是 完 爹 数 ， 如 果 oCm) = 2m，。 试 求 出 
最 小 的 两 个 完全 数 。 

13。 正 整数 普 是 完全 数 的 充 要 条 件 是 > 1/4 = 2。 

Eyes 

14. 整数 7" 吓 素 数 的 充 要 条 件 是 oCn)=n+1. 

15. 车 2* 一 I 是 素数 ， 则 2*- 2 一 一 1 是 5 舌 企 数 ， 

16。 车 0 (2) = n+ 之 2 和 Kn, E 
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17. 车 21m， m 是 完全 数 , 则 m= 3* (2 一 1),2r 一 1 是 素数 。 

18. 车 奇数 训 是 完 会 数 ， 则 必 有 t=p*1* tm?， 其 中 为 4 
+ 1 形式 的 素数 ，P + ma 

19. 设 wt 有 表 7 的 不 同 的 素 因 子 个 数 ( 例 如 ，oC15) =2， 
akg) =1)，4 是 光平 方 因子 数 。 汪 明 ， 满足 [di ,ds]=4 的 下 整数 
对 dd 共有 83” 9 组 (两 组 解 di,d2, di ,ds 称 为 是 不 同 的 ， 只 要 4d, 地 
或 抽 关 和 有 一 成 立 )。 

20. 设 9,! 是 正 整 数 , g11。 证明 ， 注 足 (x,y) = 9g,[x,y1=i 的 
正 整 数 对 x,y 共 有 2* 组 ， 这 里 = wd/9)( 风 上 是 》。 

21. 设 n 是 奇数 , 求 n 表 为 两 整数 平方 之 荆 的 天 法 有 多 少 种 ? 

22， 证 明 : logst0,logs7 ,log1s21 都 是 无 理 数 ， 


7” 算术 基本 定理 (D) 


本 节 将 不 利用 § 4 中 关于 最 大 公约 数 的 结论， 直接 证 明 算 术 
基本 定理 (§ 6 定理 2) 和 § 6 定理 1， 并 证 明 这 两 个 定理 是 等 价 的 。 

算术 基本 定理 ($6 定理 2) 的 直接 证 明 ”用 反 证 闪 。 假 设 结论 
不 成 立 。 设 ae> 工 是 使 结论 不 成 立 鲍 最 小 正 整 数 . 由 $2 定理 3 
知 ，ao 必 可 表 为 素数 之 积 ， 因 此 ， 它 必 有 两 种 不 同 的 尝 数 分 解 
式 ， 设 为 


Go = Peps = diem qe, 
其 中 Pj,9; 都 是 素数 。 不 妨 设 p< 
义 知 ，4o 一 定 不 是 素数 ， 所 以 必 有 


S22， 7>2， C1) 
其 次 ， 由 ao 的 最 小 性 知 ， 对 任意 的 上 和 “| 必 有 
Pyqie 《2》 


不 妨 设 4 一 pl。 这样 ， 有 
1<po=ao 一 pi9gagr = (G1 — 11) 92 qr Lao, C3} 
显然 有 pl1po, 即 b = pi 由 此 及 2 定理 3 得 到 各 的 素数 分 解 式 : 
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bo = Pps pes, C4) 
共 中 pa yp 是 素数 ， 旺 = ppeC 当 页 = 41 时， 它们 不 出 现 )， 位 
另 一 方面 ， 当 qg: - Pi:= 1 有 时， 得 到 5 的 素数 分 解 式 
bo= 42rrqry 《5》 
当 9 一 mm>>I 时 ， 电 和 2 定理 $ 知 必 有 41 一 Pi 的 素数 分 解 式 ， 
一 了 二 9 一 Gin 
gifCIsFsoO 是 素数 。 因 而 得 到 名 的 至 数 分 解 式 ， 
bo= ggioqgse9qr。 (6) 
由 素数 的 定义 、9 和 Pi 都 是 素数 及 9: 关 pi 知 ，pif 9 一 pr。 由 此 让 
式 (2) 知 ,在 bo 的 素数 分 解 式 (5? 或 66) 中 一 定 不 会 出 现 z ,所 以 55) 
或 6) 一 定 是 和 (4) 不 周 的 娄 数 分 解 式 、 但 由 式 C3) 知 ， 这 和 a 的 
最 小 性 也 盾 。 证 毕 。 
下 面 来 给 出 8 6 定理 1 的 两 个 直接 证 明 。 
$ 6 定理 1 的 直接 证 明 ( 一 》 只 要 证 上 = 2 的 情形 ， 且 可 假定 a， 
空 1,44 之 ]。 用 反 证 法 。 假设 结论 不 成 立 。 四 最 小 自然 数 原理 知 ， 
必 有 最 小 的 素数 pe 使 结论 不 成 立 ， 即 存在 al,as 使 
Dolgias, pot al, Po 十 as。 (7) 
考虑 由 所 有 这 样 的 数 对 {a1,4:} 组 成 的 集合 T。 由 最 小 自然 数 原 
理 知 ， 必 有 at,a; 属于 这 和 集合， 而 使 乘积 a?a$ 最 小 。 这 时 必 有 有 
laf<po, 1<as<ps, C8) 
因 著 不 然 ， 比 如 说 有 好 盖 pa， 则 由 带 余数 除法 可 得 
a = 9po tr OrisPo 
这 样 ， 数 对 {71,43} 也 满足 条 件 (7)。 伍 ma 二 afab， 和 a?as 的 最 
小 性 站 盾 。 设 


aia3 = poc。 
由 式 (8) 及 m 是 素数 知 2 所 c<<po。 进 而 由 3 2 定理 4 知 ， 必 有 素数 
Pi1c。 由 疡 所 po 及 mm 的 最 小 性 知 ，pilaz 和 Pi| 坟 至 少 有 一 个 成 立 。 
设 pllai， 则 有 
ot 2 
(£5)3= oF). 
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EN， 数 对 {a? /Pi1,4?} 也 属于 集合 TT， 但 这 利 aia2 的 最 小 姓 基 
盾 。 证 毕 。 

§ 6 定理 1 的 直接 证 明 ( 二 》 不 妨 设 at0，as>0。 音 p+ a1， 
苏 谍 数列 cj,2at2a ka,…。 这 数列 中 必 有 数 可 被 7 整除 ， 
例如 pa 即 是 。 由 最 小 自然 数 原理 知 这 数列 中 必 有 一 最 小 下 整数 
被 靖 整除 ， 设 为 na。 显 见 1<nasp。 我 们 求证 明 n = p。 赤 不 然 ， 
由 带 佘 数 除 法 知 


P=4n+r, Lr<<n, 


这 时 7 全 1 是 因为 p 是 素数 ，n1?。 由 此 推出 Pral:， 这 和 na 的 二 
丰 钙 矛盾 。 曙 后 来 证 明 p14。。 条 
aa=3P+r 0 。 

所 以 plral， 上 轩 此 收 pai 的 最 小 钼 推 虽 = 0， 即 plas。 证 毕 。 

下 面 来 证 明 

定理 1 $6 定理 1 和 和 36 定型 2 等 价 。 

证 6 定理 1 成 立 一 > 386 定理 2 成 立 这 就 是 $6 中 给 出 
的 $6 定理 2 的 证 明 ( 注 意 ， 在 这 证 明 中 除了 §6 定 再 1 的 结论 ,及 
整除 的 定义 、 束 数 的 定义 和 8 2 定理 5 外 ， 没 用 其 它 任何 知识 )。 

$6 定理 2 成 立 一 > 3 6 定理 1 成 主 ” 只 要 证 k= 2 的 情形 。 用 
反 证 法， 设 有 素数 Po， 正 整数 el,as 满 足 

Po|axas，pe 十 zl1， Po 二 az。 

显 见 ， 必 有 人 之 2，as 六 2，maayp 关 2。 由 2 定理 5 知 有 素数 分 
解 式 : 


Ga = pilepiry 
aa = Paiiepzty 
4100) /Po = PiePts 
鱼 pPe + ai 条 pi 闪 poCIsTSr) 由 po 十 az 知 paj 天 po(T 去 7Ss。 这 
样 ， 由 以 上 三 式 就 得 到 了 aias 的 两 种 不 同 的 素数 分 解 式 : 
Gilias = Plimepirpar Pass 


aaas = popinep se 


这 和 6 定理 2 成 立 矛 盾 。 证 毕 (语意 : 在 这 证 明 中 除 了 36 定 再 
2 的 结论 ， 及 整除 、 素 数 的 定义 和 有 2 定理 5 之 外 设 有 用 共 它 狂 
识 )。 

“个 性 质 ， 6 定理 
的 (不 计 次 序 )。 
明 呢 ? 面 且 给 出 
有 必要 现 ? 有 兴 


$6 的 定理 1 是 证 明了 下 
素数 的 梁 积 的 江 法 
的 结论 ， 闫 什么 
了 不 同 的 证 明 ， 还 作 了 深入 的 过 论 . 3 


2 是 证 明了 正 整数 表 ? 


理 ， 进 而 世 就 得 平 8 6 的 换 论 3、 失 论 4 一- 关于 除 数 、 、 最 大 公 鸭 
数 、 晤 小 公 倍数 的 式 ， 而 本 所 有 欧 论 证 中 ， 队 了 $4 定理 1 之 
外 ，§ 4 的 所 有 其 它 结论 都 用 不 型 。 相 反 的 可 以 用 推论 3、 推 论 4 
来 证 明 4 定理 2 一 定理 12， 而 且 论 证 更 为 直观 易 仅 ,这 些 请 读者 
目 忆 讨论。 此 外 ， 虽 然 我 们 证 明了 每 个 合 数 部 可 办 一 分 解 为 素数 
的 乘 税 ， 但 如 何 实现 这 种 分 解 ， 特 出 是 大 至 的 分 解 ， 至 今 还 没有 
有 效 方法 。 


习 题 七 

1 证明， 在 整数 集合 了 中 基 主 两 个 更 数 do,ti(in 郑 中 的 战 
大 公约 数 Cuoyt) 的 以 下 五 种 定义 是 等 价 的 。 

(CD 《tosa) 是 auou 的 公约 数 中 的 最 大 的 。 

(站 ) 《toya》 是 aoyta 的 这 样 一 个 公约 数 口 ，p 盖 0 及 对 aya; 
的 任 一 公约 数 d 必 有 41D。 

《证 Cuost1) 是 形 如 tox +ty 的 下 整数 中 的 最 小 的 。 

Ciy》 Cut) 是 85 定 理工 中 的 ax。 

人 》 若 mon 的 素 因 数 分 馈 式 是 


bd 人 Ea La 
Wa= Pilempss, =pileepe® 


定义 GuoyaD = Ps 其 中 5j = min(ayy81)，1<j<s。 详 细 
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论述 这 五 种 定义 的 合理 性 与 特点 ， 以 及 如 何 从 经 一 种 定义 出 发 来 
建立 整除 理论 。 

2. 找 几 本 不 同 的 初等 数论 教科 书 ， 分 析 它 们 是 如 何 建立 整 
除 理论 的 。 - 


$8 符号 [x]，m1 的 分 解 式 


定义 1 设 * 是 实数 ，[x] 表 示 不 超 寺 * 的 最 大 整数 ， 称 为 > 
的 整数 品 分 ， 即 [z] 是 一 个 整数 旦 福 足 
FzJ<x<[z]+1l。 《IT) 


例如 : [1.2]=1, T-1.2]= -2，[3]=3，[ 一 4= -4, 
记 {x}=x-[xJ， 称 为 * 的 小 数 避 分， 由 (1) 知 
0<<{x}<1。 {2) 
x 是 整数 的 充 要 条 件 是 {x}=0。 例 如 
{1.2}=0.2, {-1.2}=0.8, {3}={-4}=0, 
[xJ 和 {x} 是 数学 中 十 分 有 用 的 两 个 符号 ， 下痢 来 列 出 它们 的 
性 质 ， 让 明 很 简单 关键 是 要 学 会 灵活 运用 这 些 性 质 。 
定理 1 设 *:y 是 实数 。 我 们 有 
i) 若 x 志 5， 则 [xJ 志 [yj。 
Gi) 营 x=m+v， 训 是 整数 ，0<<v<1， 则 m= [xJ]， v= {x}。 
特别 地 ， 当 0<z<1 时 ，[xJ]= 0，{2z = 工 。 
《iii》 对 任意 整数 mm 有 : [x+m]=[x]+m，{x+m} = {x} 
{x} 是 周 戎 为 1 的 周期 函数 。[xJj 和 {x} 的 图 形 分 别 见 图 1 和 图 2 。 
Civ》 [xI+ [yD<Ex +yISEx]+[#j+14， 其 申 等 号 有 且 仅 有 
一 个 成 立 。 


Cr) 


~ Cx], XEZ, 


Ce {1, xz 


50 


及 


j] 一 
-am 下 
1 一 
-1 
oo -2 
= 一 |- 
图 1 


y= 


ii 


Griy 对 正 尾数 m 有 [| = [去 ]. 


cyii) 不 小 于 * 欧 最 小 整数 是 
cviii) 小 于 x 的 最 大 整数 是 -了 
tiz) 大 于 * 的 最 小 整数 是 [x] +1。 
Cx) 离 x 最近 的 整数 是 [x +1/2] 和 一 [一 *+1/2]。 当 x+1/2 
是 整数 时 ， 这 两 个 不 同 的 整数 和 x 等 中 当 x + 1/2 不 是 整数 时， 
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它们 相等 。 
《xi》 著 x*2>0， 则 不 超过 x 的 正 整数 二 的 个 数 等 于 [xj， 即 
BB) 1=[x]. 

Cxii) 设 4a 和 N 是 正 整数 。 那么 ， 正 整数 1,2, 六 中 被 整 
除 的 正 整 数 的 全 数 古 [LN /ej。 

证 (Gy 由 [xj 志 x&y<LyJ]+1 即 得 。 

Ci 由 ms<sx< 人 二 1 推出 。 

(Ciii》 由 FFx]+msx+m<([c+m)a1 推 由。 

Kivy) x+y=Txj+LyI+{x}+{y},， 及 0<{fzy+iz<2。 当 
0s{fx})+{tyJ<T 时 ,由 (ii 和 [x+ 所 =[xJ+Lo 当 lLx} + {y} 
<2 时, x+y=[xJ+CyJ+1l+ C(x}+{y} ~ 1)， 出 (ii) 知 [x + yi 
=[xj+[Ly]+1. 

CY) x 为 整数 时 显然 威 立 。x 不 是 歼 数 时 ， 一 x= 一 [x] ~{x} 
= 一 [x]-1+1I-fxj 0<1-{tzy<1， 由 (io 知 成 立 。 

(vi) 由 带 余数 除 丫 知 ， 存 在 整数 9,r 使 得 


Ex]= qm+r, Or<m, 


即 
FxjJ/m= gt+r/m, OSr/m<<1. 
由 此 及 (i) 推 出 [LxJ/m]=4。 另 一 方面 
x/m= [xm+t{x}/m= a+ (x + /m, 

注意 到 0 志 ({x}+ /fm 之 1， 由 此 及 ( 襄 推 出 [x/m]= 9。 所 以 (7) 
成 立 。 

Gii) 设 不 小 于 zx 的 最 小 整数 是 ce ， 即 <- 1<xsa， 因 此 ， 
一 4 过 一 za+1， 记 以 -a=[-xJ]J， 其 a= 一 [一 xJ.。 

GviiiD 和 (Gx) 的 证 明 留 给 读者 ， 方 法 与 (vi 相间。 

(xz)》 离 x 最 近 的 整数 必 在 [x2 升 [x]+1 之 中 。 当 x+1/2 是 整 
数 时 ， 这 两 数 和 x 等 距 、 容 易 验 证 [xj+1=[x+1/2j， 及 [x*]= 
一 [ -x+1/2J]。 当 x + 1/2 不 是 整数 时 ， 若 {x*} 过 1/2， 则 离 * 最 近 


62 


侈 北 数 是 Lx]。 因 x + 1/2=[x]+ (x+ 1/23。0s<fxzj + LV2<E， 由 
QD 知 [xI=[x+1/2J， 若 1/2 二 {x} 之 1， 网 雇 x 最 近 整 数 是 Lx] + 
1. Wx+1/2=[Cxr]+1t+{x} -1/2, 0<{x} -1/2<1, 直 (iD [xl 
+I= [x+l1/3]。 在 x+ 172 不 是 整数 时 ， 由 (5Y) 知 
Cx+1/21= -[ 一 < 一 1 一 1 
= -[-x+1/2-11-1= ~L-*+1/2], 

最 后 一 步 用 到 了 (iii] 。 证 毕 。 

《xi》 由 于 整数 ns<sx 就 是 na 所 [Lz]， 所 以 成 立 。 

《xii》 被 a 整除 的 正 整数 是 ae,2a,3a…。 设 1:2…， 六 中 被 < 
歼 除 的 正 整 数 个 数 为 k， 那 么 必 有 Ka NG-rDe， 即 kN/ 
< 天 +1， 所 以 成 立 。 . 

例 T 平面 上 怀 标 为 整数 的 点 称 为 蓝 点 或 格 点 ， 设 2<xra 是 
实数 ，y = fo (zi<xs 和 xz) 是 非 负 连 竹 。 省 明 : 

(i) 区域 : Qi<rsxro，0<ysf7Cc) 上 的 整 点 的 个 数 


M= > Ty, 


ERT 


这 里 变数 1 取 碧 数值 ， 

《ii 

Er-Lxd<M- DD) fos<0. 

证 先 米 证 明 (i)。 所 说 江 域 上 的 整 点 ， 都 在 这 样 的 直线 段 
上 上; x=n，1SySf (Rn)，n 是 一 浇 足 2 二 PSxa 的 整数。 而 直线 
段 x=n，1 气 y 志 f(D 上 的 整 点 数 就 是 满足 1 志 y 所 13 的 整数 5 的 
个 数 ， 由 定理 I (3 让 ) 知 等 于 [A (DIC 见 图 3)。 这 就 证 明了 CD。 蛆 
小 数 部 分 的 定义 知 

> m= DD fm- > (fon), 


EE ET ET 
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M- > jD=- BD) {fn), C8) 


由 式 (2) 知 
0< DD) {fn})< > 1。 


由 整数 部 分 的 定义 及 定理 Tiz) 知 
2 1= 了 1=[xs]— [xi]。 


iis rzil tin zi 
由 以 上 三 式 就 证 明了 Ciiy)。 当 f(x) 取 不 同 的 函数 时 ， 会 由 此 得 一 
些 有 趣 的 结果 ， 这 将 放 在 习题 中 。 


Hh 
-| 
和 
8 一 一 一 一 一 一 一 
| 


下 面 来 求 91 的 标准 素 因 数 分 解 式 。 车 素数 pln!， 则 由 3 6 定 
理 1 知 必 有 Plk,， 为 某 个 正 整 数 志 nn 另 一 方面 ， 任 一 素数 p 云 
1 必 有 PlNn1。 所 以 ， 由 $6 定理 2 知 n1 的 标准 素 因数 分 解 式 必 
为 

l= pai pss, (4) 

这 电 2= 记 ps <ps 呈 n 是 所 有 不 超过 7 的 当 数 。 这样 ,为 了 
站 出 分 解 式 (4)， 只 需要 去 确定 方 次 数 a; (IT<7ss) 。 

先 引 进 一 个 符号 。 设 大 是 非 负 整数 ， 记 号 
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ak (C5) 
表示 6 恰 狂 a 的 天 次 方 束 除 ， 即 
aklb, ar+tltb, 6) 
定理 2 设 ” 是 正 整 数 ，p 是 素数 。 再 设 c=aCpm) 满 足 
pLn1。 那么 
a=a(pmD= 了 | 态 |， (7) 
pe 
证 式 (9) 有 边 实际 上 是 一 有 限 和 ， 因 为 必 有 整数 x 满足 P* 
Sn<pxri， 这 样 ， 式 (7) 就 是 
En] 
<- 们 [ 坟 |， 《8) 
设 j 是 给 定 的 正 整数 ，j; 表示 ] ,2,-…,n 中 能 被 pi 整除 的 数 的 个 
数 ，45 表示 1,2,…,n 中 恰 被 p 的 7 次 方 整除 的 数 的 个 数 。 迅 
砚 ， 


由 定理 1 (xii》 知 


cj = [nypi]， 
因而 ， 
dy=Ln/pi]— Cn/ptt!], (9) 
容易 看 出 ， 当 ?Kk 时 d=0， 了 以 及 
go=1e dt dot +t+ke di, (10) 


后 者 是 因为 我 们 可 把 1,2,*…,n 分 为 这 样 两 两 不 交 的 Kk 个 集会 : 
第 7 个 集合 由 1,2,…,r 中 恰 被 7?1 台 除 的 数组 成 这样， 第 了 个 
集合 的 所 有 数 的 乘积 恰 被 p 的 i，4) 次 方 整除 ,由 此 即 得 式 (I10) . 
进而 ,出 式 (9) 及 10? 就 推出 式 58) (注意 ，[nypxr = 的 证 毕 。 
推论 5 设 # 是正 整数 。 我们 有 
n1 = Tre"?™, (11) 


pan 


这 里 连 乘 号 表示 对 所 有 不 超过 于 的 素数 求 积 ，aCn,) 由 式 (7) 给 
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出 。 
推论 3 可 以 由 定理 2 及 一 开头 的 讨论 立即 推出 ， 此 外 显然 有 
PDEAps nN) pi (12) 
例 2 求 201 的 标准 素 因数 分 解 式 、 
不 超过 20 的 素数 有 2,3,5,7,11,13,17,19. 由 定理 2 知 * 


:201 ja0; 1201 [201 
oC2,20)=13 + + | + [8 
=10+5+2+1=18. 
a(3,20) = 22; =6+2=8. 


L131 


720 ‘201 


a(5,20) = | 8 -4 oT,20)=, 生 !=2. 


2 ， 
acll,20 = 和 = 1. al13,20) = [下 = 1。 
| 


了 1131 
20 ro 
ol17,20) = | 名 | = |， at19, 20) = | 名 | -1! 


所 以 ， 
201 =2% .3 0.5.72+11*13°.17:19. 
例 3 20! 的 十 进位 表示 中 有 多 少 个 零 ? 
这 就 是 要 求 正 整数 kx， 使 10x120!。 由 上 例 知 克 = 4， 即 是 5 
的 方 次 数 。 所 以 结尾 有 四 个 零 。 
例 4 设 整数 4aj>>0《1 魏 / 委 s ,=a+a++ar， 证 明 。 
naitarlas1l) 是 整数 。 
证 用 定理 2 的 符号 ， 只 要 证 明 对 任意 素数 p 必 有 
QPAIDEapP MY + ap, a + ee 十 Ga) 
而 由 式 (7? 知 这 可 以 从 下 面 不 等 式 推出， 对 任意 1 有 
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了 Qs as 
[> | + 
得 n=Q+"…+as 及 定理 1 (Civ) 知 上 述 不 等 式 成 立 。 证 毕 。 
熟知 ， 可 用 排列 组 合 方 法 来 证 明 nkal…asD) 是 整数 ， 它 
称 为 是 多 重组 合 数 ， 这 里 用 数论 方法 给 了 一 个 新 证 明 。 特别 当 
$s=2 时 ， 证 明了 
全) nl n(n 1 (nat+1) 


Tal aDr el 


(13) 


是 整数 ， 这 就 是 说 ，&1 个 相 邻 正 整数 的 乘积 可 被 a1! 整除 ， 旨 区 
立即 得 到 
的 论 4 m 个 相 邻 邓 数 的 乘积 可 被 mt! 整除。 
应 该 指出 ， 例 4 是 一 个 简单 情形 。 在 习题 八 第 29 题 中 ， 要 证 
雪 nt1 Gm)"*] Ce。 这 等 价 于 要 证 明 对 任意 的 素数 p 有 
QP MA ap ny tn on,m), {14) 
但 这 里 mnt+ mt 二 坝 ( 有 个 以 )， 我 们 不 能 证 明 对 每 个 1 党 
工 必 有 


HE Tn ] 
[> 太 ] “他 
区 而 不 能 用 例 4 的 简单 办 站 来 证 ， 而 要 直接 证 明 式 14 成 立 。 具 
体 论 证 见解 答 。 当 然 ， 这 结论 可 用 排列 组 合共 来 证 ， 而 且 上 比较 简 
单 ( 留 给 读者 )。 
习 题 八 
1 没 a 必 是 整数 ，a>1， 2 =9a+r，0<r<a， 证 明 ， 
9=[bye]，r=afb/a}。 
2. 设 4,b 是 整数 ，4 写 1， =qae+nmn 一 aassr<a/2。 证 
骨 : 
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3. 证 明 ， 对 任意 下 实数 x,y 有 [xyJ 裕 [x 了 y], 试 讨论 {xy} 
和 {x}{y} 之 闻 会 有 怎样 的 关系 。 
4 证明: 对 任意 实数 x 有 [x]+[x+1/2j=[2x]。 
5. 证 明 ， 对 任意 整数 n 之 2 及 实数 x 有 
LxJ+Cx+i/nlt* + [x+ Cn 1)/n]= Cnx], 
8， 设 赔 严 是 整数 ，n 关 11。 证明: 


上 |， nt mt 


[a et 


7 车 [x+y]=[xI+fyj, -x~y]=[ 一 x]j+[~y] 同 时 成 
立 ， 则 *,y 必 有 一 个 是 整数 。 

8. 证 明 ， 对 任意 实数 *,y 有 

Lx-yj<[xI-[y lLr- yi+1. 

9. 证 明 ，(CD 对 任意 实数 0,8 有 E24]+[28] 之 [a] +[B] 
+ Ea+#I。 但 不 一 定 有 [39] +538] 之 [ej]+ [8B]+[29 +28] 成 并 

(ii) 设 m,n 古 正 整数 。 对 任意 实数 0,8 有 

[emtrn)al+Lem+n Bim + [melt+Lnr + np] 

成 立 的 充 要 条 件 是 抱 =n， 

10. 试 决定 对 怎样 的 实数 x 有 下 面 的 等 式 成 立 : 

(Ci》 [x+3]=3+xs Ciiy Ex]+[FxJ=[2x 了 5 

Ciiiy [1tx]=115 (ivy) Cl1lxj = 10 

Cv) Lx+1/2j+[x—1/21=[L2x]. 

11， 证 明 : 对 任意 实数 x,y 有 {x+y} 扩 {xX} + {9}。 

12， 设 Hl 表示 实数 * 岚 最 近 整 数 的 距离 - 这 出 ， 

i) dx| =minCfr},1— {x})s 

Gi 对 任意 整数 症 有 |x+nE= xl 

Ci) lxl = -xls 

Ciy》 Ix + yh + ly 


ES 


Cw) Bx- ylxi yls 

(vi) 画 出 yz 1x| 的 图 形 。 

13。 设 冉 是 正 竹 数 。 证 明 ， 

人 GD 2m + 3 Dm 

《ii Lm rr mt j= Lm + mr+a]。 

14. 设 0<0xcl 是 实 灼 于 二 是 正 整 数 。 再 设 

| 0 ， 妆 [n 的 =[Cn 一 1)8]， 
1， 其 它 情 形 . 

-征明 :， ol + +an=[na6]。 

5， 设 mw, 是正 整数 ，(m,n) =1. 证 明 : 

Ci》 在 以 华 标 为 10,0}, {10, 吉 }，{r,0} fm) 为 顶点 的 矩形 内 
部 有 (m - 1) Cn - 1 个 整 点 ; 


Re 
GD 如 [加]|= 导 m-Dn-D. 


16. 设 m,n 是 奇 正副 数 ，(m,n) =1， 证明 


17. 设 实数 C>0。 籽 是 区 域 ，*>0，y>0，xysC 上 的 整 


GD M= BI§] 
- 
Gd M=2 3 [EF] -FEv5395 
1 


GY) 分 唱 利 用 GD ,GD 给 出 计算 敢 的 近似 公式 。 
弄 ， 设 实数 R> 0， 闻 是 区 域 空 + 虹 生 居于 的 整 点 数 。 证 
G9 


其: 

人 M=1+RI+4 DB) LV Ri-s]y 

Ci) M=1+4[RJ+8 了 [ER -ss -4CRAA3]:。 

eer 

19. 求 2,3,6,12 及 70 整除 6231 的 最 高 方 窒 

20. 求 1201 的 十 进 制 表 达 式 中 结尾 有 多 少 个 

21.，$ 8 的 式 (7) 当 7 是 合 数 时 成 立 玛 ? 举例 说 明 。 

22. 求 321 的 类 因数 分 解 式 。 

23. 设 p 是 素数 ，" 是 正 整数 。 

Ci 求 ?1C2mD11 中 的 6 的 计算 公式 ， 这 里 

(2 51 = C2 (2n 一 2) 23 
Gi) 求 pf 有 C2n 一 1)1! 中 的 了 的 计算 公式 ， 这 旦 
C2n—1)11 = (2n—1) (2n— 3)"1, 

24， 用 例 4 的 方法 征明 rn!1Cr 一 DD11 (C27 一 2)1. 

25. 设 4,b 是 正 回 数 ，(4a,8) =1。 再 设 2 是 一 实数 。 证 明 ， 
若 ap,pp 是 整数 ， 则 也 是 整数 。 

26. 设 o 忆 是 正 改 数 ，(a 纪 =1.、 证明 ; alb1ll(ta+tb 一 D1。 

27. 设 acpm 由 88 定理 2 给 出 ,证 明 ; ep:m<nACp 一 1 - 

28. 证 明 ， (2) 1/Cn1)? 是 情 数 。 

29. 设 m,n 是正 整数 。 证明: ntlCGn19?| Cnn 4。 

80. 设 a, 是 正 整数 。 证明: a181(a +5)!t| (C20 141025)1。 

31. 求 组 合 数 ( ，),( 了 )，…,(,， |) 的 最 大 公约 数 ， 

32. 设 p 是 一 个 给 定 的 素数 ， 证 明 ， 一 定 存 在 正 整 数 4。， 使 
对 任意 的 正 整 数 n ， 不 可 能 有 phn!。 试 提出 一 个 决定 所 有 这 种 
a 的 方法 。 

338、 设 正 站 数 7 的 p 进位 宕 示 是 : 


由 


记 


n=a0+aD+ "taxpk, 
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Oa, <p, 0<1<z -1，1<a<p， 
证 明 ， GD ay = [np 说- [aypiri]， 0SJSxc (Gi) 车 Pp 是 素数 ， 
apsn) 四 88 定理 2 给 出 ， 则 


-A 
npsn) = a 一 ae 十 本 十 十 Ge 


34. 设 n,a,b 是 正 整 数 。 证 明 ， 
nlp ala tb) a+ (Cn ~ 1)5), 

35. 设 e 是 正 实 数 。 再 设 an = [mgkI 二 oa，m=1T 2 pn 一 
[n+ea- 0]， 2=1 2，……。 证 明 ， 这 些 数 师 两 不 相等 ， 有 上 且 愉 好 给 
出 了 全 体 正 整数 的 充 要 条 件 是 " 是 正 无 理 数 。 

36. 设 a,8 是 正 实数 再 设 an=[no], n=1,2,*%# bn 一 
[0n861.。 n=1,2,'"…。 证 明 : 这 些 数 两 两 不 相等 ， 有 日 恰好 给 出 了 全 
体 正 整数 的 充 要 条 什 是 ，4,8 为 正 无 理 数 且 满 足 


1 
8 =1. 


十 


el 
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第 二 章 不 定 方程 CI) 


变数 为 整数 的 方程 称 为 不 定 方程 。 不 定 方程 是 数论 中 的 一 个 
十 分 重要 的 课题 。 本章 讨论 能 直接 利用 整除 理论 来 判断 其 是 否 有 
解 ， 以 及 有 解 时 求 出 其 仿 部 解 的 最 简单 的 不 定 方程 , 即 $1 中 的 一 
次 不 定 方程 ，3 2 中 的 不 定 方 笋 + 妨 = 2 一 一 这 个 不 定 方程 与 
边 长 为 整数 的 直角 三 角形 的 性 质 有 密切 关系 。 在 $ 2 中 利用 研究 
陪 二 办 = 2 的 方法 还 讨论 了 几 个 与 此 相关 的 简单 下 定 方程 。 


1 一 次 不 定 方程 


设 整数 >>2，o,el ax 是 整数 且 max 都 不 等 于 零 ， 
以 及 x1,-" xk 是 整数 变数 ,方程 
HL ee + dpXp=0 {1> 
称 为 元 一 次 不 定 方 程 ，41,…,ax 称 为 它 的 系数 。 
， 定理 1 不 定 方程 U) 有 解 的 充 要 条 件 是 (a,,…,ax)1c。 进 
而 ， 不 定 方程 ) 有 和 解 时 ， 它 的 和解 和 不 定 方程 


a 四 
揭 解 相同 ， 这 里 9 = (ar ak) 
证 “必要 性 显然 若 9lo， 设 “= gc。 由 第 一 章 S$4 定 理 13 
知 ， 必 有 整数 .0，,… ,yk.o 使 得 
EVD te tar = I. (3) 


因此 x = ego，z=cagkeo 即 为 (1) 的 一 组 解 ， 这 就 证 明了 充 
分 性 。 由 于 (1) 有 解 时 必 有 9g1e， 而 这 时 不 定 方程 (1) 和 (2) 是 闻 
一 个 方程 ， 这 就 证 明了 后 一 结论 。 
定理 2 ” 设 二 元 一 次 不 定 方程 
72 


ax + aaxrs = 《人 


有 解 ，x1.o,xz, 是 它 的 一 组 解 。 那 么 ， 它 的 所 有 解 为 


0 
Ht a 0; 土 1, 土 2 C5) 
t= 1 oo 
， 罗 : 土 1, 十 2， 
cn 


证 容易 直接 验证 由 式 (5) 给 出 的 x,x。， 对 所 有 帝 数 :都 满 
是 不 定 方程 (4)。 反 过 来 ， 设 x1,xs 是 (4) 的 一 组 解 ， 我 们 有 


”A 十 人 2X2 C=0 X90 + A2Xz,0, 


进而 有 
0) = — aas — Xa,0), 
a as 
ara 0 = a X20) » 


aot 


国 (a "5) = 由 第 一 率 4 定 理 11 知 x 5 Vaan 


进而 由 以 上 两 式 得 x x.o = ~ a), 这 就 证 明了 zasxs 可 表 为 


式 (5) 的 形式 . 证 毕 . 

例 1 R01 的 全 部 解 。 

解 容易 看 出 ，(10.7) =1， 所 以 方程 有 解 。 由 视 察 法 可 得 
X10 三 1，Xz,0 = 一 1 是 一 组 特 解 。 因 此 全 部 解 是 

=1-7t, x i110t, {=0,+1,++2,, 

例 2 阔 18x1+24xs=9 的 和 解 。 

解 由 (8,24) =619 知 无 解 。 

求解 不 定 方 程 (4)， 必 需 (i) 求 出 最 大 公约 数 9 = (aiyaz) ,并 
判断 是 否 有 gic; (ii)》 洪 glce， 如 有 解 ， 则 设法 去 求 出 一 组 特 解 
xioyxao 下 面 我 们 通过 具体 例子 来 介绍 一 种 判定 方程 是 否 有 解 、 
及 求 出 其 解 的 直接 算法 。 这 种 算法 对 >>2 的 情形 也 适用 。 
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例 5 求 907xr+731xrs = 2107 的 解 。 


解 
| 
xs = 331C -907x, +2107) i Ye 二 
1 | = -CC-258+781xe) +3 
x stl | 
3 ] + C62 - 176x6) 
~ (~ 170x, -86) | =323 -907xe 
1 ; 
“i31176*, ~ 866) € 20| 
1 , 
T1176 731xs = 86) 和 二 一 《Xe 十 


三 一 4(62 一 I79xe》 
+(—10+27x6) 
一 258 + 731xs 


+ 
= dx 17176 27x, 
—86) 


1 
YT 1 -27xs -8 EZ 


i 
1 
1 
Ys 27(— 176x, — 86) | Xs= 一 7Txe 一 3 十 Xs 
= 7x : -7( 一 10+27x6) 一 全 
< 
! tC~-5+13r,) 


62— 176x, 


Il 


tartl3x, — 5) 上 


27 


上 


1 
xs 二 及 (13x, -5)EZ i! 


X= C27xs + 5)/13 Xs = x5+ Xe 


=2x, tr Cxs +5)/13 | =2C—5+13x6) + x 
X= Cxs+ /13EZ | = ~ 10+27x, 
xs=19xs—5= -5+13x6 


这 样 就 求 出 了 金 部 解 ， 


名 这 是 一 个 新 的 不 定 方程 。176zi +7317， 一 - SG- 把 原 冰 关于 *irza 的 不 定 方 
程 转化 为 关于 =tvxt 的 不 定 方程， 上 其 系数 绝对 值 比 原 方程 小 。 下 测 就 是 反 复 这 样 
做 。 
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Xi= —258+731xe, xe=323 一 907xe， xe=0,+1,+2,., 


细心 的 读者 不 难 发 现 ， 这 种 解 不 定 方程 的 算法 实际 上 是 对 整 
个 不 定 方 程 用 驾 转 相 除 法 ( 见 第 一 章 $ 5)， 依 次 化 为 等 价 的 不 定 
方程 ， 直 至 得 到 有 一 个 变 元 的 系数 为 上 1 的 不 定 方程 为 止 (在 上 例 
中 是 xs 一 13xe = - 5， 这样 的 不 定 方程 是 可 以 直接 解 出 的 《这 里 
是 xs= 一 5+13xe，xe=0, 圭 1], 二 2,*m)。 再 依 钦 反 扒 上去， 就 得 
到 原 方程 的 通 和 能 为 了 减少 运算 次 数 ， 在 用 带 余数 除法 时 ， 我 们 
总 取 绝 对 最 小 余数 。 如 果 不 定 方程 无 解 ， 则 在 施行 这 种 算法 时 ， 


到 对 一 步 就 会 直接 看 出 ， 下 面 米 举 一 个 例子 。 
例 4 求 117x:+21rs=38 的 解 。 
解 


z= 让- lx + 38) 


1 


= 一 6x+2+ 订 


(9x1 一 上， 
1 
Xa 310%1— 4) EZ, 
1 
(21z3 十 他 
1 
“2xs+ 日 (3xa 二 47， 
1 
X= (3X3+4) EZ 


1 


1 
Xs = 9x 4) =3x4—1— 了 


最 后 一 式 表 明 ，xs,x4 不 可 能 同时 为 整数 ， 所 以 不 定 方 称 无 多 。 
下 而 来 举 一 个 用 这 种 算法 解 三 元 一 次 不 定 方 程 的 例子 。 


例 5 求 15x1+10xs+6x,=61 的 爹 部 解 。 - 
解 xs 的 系数 的 绝对 值 最 小 ， 我 们 把 原 方程 化 为 


zs = -15x 10x +61) 、 


-az -xs+l0+ 间 (-3ri+2xe+D， 


DE 


用 类 位 办 靶 得 
Xs = 羡 (6xi+sx 一 1 
1 
一 Sx4 二 XI 十 A 1 
1 
Xs DEZ, 
解 得 


Xi1=1+2xs, Xs=0, 土 ], + 2, , 
反 推 上 去 依次 解 出 
Xs = Ix txt+xs =1 + Itt SXey 
xyxs=0: 土 jy 土 2,…- 
Xs= -2x1— 2X + 10+ x 
=6— 5x,— 10xs, 
XasX6=0, + +t2, +。 
这 就 得 到 了 原 不 定 方程 的 通 解 ， 其 中 含有 殉 个 参数 *txs。 
下 面 的 定理 表明 ;， 一般 的 上 元 一 次 不 定 方程 可 化 为 解 由 k 一 
个 二 元 一 次 不 定 方程 构成 的 方程 组 ， 县 它 的 道 解 中 恰 有 一 1 个 
参数 。 
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定理 5 没 9=a， gs= (91;02) 一 (zlyaz)， 093 = (C91,43) = 
(aig) k= (9k-iyak) = (airar)。 那 么 ， 不定 方程 
(CD) 等 价 于 下 面 的 有 2{K -了 个 整数 变数 Xe- 
5 -1 工 个 方程 的 不 定 方程 组 * 
| Grd apTk EO, 
) St-eye-e Fag-iXk-1 = Gk-1Vk-1s 
ees a C6) 
aye + Gaxs = abay 
| ix + Gaxa = ado, 


当 方 程 (12 有 解 时 ， 它 的 道 解 出 有 -1 个 参数 的 线性 表述 式 给 
中. 

证 先 来 证 等 价 性 。 若 1,… ,xk，y,*… ,yp-1 是 方程 组 (6》 
的 解 ， 则 显 见 zy…cx 是 (1 的 解 。 友 之 ， 若 xwzx 是 (D 的 
和 解 ， 则 取 

了 一 Cam ttajr)), 2EIEK—1, 
显 见 ，y; 是 整数 , 且 rzk，yegx-z 是 (6) 的 解 .由 定理 1 
容易 看 出 ,方程 组 (6) 的 第 一 个 方程 和 方程 (1 一样 ， 有 解 的 充 
要 条 镍 是 gx1c。 而 (6) 的 其 余 的 方程 ， 当 把 y; 看 作 参数 ( 取 整 数 
值 ) 时 ， 每 个 变数 为 y)-1，*; 的 二 元 一 次 不 定 方程 
Od tari= gy 《7) 


总 是 可 解 的 也 ， 这 里 了 依 此 取 天 一 1 和 2。 一 定 可 以 找到 82 
Ye 使 
4 

gy- ta p= 9, C8) 
这 样 yy929159;x! 就 是 (7 的 一 组 特 解 ， 由 定理 2 知 ，(7) 的 遂 
解 是 
To 这 里 当 了 m2 时 ， 规 定 zl yi 
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好 Ji- 
Bj = y+ i xy =x — ts 《9 
i 


ji=0, +1, to (Qf 1). 


当 ( 有 解 ， 妈 gx1c 时 ， 方 程 组 (6) 的 第 一 个 方程 可 解 ， 且 由 害 
理 2 知 ， 其 通 解 是 Cys- 0,Xpw 研一 组 特 解 ) 


pg Gg-1 
= Yk tte Xj = XE,0 4 
Yk- kt Ge itts XT Xk0™ gr tk- C10) 


te-1=D,+1, 土 2,***。 


式 (10) 已 经 给 出 了 yx-! 和 xx 的 参数 十 -1 的 表达 式 @ .由 gx-1 的 
参数 表达 式 及 式 C(9) (7 =k 一 了 可 得 到 yx-z 和 xx-1 的 参数 二 -1 
4-2 的 表 还 式 ; 进而 由 5。-s 的 参数 表达 式 及 式 (9) (7 =k 一 2) 可 
得 到 ye-s 和 x*4-s 的 参数 名 -0 不 -atkr-s 的 表达 式 : 依次 就 得 到 
Vit 和 Xj 《j= 一 3,,2) 的 参数 杯 -1，… ,tj-1 的 表达 式 ， 这 就 
给 出 了 方程 组 (6) 变 元 oz， 加 er- (注意 X= 加) 的 通 
解 公 式 ( 为 什么 )， 共 中 有 天 -~ 工 个 参数 下 不 -1。 显 见 ， 共 中 的 
一 部 分 一 -xx 的 参数 表示 式 就 给 由 了 不 定 方程 1 的 通 解 
公式 (为 什么 ) 。 证 毕 。 

于 本 仍 以 例 5 为 例 ， 说 明 如 何 用 定理 3 的 方法 来 解 到 2 
元 一 次 不 定 方程 。 

例 6 或 15xi+I0za+6xrs=61 的 解 。 

和 解 ” 用 定理 3 的 方法 来 解 。41=15，aa=10，as=6。 所 以 
=15，92 一 《15,10》=5，gs= (5,6) =1。 因 此 这 不 定 方 程 等 价 
于 4 企 变数 ， 了 两 个 方程 的 不 定 方程 组 : 

{ Sya t+ 6xa = 61, 
15xi + 10x2 = 5y2, 


15x1 + 10xs = 5gs 的 通 解 是 
人 D 这 里 所 说 的 参数 表达 式 部 是 线性 的 ， 下 网 。 
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Xi= ya to Ka= yi, 0 十 1 

5y: +6xa= 61 的 通 解 是 
ya=5+6ts, xa=6—-5ts, fa=0,tl,"", 
消去 yi 就 行 到 原 不 定 方程 的 通 解 : 
xi=5+2 +6t X= —5— dt-6t, Xs=6~ 5f2, 

tt =0, +1,"", 
欧 渍 个 通 解 公式 ， 可 以 发 现 含有 的 参数 个 数 都 是 两 
< 不同 ， 送 是 由 于 所 用 的 解法 不 同 
在 习 晤 中 讨论 。 
方程 组 的 问题 ， 允 这 一 
的 知识 ， 这 里 不 作 进 一 
的 读者 可 参看 文献 [2],[4]. 

下 面 我 们 米 讨 论 当 二 元 一 次 不 定 方程 (9) 可 解 时 ， 它 的 非 负 
解 和 正解 问题 。 由 道 解 公式 (5) 知 这 可 归结 为 去 确定 参数 二 的 值 ， 
使 fyaza 均 为 非 负 或 正 。 显 见 ， 当 atyas 异 号 上 时 ， 不 定 方程 (4) 可 
解 时 总 有 无 穷 多 组 非 负 解 或 正解 。 所 以 ， 只 要 讨 论 st,as 均 为 正 
的 情形 。 先 来 讨论 非 负 解 。 

定理 4 设 a,41 及 5 均 为 正 整 数 ，(41,42) =1。 郑 么 ， 当 
ca -aa 时 。 不 定 方 释 (42》 有 非 负 解 ， 解 数 等 于 [e/ (44103) 
或 Leytaiat)]+1， 当 o=aas- 和 -aa 了 时， 不 定 方 得 (4 没有 非 负 
解 。 

证 ”由 于 (a14z) = 41， 所 以 方程 (和 ) 必 有 了解。 设 x1,0,xz.o 是 方 
程 (9 的 一 组 特 解 。 用 通 解 公式 《四 知 ， 所 有 非 负 解 x1,xs 由 插足 
以 下 条 件 的 参数 i 给 内: 

一 xyazsStsSxaoyaty 


由 此 及 [x2 的 定义 、 第 一 富 38 定 理 1 (* 记 知 ，- 上 式 即 


丝 较 得 习 
个 ， 但 具 作 的 志 示 形式 却 有 很 
i 桓 实质 上 是 一 
晶 3 已经 涉及 比 


— Lxy.o/22 Et La,0/41], C11) 
因此 ， 方 程 (4) 的 非 负 解 的 组 数 
No=[xio/asd + [xa.o/ad +1, C32) 
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由 此 及 第 一 章 8$ 8 定理 1 (iv) 推 得 
Fxloyaa + xe.0o/ar JEN Ext.o/ ts + xa.o/ar] + 1, 
且 上 式 中 等 号 有 且 仅 有 一 个 成 立 。 岂 于 xt.0,*z.o 是 特 解 ， 所 以 


Xio/ a + Xz,0/01 = (ara2). 


四 以 上 两 式 得 
No=[e/ (ayaz)] 或 Ce/ (aas)]+1. 
当 e>>aias 一 al 一 as 时 
工 La - 1/as<e/aas = x1,0/42 + Tw0/a 
= [xi0/aa) + {xio/ 42} 上 [xzo/at] + {Xa,0/ 1} 
所 [xloyas]+[xaoyat] + Ca ~ Dfar 
+ (as ~ 1) /as, 
最 后 一 步 用 到 了 对 正 整 数 7,mw， 必 有 {m/n} 志 (rn 一 1)/n。 由 此 村 
得 
Tx/ 4a] +t [xa,0/ a> — 1, 
进而 由 此 及 式 (12) 蕉 出 No>0， 即 这 时 必 有 非 负 解 。 
当 c=ai4s 一 aaz 时 。 若 有 非 负 解 xxa， 则 有 
Q(x 十 1》+ azgKxa +1) = alaey (18) 
由 此 及 (eaz) = 1， 利 用 第 一 竟 8 4 定理 11 可 得 
ci[xs 二 1。 aslxl 十 1]。 
由 于 xi 关 0，xe 芒 0， 所 以 必 有 各 二 1 衫 四 袜 1，x dc 之 1。 贞 
此 及 式 (13) 推 出 


i 


但 这 是 不 可 能 和 的。 所 以 ， 当 =a4s -a1- as 时， 方程 (43 没 有 非 
负 解 。 定 理 证 和 毕 。 

下 面 米 讨论 正解 。 

定理 5 设 41,4 及 6 均 为 下 整数 ，(a1,4.)=1。 那 么 ， 当 
o>q42 时 ,方程 (4 有 正解 ， 解数 等 于 ~[-c/(414w)]~1 或 
[ce/ laaz)]; 涩 c=a10s 时， 方程 (4) 无 正解 . 

证 由 于 (a1,62) =1, 方 程 (4) 必 有 和 解 。 变 x1.o,xa,o 大 方程 (4) 
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的 一 组 特 解 。 儿 通 解 公式 (5 知 ， 玉 有 正解 ssxe 由 满足 以 证 条 件 
的 参数 圭 给 出 
一 ztayaa<t xo/ a, 


出 此 及 第 一 章 8 8 定理 1 的 (Yi) 和 (ix) 知 ， 上 式 妓 


[-xuo/es]+lsts 一 [一 real 一 1 C14) 
因此 ， 正 解 的 组 数 
Ni= -[-xztua/ao] 一 [一 xaoai] 一 1 (15) 


由 此 及 第 -- 章 88 定理 1 (iv) 推 得 
—[—xofas— Xoo0/a -EN -CL-X,0/0s — a0/41], 


由 于 X10,*2w 是 和 解 ， 所 以 
一 Xia/as — Ka/ = 一 /Calas)。 
出 以 上 两 式 即 行 
和 N=-L-e/A(aaz)]~1 或 -5 一 ce/aias)]。 

当 ceaas 时 一 工 - 2/ (aiaa)] 六 2, 因 此 NI 即 必 有 正解 。 当 = 
waz 时 ， 若 有 正解 xxa， 则 洗 

QiX1 十 GaxXa = LA2y 《167 
由 此 及 (aisas) = 1， 利 用 第 一 帝 $ 4 定理 I1 可 得 

as|xi, ax 
了 由 于 2 裤 1，za 衬 1， 所 忆 必 有 关 关 ea 莹 1，x 六 al21 下 此 及 式 
(16) 推 出 
Qf 2aliae。 
但 这 是 不 可 能 的 、 记 以 当 c= aaz 上 肝 ， 方 程 (4) 无 正解 - 证 毕 ， 
应 该 指出 : 方程 (4) 有 正解 的 充 刁 条 件 是 方程 
如 1 区 sXe = — 1— Ao 
解 。 困 此 ， 定 理 4 和 定理 5 只 要 证 明了 一个 就 能 推出 另 一 
个 ， 评 细 的 论证 留 给 读者 。 此外， 这 两 个 定理 中 的 解数 公式 (127 
和 (C15) 在 一 些 情况 下 比 定理 中 的 结论 更 有 有用， 当然， 这 需要 先 找 
出 一 组 特 解 ( 并 不 一 定 要 是 非 负 解 或 正解 >。 下 面 来 举 几 个 例 。 
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例 7 求 5o+3xs= 52 的 全 部 正解 。 
解 y=8，xs=4 是 一 组 特 解 ， 由 式 (5) 和 (14) 知 全 部 正解 
是 : 


Xi =8+t, Xo—=1~— 5t, 
-2=[-8/3]+1<t-[-4/53~- 1<0, 
新 以 共有 三 组 正解 ，8,4; 5,9; 2,14， 容易 看 出 X=0 或 Xi=0 
都 不 可 能 是 解 ， 因 此 这 也 是 爹 部 非 负 解 。 
例 8 证 明 : 101x1+87xs==3189 有 正 贞 产 解 。 
证 这 里 e=3189 一 aias = 101,37， 所 以 从 定理 5 药 结论 币 
能 确定 方程 是 否 有 正解 (当然 可 推出 至 多 有 一 个 )。 因 # 


邯 方 程 恰 有 一 组 正解 。 请 读者 站 已 去 求 出 这 组 正解 。 
剑 9 鸡 仿 一 ， 值 钱 五 ， 鸡 层 一 ， 秆 钱 三 ， 鸡 维 三 值钱 一 。 
下 钱 买 百 灼 。 问 鸡 编 母 锥 各 几何 ? 
解 ”以 xxzayxs 分 别 代表 鸡 仿 ， 鸡 母 ， 维 鸡 的 数 日 ， 出 条件 
可 得 下 面 的 水 定 方程 组 
{ 5x) + 3xs + Xef3 = 100, 
Xt Xx2+xa= 100, 
我 们 要 求 这 不 定 方 程 组 的 非 负 解 。 消 去 xs 可 得 
Tx1 + 4xa = 100, 
先 求 这 不 定 方 狼 的 非 负 解 。* = 0，xs = 25 是 一 -组 特 解 。 由 式 (5) 
及 定理 4 知 ， 它 的 全 部 非 负 解 是 : 
Ki=0+4t, xz 一 25 一 ?4 
Y= - [0/4j<t<[25/7] =3 
即 是 0,25; 4,18; 8,11; 12,4。 因 此 所 买 的 鸡 的 各 种 可 能 的 情 
形 起 下 表 ， 
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| 
| | 0 4 8 12 
| EN 25 18 11 4 
zs 75 78 81 84 


例 10 求 15x1+10xs + 6xas = 61 的 全 部 非 负 解 。 
和 解 ” 帕 例 6 知 通 解 公式 足 
Xi=5+2t+6t, Xs = 一 5 一 338 一 8Gtay xs=6— Sie 
所 以 给 出 非 负 解 的 ,tz 是 
5+2h 60， -5-34-6ts>0， 66-520, 


册 此 得 
— 5/3—2th -5/2 一 3ta， te<<6/5. 


迁 醒 有 

~—5/6<tsE6/5, 

所 以 t=0,1。 容易 算出 急 =0 时 ,下 = 一 23 t=1 时 , = 
下 此 其 通 狠 公式 求 到 所 有 非 负 解 是 ， 

- 1,1,6; 3,1,1; 1,4,1, 


的 通 解 公式 也 可 得 到 同样 的 红果 、 


习 题 一 
1， 求解 以 下 方程 ， 
(iy 3xi 十 5xa =11s (iiy GO0x + 123xa = 253 
Ciii) 803x + 731x = 11063 Civ》231x + 35x2 = 983 


Cv) 1402x1 - 1969x2 = 2。 
2. 求解 以 下 方程 : 
{i xi 一 2xa 一 3x 一 了 5 《ii) 3x1 +6x2— 47x,=73 
(iiiy 6x1 + 10xs— 21x, + 14x4= 1。 
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3. 求解 不 定 方程 组 : 

(1) x + ox + 8x =7, 2xi— Sx +29x,=118 

《ii》 3x1 + 7x2 =2, 2xr ~ 5xs+ 10x,= 83 

Ciiiy xz 十 xx， Xs={x1 +t x)/2 

iv) x+xs+xo=94， x+8Bxz+50x =87; 

CY) xi 二 ya+xs 一 99。 xi+Bxs + 21x, = 100; 

(vi) x14 xs + xs tx = 100s Xl +2X2 + BXs + 4xs = 300, 

Xi1+ dxa + 9x3 + 16x = 1I000。 

4. 设 Ca,8) = 1， ?为 整数 . 证明， 在 平面 直角 坐标 系 中 以 
az+ 妈 =2 为 方程 的 直线 上 ， 任 一 长 度 宇 (a? + 如 15 的 线段 上 ( 包 
括 端点 ) 必 有 一 点 ， 其 坐标 为 整数 。 

5. 证明 ; axt+axrz=e 的 通 解 为 =e+ 产 和 一 9 有 
二 0: 土 1 王 2 《其 中 :79 和 为 整数 ?的 充 取 条 件 是 xz: = exa = 
2 是 解 ， 以 及 子 = az/(aisas) 沁 = 一 ai/(aiyaz) 或 上 = -as/(alyas)， 
h=a/(a1, a2), 

6， 设 <h。 我 们 把 不 定 方程 组 :ajyxi + +apjyxk = Cj 
1 二 7 二 h， 写 为 捧 阵 形式 


二 


其 中 矩阵 4= (ai 1 是 环行 天 列 。 设 工 是 元 素 均 为 整数 的 上 阶 扎 
跨 ， 行 列 式 等 于 土 1， 以 及 4 ,… ,di 是 整数 。 皇 设 


Wa) 


证 明 : 原 不 定 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 ， 不 定 方程 组 


< 站 区 
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有 解 , 

7. 在 $1 定理 3 的 符号 下 ， 证 明 : 

《Ci 1 的 不 定 方程 (1) 等 价 于 不 定 方程 组 ; 

1X1 + doxs = Gazy Gas tt BaXatt 

(证 》 对 任 一 取 定 的 2 和 hk， 1 的 不 定 方程 (1) 也 等 价 于 不 
定 方程 组 : 

MX 二 二 

《证 )》 xi Xk 是 不 定 方程 (1)? 的 非 负 解 《〈 或 正解 ) 的 充 要 条 
件 是 xwzx ，39 是 5) 中 的 不 定 方 各 组 的 非 仙 解 〈 或 正 解 间 

Civ》 xsxx 是 (1) 的 非 负 解 《 或 正解 ) 的 充 灼 条 件 是 xm， 
x Vs 3gx -1 是 定 间 3 中 的 不 定 方 程 组 的 非 伯 和解 (或 正解 》; 

CY) 由 (i7) 提 出 一 个 求 不 定 方程 (1) 的 非 负 解 (或 正解 》 的 
方法 ， 并 用 以 求 出 1 例 5 的 不 定 方程 的 全 部 非 负 解 。 

8. 求 以 下 方程 的 全 部 非 负 解 、 全 部 正解 。 

(Ci) 5xl 十 7xa 一 415 《ii) 96xk + 97xs = L000, 

Citiy Tx +3xs=1235 Cir》 15x1 + 12x2 + 20xa = 59。 

9， 有 大 学 本、 中 学 生 和 小 学 生 共 20 人 去 公园 ， 大 学 生 门 村 
每 人 3 元， 中学生 每 人 2 元， 小学生 每 人 5 角 。 门 票 线 共 20 元 ， 
问 大 、 中 、 小 学 生 各 有 几 人 ? 

10. 有 而 值 为 1 苑 、2 元 及 5 元 的 人 民 币 共 50 张 ， 为 使 它们 
的 总 值 是 100 元 ， 这 些 面 利 的 人 民 币 的 张 数 可 以 如 何 选 择 。 

11， 有 甲 . 乙 、 丙 三 人 共有 有 100 雹 馈 。 镶 [| 典 由 的 钱 变 为 原来 的 6 
信 ， 乙 的 谈 谈 为 原来 的 1/3， 再 的 钱 不 变 ， 则 三 
元 。 丙 的 钱 不 多 于 30 元 。 问 甲 、 乙 、 两 各 有 

12. 某 大 闫 了 时、I1 拟 了 其 12 也 ， 了 9 元 8 有 角 每 包 自 瓜 
子 比 黑 瓜 子 贵 3 和 朋 ， 世 所 瓜 子 的 也 数 比 织 瓜 了 多 -。 问 蛙 、 口 爪子 
各 买 了 几 包 ? 

13， 有 甲 、 乙 两 人 分 列 命 了 40 个 和 30 个 鸡 恒 吧 集 市 上 去 出 售 . 
于 冶 季 们 都 以 5 角 一 个 出 售 ， 在 各 自 出 售 了 -- 些 后 .降低 价格 ， 

85 


十 Qkxz 一 PP 


但 仍 都 以 同样 的 价格 〈 每 个 若干 胡 ) 出 售 。 到 鸡蛋 全 卖 完 时 ， 他 
们 发 现 所 得 的 钱 相间 . 问 他 们 最 多 能 得 多 少 钱 ?最 少 能 得 多 少 钱 ? 

14， 申 考 有 儿童 ?7 人 ， 乙 班 有 10 人 。 现 有 100 个 蕴 果 分 给 甲 、 
乙 两 班 ， 问 甲 、 乙 两 斑 要 各 分 多 少 ， 才能 使 甲 斑 的 每 个 儿童 分 到 
的 华 果 一 . 样 多 ， 乙 但 的 每 个 儿童 分 到 的 苹果 也 一 样 多 ， 

15，G) 将 分 数 23/30 表 为 三 个 既 约 分 数 之 和 ， 它们 的 分 母 两 
两 既 约 } 

Kii)》 将 23/30 表 为 两 个 既 约 分 数 之 和 ， 它 们 的 分 峡 既 约 . 

16， 有 五 个 水 竹 和 一 只 猴子 在 一 个 小 岛 上 ， 他 他 ] 记 天 采集 了 
一 些 椰子 作为 食物 。 晚 上 ， 一 个 水 手 醒 了 ， 决 定 拿 坊 自 己 的 - 份 
椰子 。 他 把 郁 子 分 为 相等 的 五 份 后 ， 还 剩 下 一 个 ， 所 以 他 元 剩 下 
的 一 个 给 了 儿子， 然后 把 自己 的 一 份 蕊 起 来 ， 就 回去 胜 了 。 过 了 
一会儿， 第 二 个 叉 手 醒 了 ， 凶 和 第 一 个 一 样 ， 也 决定 拿 出 自己 的 
一 份 。 当 他 把 剩 下 的 椰子 分 为 相等 的 五 份 后 ， 也 还 别 下 一 个 ， 他 
把 这 一 个 也 给 了 猴子 ， 然 后 把 自己 的 - - 份 蕊 起 来 ， 也 回去 睡 了 - 
剩 下 的 三 个 水 手 也 依次 做 字 同样 的 束 般 。 第 二 天 时 上 ， 他 们 醒 来 
后 ， 都 装 得 什么 事 也 没有 发 生 一 翌 ， 把 独 下 的 鄞 子 分 为 相等 的 五 
份 ， 一 人 一 份 ， 这 次 一 个 也 没有 剩 下 。 问 : 原来 这 堆 椰子 城 少 有 
多 少 ， 他 们 每 人 总 共 拿 到 了 多 少 著 子 ? 

17。 求 以 下 不 定 方程 组 的 全 部 正解 ， 

(iy 2x1+xe+ xa=100, 3x1+5x2+ 15xs= 270 

Ciiy xi+x2+xs = 31, x1+ x + Bxs = AE, 

18， 将 定理 4 、 定 理 5 谁 广 到 Canes) = 9>1 的 情形 ， 

19。 详细 写 出 :Ci . 自 定 理 4 成立 推 出 定理 5 的 证 明 ; 

《ii》 由 定理 5 城 立 推 出 定理 4 的 证 明 ， 

20. 63x:+ 110xs = 6893 有 无 正解 ? 

21， 设 osaric 是 下 整数 ，(a1,4s) = 1]。 对 于 方程 41x! + asxa 一 
6 有 以 下 结论 ，(iD “一 e + as 加 一 定 溉 有 正解 ，Cii)》 侈 体 非 负 解 
和 剑 体 正解 柚 同 的 完 变 条件 是 afe 且 afecr Ciii) 若 arle， 
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os + eo， 则 正解 的 个 数 等 于 Le/ (2182) J CW》 省 abal5， 旭 正 解 
个 数 等 于 一 1+cVCaias) 
22， 设 ayesxes 是 两 丙 噬 约 的 下 整数 。 证 时 : 不 定 方程 422sx 
“， 当 O23 aa -asaa1 陡 一 定 有 
Aaa 2 一 esar 有 ! 
23 . 证 明 : 不定 方 程 x 2 + 的 六 
de 101 一 屯 )- 必 1 一) 1 的 冠 级 数 展 
开 式 中 y* 的 系 禾 你 仿 求 出 这 个 系数 吗 ? 各 何 把 这 方法 推广， EE 
冻 不 定 方程 ax + 一 + apxs= 划 的 折 负 解 个 数 ， 这 里 Qs, sn 
是 正 阅 狼 。 如 从 紫 示 正解 的 个 数 ， 以 上 的 方法 坚 作 怎样 改变 。 


§2 X2 y= 


这 一 节 讨 论 二 次 不 定 方 各 
x 1) 
方程 (01) 满足 xyz = 0 的 解 称 为 显然 解 ，xyz 隆 0 的 解 称 为 非 显 然 


0, 土 4, 土 Q; 二 0; 土 4，4 守 0， {2) 
这 里 正 负 号 任 选取 。 潜 xy* 是 (1) 的 非 显然 解 ， 那么 ， 对 任 
,+ 有 xy 土 KEy, 土 Ez( 正 负 号 任 选 》 也 是 (1) 的 非 显 然 解 ， 
以 及 对 xsyyz 的 任 登 的 正 公 纲 数 4, 土 x/d, 圭 Jy/d，+z/1d ( 正 负 号 
任 选 》 也 是 17 的 非 显 岗 此 ， 为 了 求 出 全 部 非 虹 然 解 ， 只 
要 求 方程 (1? 满 足以 下 条 件 的 解 : 
e000,2 0.(x 2) = 1, (3) 
其 既 约 的 正解 ， 这 翌 的 解 称 为 方程 (1? 的 本 原 解 。 
下 理 1 不 定 方程 CH) 的 本 不 解 x,y:2 必 调 足 条 件 ， 
{x I) = 《8 2) = (zx) 一 1y (Cd) 
21xiy, C5) 
证 营 x,y 不 赔 约 ， 则 有 素数 Plx;P1y， 由 (1) 知 PIz*。 由 
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此 及 第 一 章 8 6 定型 1 知 plz。 但 这 和 (xys*z) = 1 了 巴 盾 。 癌 理 证 
cs lz) = 1 Hzy) = 知 ， xy 不 能 闻 为 偶数 。 x;y 也 
天 能 同 为 背 数 。 因 为 车 同 为 奇数 ， 别 可 推出 4 关 + 欠 及 = 为 候 


数 。 而 册 (1) 知 
4|2z2 = x + ys 


对 大。 所 以 :3 必 为 - 奇 一个 ， 期 式 (5) 成 立 。 
定理 2 不 定 方 各 (DD) 的 y 为 侦 数 的 爹 体 本 原 解 由 以 下 公式 给 


六 二 (6) 
其 中 r,s 为 满足 以 下 条 件 的 任意 整数 ， 
rs>0, (sr)=1， 21r+3s, (7) 


证 ” 先 证 由 式 (6),(7) 给 出 的 x,y,z 一 定 是 (1) 的 本 原 解 时 
21y， 容 易 验 证 :对 任意 的 +,s( 不 一 定 满足 (7)), 由 式 (6) 给 出 的 *、 
yz 一 定 是 C1) 的 解 臣 218。 由 7 之 $8 之 0 知 ， 这 是 正解 ， 出 式 (6》 
短 


(xs)12r2。 Cx,2)|23, 
由 此 从 第 … 价 $ 4 定理 7 和 定理 8 推出 
x53) | (C272,287) = 2(r2ys23。 
上 日 条 件 (ssr) = 1 及 第 一 章 14 定 理 10 推 蚌 (7?,s?) = 1。 因 而 
Cxs2) |2, 
件 2+r+s 知 2+x， 所 以 必 有 《x,z)=1。 这 就 证 博 了 所 要 的 


下 前 来 证 ， 方程 册 ) 的 鳃 一 组 本 原 解 x,y,z，215， 一 定 可 以 
表 为 式 (6) 的 形式 ， 且 rs 满足 式 (7)， 出 引 理 1 知 21*+y， 由 
此 及 2127 扒 山 24*,2+s。 国 而 有 


(3) = 人 《8) 
由 引 理 1 为 (x:2)= 1。 由 此 及 


| 
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推出 


芝士 区 一 3 
2 3- 1 
利用 第 一 章 3 6 推论 5 (站 86) ， 由 上 式 及 式 (8) 得 
EX, S-XL 
2 2 


这 里 r,s 是 两 个 正 整 数 ，r->>s 且 Cr,3)= 4。 从 上 式 及 式 (8) 立 即 
推出 式 (6) 成 立 。 进而 由 21* 知 2+r+s。 这 就 证 明了 所 要 的 结 
府 。 定 理 证 毕 . 
队 定 理 2 及 -- 开 始 的 讨论 就 可 以 得 到 5C1) 的 全 部 解 ， 显然 解 
册 式 52) 给 出 ， 非 显然 解 是 
x = +k- 8), y= +2ksr, z= tkC+s), 《9) 
及 
X= 士 283Sr。 y= ik sl), 2= +tkCrs+s), C10) 
其 中 +,s 满足 式 (7),k 是 任意 正 穆 数 ， 斥 负 号 任意 选 玻 . 显 见 
全 取 正 号 及 天 = 1， 就 给 出 了 全 部 林原 解 . 
我 们 知道 ，-- 个 直角 三 角形 和 侨 轨 长 度 的 下方 等 于 两 直角 边 的 
长 度 平方 之 和 开 。 这 就 是 著名 的 商 高 定理 人 。 这 样 ， 求 不 定 方程 
《DD 的 正 整 数 解 的 攻 何 意义 就 旦 疲 求 边 攻 为 整数 的 直角 三 角形 ,这 
种 三 角形 曾 涡 三 当 商 高 三 角形 的 三 边 长 为 既 约 (好 
相 庶 于 (i) 的 本 原 解 )》 时 ， 称 为 本 原 商 高 三 角形 ， 定 理 2 也 就 是 
求 出 了 所 有 的 林原 沿 商 三 
我 们 还 可 以 从 另 - -角度 来 看 不 定 方程 (1) 的 几何 意 又 。 方 程 
512? 的 解 xysz， 当 三 = 0 时 ， 必 有 xx=2=0， 我 们 约定 只 考虑 (1) 
的 = 二 0 的 解 。 设 


和 = N= C11) 
这 样 ， 方 程 (1) 就 变 为 
E24 = 1 C12) 


[oO 亦 称 为 毕 法 醋 拉 斯 定 于 ， 
国 亦 桨 为 毕 达 柚 拉 斯 三 角形 。 
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布 定 方 径 (1) 的 求解 问题 《注意 = 关 0) 就 等 价 十 求 方 程 (12) 的 有 
理 数 解 ,7， 在 上 自前 坐标 平 量 上 上， 方程 (12) 下 东单 位 加 局 (这 是 
一 次 曲线 》 ， 因 此 ， 求 方程 (12? 的 有 理 孝 解 就 是 求 单位 圆周 上 入 
标 为 有 理 数 的 点 ， 即 有 理 点 。 由 前 面 的 讨论 并 由 得 到 
推论 5 单位 贺 周 上 的 整 点 是 : 
{+1,0}, {0;,+t1}s 
不 是 整 点 的 有 理 点 是 : 


2 se as 
{和 52 4 257 |, {4,4} 
rt rs 72 二 8 


出 


其 中 rs 满足 式 (7)， 正 负 号 任意 选 让 ， 
例 1 求 则 7 过 7 时 ， 由 式 (6) 和 (7) 给 出 的 金 部 本 原 解 。 


5，12， 13| 


11.60,61 


| | 13 ,84 ,8 下 


表 1 就 给 出 了 仿 部 要 求 的 本 原 解 。 
例 2 求 <=65 的 不 定 方程 (1) 的 金 部 解 。 
解 显然 解 是 x= 土 65,y=0; x=0,8= 土 65。 为 准 非 由 然 
解 ， 让 式 (9) 和 (10)7 知 ， 先 蝎 把 65 表 为 
“65 = KCr? + 32), 
其 中 r,s 满足 式 (7)，k165,0<K<<65。 天 可取 1,5,13。 当 k=] 
时 ， 
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65 = 82 二 
即 r=8s=1 7r=7)3=4， 相 应 的 解 为 


X= 土 G3， y= 圭 16; xY= 士 93，yY= 土 58 


?=72+ 42, 


及 
x= 16, y= +08; X=+56, y= 土 33。 


当 =5 时 ， 
65=5*13=5(3+2), 
即 >=3,s=2， 梢 应 的 解 为 
x= 土 25, y= 十 60 及 x= +60, y= 土 25。 
妆 K= 13 时 ， 
65= 13-5= 13(22 + 1°), 
即 "=2,s= 1， 相 应 的 解 为 
xX 三 土 39， y= 二 52 及 x= 圭 52，#= 二 32， 
这 就 求 击 了 全 部 解 。 本 原 解 仅 有 


63,16,65s 33,56,65 
及 


16,63.65; 56,33,65。 
例 5 设 x,y,z 是 (1 的 解 。 证明:(i》3ix,31y 至 少 有 一 个 成 
立 ; Cii) 51x,517*5417 有 至少 有 一 个 焉 立 。 
证 只 要 对 x,y,x 是 本 原 解 来 证 明 〔 为 什么 ) ， 不 妨 度 由 式 
(89) 给 出 。 游 3+y 则 31r,;31s。 因 此 必 有 
r=3Kk+]1， 5=3h 寺 1 
不论 何 种 情形 均 有 31lx= -sr。 这 就 证 明了 G3。 若 51y 则 5+r， 
5 了 fs。 因此 必 有 有 
区 1L， S++2， $=5kh+t1,5h 土 2 
= 二]:s= +t] 式 ?= 55K 上 2,5 = Bh+2 时 必 有 
x=r ss 
站 r= 这 十 ls=5 土 2 或 r= 5K 土 2,5=5h 土 J 时 必 有 


Siz=r? 十 32 


al 


由 例 1 的 表 1 可 看 出 各 种 情形 都 能 出 现 ， 此 外 ， 总 有 41x 或 417 艳 
这 

利用 定理 2 的 方法 与 结果 可 以 解决 一 类 不 定 方程 的 求解 问 
题 . 下 面 来 证 明丽 个 定理 。 

定理 4 不 定 方 程 

和 《13) 
无 xys 二 0 的 解 。 

证 ” 显 见 ， 上 只 要 证 明 方程 (13) 无 正 整数 解 。 用 反 证 法 .假若 
《13) 有 正 整 数 解 ， 那 么 在 全 体 正 整数 解 中 ， 必 有 一 组 解 xo3y0，z0， 
使 得 zo 取 最 小 慎 。 我 们 要 由 此 找 出 一 组 正 站 数 解 x4,V,z1!:， 潢 足 
si<xo， 得 出 矛盾 中 - 

(CD 必 有 (xo,4) = 1。 若 不 然 ， 就 有 素数 plxo*pla。 由 此 及 
x$ 二 寻 一 如 推出 六 |23,p?1z0o。 内 此 ，Xo/PosyofPoszofp? 也 是 (13》 
的 下 整数 解 ， 这 和 zo 的 最 小 性 矛盾 。 因 此 ， 吉 , 克 ,zo 是 方程 C1》 
的 本 原 解 ， 由 引 理 知 ，xo,yo 必 为 一 奇 一 侦 ， 不 妨 设 21yo, 以 及 
(zor) = 1 

Ciiy gj = (20 一 组;z0+ 下 )=1. 轩 为 g1| (220,2y8)= 2Cz0198) 
=2， 由 此 及 2+z。-y3 即 得 go=1。 由 此 及 由 式 《13) 推 出 的 

Cz0— YE) CH0t 8) = és 
利用 第 一 章 8 6 推论 5 得 到 : 
za zp ty 


这 里 tt>0;(4,1)= 1,2+ 地 。 进 而 有 


y= we 。 (14) 


gs 二 一 1)/2)= 1 因为 
gl C2 Wt | CQ, 20) = 2 0) = 2, 
由 2+uv 可 推 扫 21Cw+t0)/2,， 因此 9:=1。 利用 第 一 章 86 
”@ 站 面 沦 证 中 用 到 第 一 亭 中 的 整除 福 质 时 ， 不 下 一 一 说 明了 ， 
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扒 追 5， 让 此 及 式 (14) 得 到 
2 《15) 
这 里 a>0,6>0,(45bD}=1， 及 2|a,2+4b. 
《iv) 由 4:4 满足 的 条 件 及 式 (15) 推 得 ， 
Ob LL zs 
及 tu,asu 是 方 哥 (1) 的 本 原 解 且 214。 因 此 由 定理 2 向: 必 有 ?r,s 
满足 式 (7) 使 得 


, Us a=2rs, v=r?ts?, 
由 此 太 式 (15) 的 第 二 式 且 得 
TS 一 坊 2 

这 表明 r,s,b 是 方程 (13) 的 正 整数 解 ， 且 有 8 一 zo。， 这 和 3 最 小 
性 矛盾 。 所 以 (13) 无 正 整数 解 。 证 毕 ， 

证 阳 定 理 4 的 方法 通常 称 为 Fermat 无 穷 递 降 法 。 定理 4 的 
邢 何 意义 是 : 不 存在 直角 边 长 均 为 半 方 数 的 商 高 三 角形 ， 由 定理 
4 立即 推出 

推论 5 “不定 方程 


XE 3 


数学 中 -~ -个 未 解决 的 著名 问题 是 ， 当 mn 六 3 有 时， 不 定 方程 
区 
无 xgz 关 0 的 整数 解 。 这 通常 称 为 Fermat Last Theorem。 这 是 
因为 Fermat 不 加 证 明 地 提 进 了 许多 数论 中 的 定理 ， 这 就 是 其 中 
的 一 个 。 后 来 ， 大 多 数 结论 被 证 明 是 对 的 ， 个 别 的 则 被 否定 了 了 。 
而 最 后 叭 有 这 一 个 “定理 ? 既 届 育 被 证 明了 世 没 有 试 否定。 推论 5 
表明 当 m=4 肝 结论 是 正确 的 .关于 这 问题 口 经 得 到 了 许多 结论 ， 
但 这 些 讨 沦 已 和 远 远 超出 了 本 书 的 范 国 ， 在 箔 六 章 和 5 将 证 明 m=8 
时 结论 了 志 成 立 。 
定理 6 ”不定 方程 
十 并 = (C16) 
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的 满足 条 件 Cx,y) = 1 的 全 部 正 整 数 解 是 
x=|6ab— at bl,y= dab(az — b= ar +b, C17) 
及 
x=dab(Cas-b), y= |6ab 一 at 一 区 | 2=a tb 
C18) 


其 中 4a,5 为 满 下 以 下 条 件 的 任意 整数 ， 

ab>-0， (4,5)=1, 2+atb, (19) 

证 设 x,y,z 居 (16) 的 正 整 数 解 ， 注 足 (x,y)=1， 央 此 ，x*， 

ys 是 方程 (1) 的 本 原 解 。 由 引 埋 1 知 ，x,y 为 一 奇 一 人 禹 ,不妨 
设 21y。 由 定理 2 知 ， 必 有 

X=r2— ss, y=2rs, 2 一 +2 十 S2， - {20) 
其 中 1,s 满足 式 (7)， 因 而 r,3,z 也 是 方程 (1? 的 本 诛 解 .车 21s， 
则 由 定理 2 知 


r=as—bi, s=9ab, 2=a?+b’, cal) 
其 中 ,5 应 呈 (注意 +s》 

ahp>0, Cab}=1, 21+at+b, a -b>2ab, C22) 
由 式 (20),(21) 得 

x=at+b -Basb’, y= dabCa ~b), z=a+h, (23) 
四 式 (22) 得 


(VV 3- Dab>0, (oa,b)=1, Serb, (24) 
车 21r， 则 由 定理 2 知 
r=2ab, s=a—b, 2=at+b?, (25) 
其 中 4,b 满 足 (注意 rs) 
a>b0, (a.b)=1, D+atbh, 2ab >a? — b?, (C28) 
由 式 《20),《25) 得 


x= 6ed2b2 at—b', y=4dabCa: by, sa=a rh. (27) 
出 式 (26) 得 
a>b>(V 2 -Da>0, (a,0)=1, 2174+b, 528》 
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由 式 C33),527) 及 式 (24)，(28) 推 下， 当 217 时 ， 解 由 式 (17)，(C19) 
纵 出 ， 由 对 称 性 推出 ， 妆 2|x* 时 ， 解 由 式 C18), C19) 给 出 ， 此 外 ， 
窒 易 直接 哈 证 ， 由 式 (17),(18),《19) 给 出 的 x,y,# 一 定 是 方程 
(016) 满足 (x; 认 = 1 的 解 。 定 理 证 毕 。 

习 题 二 

1， 开 出 不 定 方程 x*+ 交 = 满足 |z| 达 50 的 金 部 解 、 正 解 、 
及 本 原 解 。 

2.， 求 出 一 边 长 为 Gi》 5，(Qi》 22; 《ii) 50 的 所 有 商 高 三 
和 角形、 所 有 李 原 商 商 三 角形 

3，. 对 怎样 的 正 整 数 % ， 不 定 方程 -=n (i》 有 和 解 ; 

人 Ga》 有 满足 Cx, 殷 = 1 的 解 。 并 对 n= 30,60,120 判 断 这 方程 
是 否 有 解 ， 有 人 解 时 求 出 它 的 全 部 解 ， 及 任 部 满足 C(x,y) = 1 的 解 。 
进而 ， 提 出 一 个 求解 这 不 定 方 程 的 方法 。 

4. 证 明 : (i) Ca + be) Ces +dy= (Cac + hd) + Cad— bey?y 

Kii) 《az — bie — di)= Cac +bd)?— (ad + bo), 

5. 和 斜 边 为 Ci) 1105s (ii 5525; (iiiy 1178 (iv) 351 
的 所 有 高 和 角形、 所 有 本 原 商 启 三 骨 形 。 

6. 设 m2>3。 证 明 ， 必 有 一 个 商 高 三 角形 以 2 为 其 一 直角 
边 的 长 度 。 

7Y， 求 面积 等 于 (i7 78; 《ii) 3690 的 所 有 高 高 三 角形 。 

8. 证 明 ， 对 任意 葡 数 nn， 不 定 方程 + 如 -z=n 一 定 可 
解 。 

9， 证 明 ， 不 定 方程 如 +2y* = ?满足 (x,y,x)= 1 的 全 部 下 
解 屋 ，x =| 一 2021 ,= 2u1,2 7t2 二 9209?， 其 中 4 是 满足 C50) 
= 1.2+4 的 任意 正 整数 。 

10. 1 满足 (x ,y= 1 的 全 部 解 。 

中， 求 寻 十 33 

12. 证 明 : 不定 方程 /i++ 内 = 了 Is 的 解 -- 定 满足 


加 


DD 


x8)>1y (iiy 60|xys 


(iii》 所 有 (Cx,y,z) = 1 的 正解 是 : 


X=ri—st, y=2rsCr+5), z=re(r’— 3s:), 


其 中 rs>>0,(Cr8 = 121rs3， 以 及 交换 *,y。 


13. 
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 
21. 


设 4|na>>0。 证 明 : x* +y"=z? 无 xyx 隆 0 的 解 、 

证 明 ，xt+45+= 2? 无 xyz 天 0 的 解 。 

证 明 :， ri+ 近 = z+ 无 xyz 天 0 的 解 。 

证 明 ， 不 定 方 程 组 x?+ 如 = 有 ,x 一 y=? 无 正 整 数 解 。 
证 明 以 上 三 题 中 的 不 定 方程 和 不 定 方程 组 黄 两 等 价 ， 

证 明 ， 商 高 三 角形 的 面积 一 定 不 是 整数 的 平方 。 

证 明 ， x+ -48 = 和 无 xzgz 天 0 的 解 ， 

证 明 ， 上 题 中 的 不 定 方程 和 x*+ y= z? 等 价 。 

证 明 ， 不 定 方程 w?+x?+ 六 = ?的 任 - 组 解 中 ，w,x,y 


至 少 有 两 个 是 偶数 。 进 而 证 明 : 这 方程 的 xy 为 偶数 的 通 解 是 : 


w= (lrm— n/n,x=2l,y = 2m,2= (+ m+ a)/n, 


其 中 如 让 为 任意 整数 ， 满 足 呈 | 让 + 


22， 证 明 : 不定 方程 x”+ y= 2*'! 有 无 穷 多 组 解 。 

23， 证 明 ; 不 定 方程 x" +y" = 2" ' 丰 无 穷 多 组 解 。 

24， 证 明 ， 不 定 方程 ?2y = 1 无 正 整 数 解 。 

25， 证 明 ; 不 定 方程 x 一 24?= -1, 除 x=y= 1 外 ,无 其 它 正 

26. 证 明 : 不 定 方程 x* 一 851= 1， 除 x=3,y= 1 外 ， 无 其它 
正 整 数 解 。 
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第 三 章 同 佘 


本 章 将 讨论 有 关 辣 余 理 论 的 基本 疑 念 及 基本 性 质 ， 这 些 基 本 
概念 就 是 ， 同 余 ， 同 余 式 ， 同 余 类 ， 完 侈 剩余 系 及 既 约 剩余 系 。 
在 $1 中 讨论 同 余 与 同 余 式 的 基本 性 质 ， 在 3 2 中 讨论 同 余 类 -与 番 
余 系 的 基本 性 质 ， 着 重 讨论 它们 的 整体 人 性质， 不 同 模 的 同 余 类 、 
剩 余 系 之 癌 的 关系 ， 这 对 理解 与 汐 握 同 余 理论 总 十 分 重要 的 
8 3 讨论 模 m 的 既 约 剩 作 系 的 元 迷 个 数 罗 Cm) Euler 函 数 一 -的 
基本 性 质 ， 这 是 一 个 十 分 重要 的 数论 函数 ， 最 后 在 34 中 讨论 会 
于 的 一 个 坚 欧 剩余 系 中 所 有 数 的 乘积 对 愤 普 的 剩余 , 子 Wileon 定 
理 。 
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定义 1 ( 辐 余 ) 设 m 关 0。 才 加 |a-5b， 即 a-5=km， 则 称 a 
同 余 于 5 模 m, 6 是 a 对 模 m 的 剩余 ， 记 作 
a=b( mod 1m), (1) 
不 然 ， 则 称 a 不 同 余 于 5 模 m， 8 不 是 a 对 模 m 的 剩余 , 记 作 
a¥b(mod m), 
关系 式 (1) 称 为 模 m 的 同 余 式 ， 或 简称 同 余 式 .。 
由 于 mle -等 价 于 一 说 ae -2， 所 以 同 余 式 (1) 等 价 于 


a=b(mod( — m)), 


因此 ， 以 后 总 假定 烧 m 之 1。 在 同 祭 式 C1) 中 ， 车 0 宫 5 之 m， 则 称 
是 a 对 模 m 的 最 小 非 负 剩余 : 若 1 ssmr， 则 称 忆 是 s 对 模 mm 
的 最 小 正 剩 余 : 若 一 mm/2<bm/2 《或 一 m/2<b<m/2)， 则 称 台 
是 a 对 术 mm 的 绝对 最 小 笠 余 。 
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这 样 ，m|la 就 可 记 为 4 三 0Cmod m)， 所 以 ， 所 有 的 偶数 可 表 


为 < 二 0Cmod 2)。 由 于 奇数 4 满 灵 214 一 1, 研 以 ,所 7 可 均 
为 a 二 1Cmod 2)。 对 给 定 的 了 和 模 光 ， 所 有 同 余 于 4b 模 生 的 数 就 


是 算术 数列 
b+km,， 丰 =0; 圭 1, 二 92,0。 
定理 1 4a 同 余 于 5 模 m 的 完 要 条 件 巧 4 和 被 mm 除 后 所 得 
的 最 小 非 催 余数 相等 ， 即 车 


a=qmtrs ri<ms 
b= qm+r2, O07 

则 六 = 入。 

证 我 们 有 a-b=(91~ 92)w+ 《ri 一 rs). 轩 此，mia -5 的 充 
要 条 件 是 训 |rni 一 rz， 由 此 及 0 雯 [4 一 72 过 史 即 得 ?2 

“ 问 余 ” 按 其 词 意 来 说 ， 就 是 “余数 相 出 ”, 定 理 1 正好 说 明 
了 这 一 点 。 容 易 证 明 《 留 给 读者 ): e 对 模 吕 的 域 小 非 负 剩余 、 最 
小 正 剩余 、 及 绝对 最 小 剩余 下 好 分 别 是 4 被 避 除 后 所 得 的 最 小 非 
负 余 数 、 最 小 正 余数 、 及 绝对 最 小 余数 ( 见 第 一 章 8 3 定理 2 后 ). 
辐 余 式 (1) 就 是 一 般 的 带 余 数 除 法 

a=km t+hb, C2) 

我 们 知道 ， 若 式 (2) 成 立 ， 那 么 在 讨论 一 个 4。 的 多 项 式 被 m 
去 除 的 问题 时 ,5 与 a 是 一 样 的 ， 即 a 可 用 代 禁 ， 而 其 中 的 “部 
分 商 ”k 不 起 作用 。 同 余 式 符号 (I) 主 是 抓 住 了 这 一 关键 :在 上 
面 的 除法 算式 中 去 控 了 RX， 保 留 了 5， 突出 了 4 与 ?在 讨 论 被 亚 
整除 的 问题 中 两 者 起 相同 的 作用 。 应 用 同 余 式 的 符号 在 讨论 整除 
问题 中 ， 俩 实 比 应 用 整除 符号 及 除 藉 算式 方便 、 有 将， 能 起 到 | 
有 符号 起 不 到 的 作用 。 这 将 在 以 后 的 5 让 的 论证 
的 比较 来 看 出 。 为 了 学 会 应 用 这 一 新 的 符号 ， 首 先 喧 来 讨论 它 的 

对 问 定 的 借 亚 ， 周 余 、 辣 余 式 种 相 和 里、 等 式 有 以 下 阿 梓 的 性 
质 ， 
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性 质 I 同 剑 是 一 条 等 价 关系 ， 即 有 
4a=aCmod m), 
d= (mod m) <—> =a(mod m), 
Qe=b(mod m), b= mod m)—>a=e(mod m). 
0, ma-b<e>mnlb-a, 以 及 mla 一 有 
mb -cc—>m|l(a-b)+0-0=a-e， 就 扒 术 这 三 个 性 质 ， 
性 质 工 由 余 式 可 以 相 如 ， 凤 若 有 


证 


i ml 


as=b(mod m), c=d(mod m), (C3) 
a+essb Fd(mod m)。 


证 用 la-b, mic-d——>ml(la-b)+-dd)=(a4tc)— 
路 + 4)， 毫 证 明了 所 要 结论 。 
性 质 亚 ” 问 余 式 可 以 相 胰 ， 即 若 式 〈3) 成 立 ， 则 有 
av=bd(mod my), 
证 由 a=b+kini, 二 kam 推出 
Ge = bd + (br + dk + kkorm) mm, 
汪 明 了 所 村 的 结论 。 
由 性 质 I, 工 ,了 立 好 推出 《证 明 留 给 读者 )?: 
性 质 信 设 fx) =anz tao gz) 一 borto+bo 是 两 
个 整 系 数 多 项 式 ， 满 足 
CiCmod m), 0<7 sm。 (4) 
那么 ， 芳 a==b《mod m)， 则 
{9 (mod m). 
通常 我 们 把 满足 条 件 (4) 的 这 两 个 多 项 式 fx) ,g(x) 称 为 多 
项 式 f(x) 同 余 于 多 项 式 g(x) 梳 严 ， 记 作 


这 就 


Cx) 239(x) Cmod my), 《5》 
应 读 指 出 的 是 ， 对 所 有 的 整数 x 有 
fx mod m) 《6) 


成 立时 ， 关 不 一 定 有 式 《5) 成 立 。 例 如 ， 对 记 有 整数 x 有 
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XX rm+1)=0moid m) 
上 成立， 国 第 一 剖 3 4 例 36ii) 知 ， 当 壮 = 素 数 忆 时 ， 对 所 有 整数 工 
于 xzP x=0C(mod p) 
成 立 。 但 是 ， 显 然 在 
XxX- 1) (x m+1)FE0(mod m), 
xX? — x0Cmeod p) 。 

对 所 有 整数 都 成 立 的 同 余 式 (6) 称 为 是 模 m 的 粳 等 同 余 式 . 显 
见 ， 式 (5) 一 定 是 恒 余 式 ， 但 上 面 两 例 表 明 反 过 来 并 不 一定 
对 。 

下 面 是 涉及 模 的 站 个 简单 性 质 。 

性 质 V 设 d>l1，4d|m。 那么 ， 若 同 余 式 (1) 成 立 ， 则 

a=p (mod 4d), 
证 这 由 dw，mla-b 一 >d|a -48 县 得 。 
性 质 计 ” 设 4 了 0。 那 么 同 余 式 《1》 等 价 于 
da=db(mod |4|m), 

证 这 由 |d|lmlda - 此 < 人 > 4- 推出。 

件 下 ， 同 余 式 两 边 不 能 相约 ， 即 由 
推出 必 有 4 二 b Cmod my。 讽 如 :6 .3 

二 6，8Cmod 10)， 但 3 天 8Cmod 10)。 以 上 的 人 性质 仅 是 最 简单 的 整 
除 性 质 〈 第 一 章 8$ 2 定理 1 ) 用 同 余 符号 相 表 示 。 由 进一步 的 整除 
性 质 可 利 到 相应 的 问 余 式 的 性 质 ， 这 些 性 质 和 等 式 性 质 不 同 。 

和 性质 可 ” 问 余 式 


计 


ces=c6(mod m) (7) 


等 便于 
2=b(mod m/ (Ce, m)). 


特别 地 ， 当 (<,mm) =1 时， 同 余 式 (7) 等 价 于 


as=b(mod m), 
即 同 余 式 (7》 两 边 可 约 去 6 。 
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证 同 余 式 《7》 即 mr!leea 一念 ， 这 等 价 于 


m T ce gs 
Crm) tomy (48), 


出 第 一 章 8 4 定理 11 及 《mAteyaa;e/CeynD) = 1 知 ， 这 等 价 于 
i . 
(omy i 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 。 
拍 质 哇 若 水 宇 1，(4,m) = TI， 则 存在 。 使 得 
cal(mod m), (C8) 
我 们 把 。 称 为 是 a 对 模 m 的 赣 ， 记 作 a-!Cmod mm 或 a-1。 
证 由 第 -- 章 81 定 理 138tx =2) 知 ， 存 在 xyo， 使 得 axo 
+rmago=I。 取 “=xu 即 满足 要 求 。 


例如 
a 1! 2 8 4 5 6 
0 | cmoad7) 
a | 1 4 5 2 8 6 
11 | 
一 | 《mod 12) 
11 | 


4 56 7 8 9 1011 12 | 
一 - -一 (mod 13) 
112 .53834612| 


显 见 ，4 对 模 扣 的 逆 。 不 是 只 一 的 ， 当 0 是 a 对 械 贡 的 洲 时 ， 

任 -- 5==c(mod ma》 也 一 定 是 a 对 异 加 的 逆 ! 以 及 由 性 质 垦 知 ，a 

对 模 吉 的 任意 两 个 递 04,cs 必 有 c=cylmod my 以 后 我 们 写 

< mod mt) 或 4-! 时 是 指 任 -- 取 定 的 满足 式 C8) 的 ce。 此 外 ， 显 见 
{atmm)=]1 及 (4-1 寺 a(mod m)。 
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性 质 系 ” 同 余 式 组 
a=bCmod mi), 了 = 12， 天 
出 时 成 立 的 充 要 条 件 是 
a=b (mod[ mi, ee ,my J) 
证 由 第 一 章 8 定理 6 知 ，mjila-a (j=1,"…:k》 同 时 成 
立 的 充 要 条 件 是 [mm ，… ,mxj|l4a 一 b。 这 就 是 要 证 的 结论 
由 于 同 余 式 有 以 上 这 些 性 质 ，. 特 别 是 有 类 似 于 等 式 的 性 质 使 
得 我 们 在 解 整除 问题 时 ， 利 用 同 余 符 号 比 利 用 整除 符号 要 方便 得 
多 .下面 来 举 帮 个 例子 。 
例 1 求 3% 写 成 十 进位 数 时 的 个 位 数 。 
按 题 意 是 要 求 < 满足 
3400= 一 admod 10)， 0<a<<9。 
显然 有 ，3*=9= - 1(mod 10)，3!: 寺 1(mod 10)。 进而 有 3 于 
1(mod10)。 因 此 ，3:% 二 304 . 39: 二 9(mod 10)。 所 以 个 位 数 是 9。 
例 2 求 3% 写 成 十 进位 数 时 的 最 后 两 位 数 。 
我 们 只 要 求 出 8 满足 
3404=b(mod 100), 0<<b 99. 
注意 到 100=4. 25， (4,25)=1, 显然 有 3: 二 1(mod 4)，3 一 
llmod5)。 注 意 到 4 是 最 小 的 方 次 ， 由 第 一 章 3 4 例 7 知 , 使 34 三 
lmod25) 成 立 的 4， 必 有 414。 因 此 计算 : 
一 6Ganaod 25)， 35=36=11(mod 25), 
-9(mod25)， 3 —54== — 4Cmod 25), 
320 二 -24 二 ICmod 25). 


由 此 及 38=1Cmod 4)， 从 人 性质 信 推出 3*=:1(mod 100)，3*%== 
1Cmod 100)。 因 此 ，340e 拓 340 。34==34 关 29(mod 100)。 所 以 ,个 
位 数 为 9， 十 位 数 为 2。 
如 果 不 利 用 性 质 414， 就 要 逐个 计算 31 对 模 25 的 剩余 必 《 为 
便 手 计算 55 应 取 绝 对 最 小 剩余 ?， 具 体 做 法 如 下 表 : 
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30= 三 


1 1 2 5 6 7 8 9 WW 


br 


| 
| 
1 - 
| s 9 2 6 -7 4 1211 8 -1 
1 


由 这 里 得 到 的 3tes - 1(mod 25) 就 推出 3 过 1Cmod 25)。 

例 3 证 明 641122 + 1 
由 于 数目 很 大 要 直接 用 除法 做 是 很 繁 的 。 刊 用 同 余 式 就 是 要 
证 2 二 -1(mod 641》)。641 是 素数 ， 由 逐步 计算 得 : 

2 =5125 - 129(mod 641), 2+=—516=125Cmod 641)， 

2's=500== — 141(mod 641), 2!1°= ~ 564=77Cmod 641), 

213=616m= - 25Cmod 641), 2*= -400=241(mod 641), 

273=482== — 159(mod 641)，225== ~ 636= 5Cmod 641), 

252=640== 一 1(mod 641)。 _ 
这 就 证 明了 所 要 结论。 本 题 志 可 以 通过 计算 中 ,28 ,22 对 模 641 的 
剩余 来 算 ， 这 时 数 日 要 大 些 。 

例 4 证 明 不 定 方程 x**+23*= 203 无 解 。 

由 203=7。29 知 ， 若 有 解 xo,go， 则 必 有 (Xoyo,203)=1。 
显 克 有 xs 到 -2yi(mod7)。 由 于 (yo;7)=1， 由 性 质 困 知 yo 对 模 
7 有 道 yi!。 在 同 余 式 两 边 乘 《y5)? 得 

(xoya') zr (ya) — 2 0)? 
二 2997) -22mod 7), 

但 mr 对 模 7 的 剩余 仅 可 能 是 : 0,1, -3,?， 不 可 能 是 2， 所 以 原 
方程 无 解 。 

例 5 设 7 实 1,b 的 素 演 数 都 大 于 mn。 证 有 明 ， 对 任意 下 整数 a 
必 有 有 


nilata+b) Ca + bela t Cn — 1)b), 
证 由 条 件 知 (5,n1)=1。 由 性 质证 知 ，5 对 模 nn! 有 逆 57。 
我 们 有 
(Cb) ralathyeta tCn— 1)b) 


sab-i(ab i +bb li) ab + cn I)bb) 
=ab iCab!l + 1 ab !l+ Cn- 1 (mod n1). 
工 式 右 端 是 7 个 相 邻 整 数 乘积 ， 国 此 ， 由 第 一 富 8 8 推论 4 得 到 
(51)n ralatbye Cat ln- Ib=0Cmod nr ), 
由 于 《b71,n1)=1， 和 由 此 从 性 质 并 就 推出 
ala thbymlatn— D00ncd n!), 
这 就 证 时 了 所 要 的 结论 。 
例 6 设 m>n 空 1。 求 最 小 的 + 使 得 
1000119787 — 1978",. 
问题 就 是 要 求 最 小 的 二 +n 使 
1978m — 1978* 三 0(mod 1000) C9) 
成 立 . 先 来 讨论 使 上 式 成 立 的 m,n 要 洲 显 什么 条 件 . 记 k= mn。 
式 C9) 即 


2"* .9897(1978* - 1)=0(mod 2 ，58) 。 
由 性 质 碍 , 玉 知 ， 它 等 价 于 
{ 2"*=0(mod 23), (10) 
1978* - 1=0(mod 5?) 。 (11) 
由 (10) 知 x 宇 3。 下 面 来 求 使 (11) 成 立 的 站 ， 先 求 使 
1978 — l=0(mod 5) 
惑 立 的 最 小 的 !， 记 作 由。 出 于 
1978==3Cmod 5)。 


所 以 在 =4。 再 求 使 
1978* — 1=0(mod 到》 


成 立 的 最 小 的 A， 记 作 ds。 由 第 一 章 34 例 7 知 414s， 注 意 到 
1978 王 3Cmod 5?)， 
由 例 2 的 计算 知 ，a = 20， 最 后 求 使 
1978* - 1=0(mod 5s) 
成 袜 的 最 小 的 x， 记 作 到。 田 第 一 章 $ 4 例 7 知 201d*。 注意 到 
1978= ~ 22Cmod 5°), 
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3)20=-320 
三 (50 — 1 二 26(mod 5?) 。 


通过 计算 得 
J978? =26(mod 5), 19784=(25+1)*=51(mod 53)。 
1978"o- -C25 + 7) C50+1)=76Cmod 53), 
19785°==C50 .+ 1)2=—101(mod 53), 

10780=(100+ 1)(257+ 1)=1(mod 53)。 

因此 ， 宙 = 1n0。 所 以 用 第 -- 章 3 4 例 了 知 必 有 1I00ixg， 最 小 的 天 = 

T00-。 由 此 推 志 交合 式 C107 和 (113， 即 起 69) 成 立 的 充 权 条 件 是 

n33, 100|m-—n, 


所 应 ， 度 小 的 人 TR= Cm-n)+2n=106。 


习 题 一 
TJ. 分 别 求 下 oa=389、1378 对 模 m=4,8,13,43 的 最 小 非 负 
剩余 、 芯 小 下 剩余 、 及 绝对 最 小 剩余 。 
2. 对 哪些 模 骆 以 下 徊 阿 祭 式 成 立 ， {i) 32 王 1TCmod m); 
《ii) L000= -1(mod za)5 (iii) 23=1(mod m)。 
3， 对 哪些 横 m :, 同 余 式 32 二 11tmod m) 及 1000 二 -~ ](mod my 


间 时 成 立 ，-- 般 地 ， 便 同 余 式 一?(mod mm) 及 esiKmoa m) 同 时 
成 并 的 模 避 要 满 是 什么 条 们 :? 

4，(i》 素数 >2 对 模 m=4 的 最 小 非 负 剩 余 , 节 小 正 剩余、 
及 绝对 最 小 剩余 可 能 取 哪 些 值 7 


Ciiy (CD 中 收 为 p>3，m=63 

《iii》《i 中 政 为 p25，w= 30。 
县 体 举 出 素数 p 分 别 取 到 《iD (ai),(ii) 中 所 说 的 剩余 。 

5. 证 明 : (iD ae 一 (mod m》 等 价 村 a-p=0Cmod mr) 

Qi 车 4 二 b(mod my) ,c=d{mod m1) ,a -dlmod m), 
从 问 余 式 的 运算 角度 粹 解释 这 了 两 个 引 果 的 意义 。 

6， 利用 同 祭 式 符 号 及 其 性 质 来 证 明 或 来 解 第 一 章 # 3 习题 
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三 的 第 5,6,7,8,9,I6,29,30,31 题 。 
| 断 以 下 结论 是 否 成 立 。 对 的 给 态 证 明 , 错 的 举 出 反 人 蚀 ， 
:一 pmod m) 成 立 ， 则 4 二 bCmod mm》。 

《ii) 车 47 二 Cmod m)， 则 a==b(mod m) 或 4 寺 一 了 Cmod 抽 》 
至 少 有 一 个 成 立 。 

Ciiiy 潜 4 二 btmod m)， 则 a 2Cmod ?2 7 

Gv) 潜 a 二 bmod 2)， 刚 a? 一 尹 Cmod 22) 。 

CY) 设 p 是 奇 素数 ，P 十 4， 那么 ，q? 一 如 (modp) 成 立 的 充 要 
条 件 是 4 二 brmodp) 或 4 二 一 bCmedn) 有 革 仅 有 -一 式 成 立 。 

《vi) 设 (4a,m) =1，K 这 1. 那么 ， 从 at 于 Br Cmodm)，a**1 寺 
bEt1(Cmodm) 同时 成 立 可 推出 4 寺 b《modm)。 

8- 当下 整数 于 满足 什么 条 件 时 ， 

1+2+o + Cm 1 +m0(mol ni) 

一 定 成 立 ( 不 要 计算 左边 的 和 式 )。 

9. 当 正 整 数 普 请 足 什 么 条 件 时 ， 

13+2340m + Cn 1)3+m 0(mod m) 

一 定 成 立 (不 要 计算 左边 的 和 式 》。 

10. 对 任意 正 整 数 7 这 1，1+2+ -+n 表 为 十 进 制 数 时 ， 它 
的 晤 后 一 位 数 可 能 取 哪 些 信 ? 

11. 设 素数 P14a， KK] 证明 m==an(mod pk) 成 立 移 充 
要 条 件 是 7n 三 0(modp*) 或 1 二 a(tmodpr)。 

12. 设 2>4。 证明 : n 足 合 数 的 充 要 条 件 是 

Cn— 2)1=0mod ny), 

13， 汪 上 明 : 701 一 61! 《mod 71). 

14. (iD 求 2 好 横 10 的 最 小 非 负 剩 余 !: 《ii 求 2 的 十 进 
位 表示 中 的 最 后 两 位 数字 ;说 ) 求 9%" 及 9” 的 十 进 你 表示 中 的 
最 后 两 位 数字 ， (iv》 求 (13481% 一 773” 被 111 除 后 所 得 的 培 小 非 
负 余 数 ;(Y) 求 2 对 独 10 的 最 小 非 信 剩余 ，s = 2" : 

15，(i) 求 3 对 模 7 的 逆 ; (ii 求 13 对 慌 10 的 逆 。 
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16. 设 4 1 是 4 对 缠 严 的 着 证明 ， 

《iD an==elmod mm》 成 立 的 充 要 条 件 是 aeCmod m)， 

(iiy a 是 a8 村 算 避 的 道 ， 郑 (a 7 二 a mod 届 ), 符 
别 对 年 意 证 蛙 数 妨 ，(Cas)-1=s(a ICmodmm)。 

17， 数 严 请 足 (i) 3n=5Cmod7); (ii) 13na=7Cmod 10). 

18， 或 整数 = 同时 请 足 1 二 1(mod 4)，n 二 2Cmod 3)- 

19， 证 明 :， 对 任 洁 整数 ”5， 下 面 五 个 同 余 式 中 宝 少 有 … 个 成 
立 : n=0(mod 2),， n 二 0Cmod 3),n=l(mod 1) ,n=5(mod 6),7n= 
7Cmod 12) 。 


。 对 任意 整数 上 ， 下 面 六 个 固 余 式 中 至 少 有 -个 成 


(mod 2), 
(mod 8), 
21。 证 明 以 下 不 定 方程 无 解 : Kiy x 一 2y:=77; (ii) x? 一 359* 
+5s2=0。 
22。 求 出 所 有 的 正 整 数 三 元 组 {fajb,cy， 汪 足 条 件 : 
a=b(mod ce), b=e(mod a), c=a(mod b), 
23. 求 出 所 有 的 非 零 蓝 数 三 元 组 {2,b,c}， 谐 是 条 件 ， 
as=sb(mod |¢|), b=eCmod |4a|), ce=aCmod 15|). 
24， 设 Pp 十 索 弹 ，/ (x) 是 整 系数 多 项 式 ， 
fr) = Cx) Cr? — Xx) trer), 
4Kxz) 及 rz) 是 整 系数 多 项 式 ，r(x*) 的 次 数 室 Pp, 证 明 ， 对 所 有 整 


n=0Cmod 3)，n==1Cmnod 4), 


fr) r(x) Cmod p), 
全 横 卫 的 下 等 同 余 式 。 

25. 设 p 是 素数 ， for) 是 整 系 数 多 项 成 。 再 设 41,"…,Qj 两 
两 对 后 不 同 余 ， 满 足 (47) 二 0Cmod P)，1 之 j<k。 证 明 ， 大 作 
整 系数 多 应 式 4Cx)， 使 得 


fA) EXE ma) x a Cmod PY, 
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这 里 的 符号 同 $1 式 (5》。 进 而 证 明 ; 


— p+ 1 mod p), Ca) 
(x -p+1) mod p), Cb) 
Pp ~ I) 1mod p), C2) 
以 及 pp 一 3 时 ， 
BD) =0Cmod 7), Cg) 


Isp- 
26. 设 素 数 p 二 3。 证 明 ， 


PD! CELL ,PD 2 
md 


§2 同 余 类 与 剩余 系 


定义 1 同 余 类 〈 剩 余 类 ) 由 81 福 质 王 知 , 对 给 定 的 模 严 ， 
整数 的 同 余 关系 是 -个 等 价 关 系 ， 闲 此 全 体 整 数 可 按 对 民 普 是 否 
闻 余 分 为 若干 个 两 两 不 相交 的 集合 ， 使 得 在 同一 个 集合 中 的 任意 
两 个 数 尘 模 mm 一 定 同 余 ， 而 属于 不 同 集合 中 的 两 个 数 对 模 妈 一 定 
不 同 余 . 每 一 个 这 样 的 集合 称 为 是 模 m 的 同 余 类 ， 或 模 m 的 剩 
余 类 我们 以 r modm 表 7 所 属 的 模 训 的 同 余 类 。 

上 让 定义 立即 推出 

定理 1 (i) rmodm= {r+tkm: KkEZ) 

Ci) rmod 如 =3modi 的 充 要 条 件 是 =sCmod 人 fa) 

《iii》 对 任意 的 rs, 要 么 modm =smod 直 要 么 modnm 与 
$s mod mt 的 交集 为 空 集 。 

定理 I Cii) 表明 问 余 式 就 是 间作 类 “看 作为 一 个 元 素 ) 的 等 
式 ， 因 此 ，§1 中 关于 间 余 式 的 性 质 都 可 表述 为 风 余 类 的 性 质 。 
这 些 将 安排 在 习题 中 ， 

定理 2 ”对 给 定 的 模 m ， 有 和 且 恰 及 个 不 同 的 模 尺 的 同 余 类 ， 
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二 


它们 是 
Omodm, 1 modsm ,+ ,Cm — 1)modrm, 《IT 
证 由 定理 15ii) 知 这 是 mm 个 两 两 不 同 的 同 余 类 。 对 每 个 整 
数 4， 由 第 一 童 § 3 定理 1 短 


a=qm+r, 0 


因此 ， 册 定理 工 (iD 知 ，aErmodm， 即 a 必 有 局 于 (1》 中 的 某 个 同 
祭 类 .证 毕 。 

由 定理 2 及 铝 单 原理 立即 推出 ， 

定理 5 (i) 在 任意 取 定 的 w+ 1 个 整数 中 ， 必 有 两 个 笋 对 杭 
催 同 余 ; 

(ii) 存在 严 个 数 两 两 对 横 普 不 同 余 . 

证 因为 对 模 扣 共有 砚 个 由 式 (1) 给 出 的 辐 余 类 ， 所 以 识 +] 
个 数 中 必 有 了 两 个 数 属于 癌 - ~ 个 机 区 的 问 余 类 ， 这 两 个 数 就 对 模 训 
同 余 .这 就 让 明了 (DD。 不 每 个 同 余 类 7 mod mC0s 拓 7 二 十 )》 中 必定 
一 个 数 xy 作 人 代表， 这 祥 就 得 到 吉 个 两 两 对 模 扩 不 同 余 的 数 x。， 
xieyxm li。 这 就 证 明了 (ii 。 

由 定理 3 可 引进 以 下 元 念 : 

定义 2( 完 全 剩余 条) -- 组 数 由 ,gs 称 为 是 模 严 的 完全 
犁 余 和 对 ， 如 果 对 任意 的 a 有 且 仅 有 一 个 5; 是 4 对 楼 水 的 剩余 , 即 
4 同 余 于 Vj 模 史 。 

由 定义 中 好 的 唯一 性 知 这 s 个 数 一 定 是 两 两 对 模 贡 不同 余 . 
由 定理 3 知 ， 模 扩 的 完 爹 剩 父系 臣 存 在 的 ， 且 8= 允 ,以 及 给 定 的 
但 个 数 是 - -组 楼 严 的 完全 番 什 系 的 充 要 条 件 是 它 人 | 丙 两 对 模 严 不 
同 余 。 机 实 上 ， -组 避 操 的 完全 镜 余 系 就 是 在 模 m 的 每 个 同 余 类 
中 取 定 一 个 数 作 为 代表 所 构成 的 一 组 数 ; 而 对 于 一 组 模 扣 的 完 人 
剩余 系 mw ya 


modm ,eynmodn C2) 
就 是 模 光 的 mm 个 两 两 不 同 的 同 余 类 ， 议 及 
109 


Z= U ymodm, C3) 


If em 
容易 直接 验证 0) 和 一 1 4sr5y [m12],…， 一 [ 
一 za/21-21 当 和 是 倘 数 时 也 可 取 为 一 [zj21 二 1 一 [一 各 /2])5 
一 于 +150; 一 my 一 工 等 都 是 楼 搓 的 完全 剩余 系 ， 它们 分 别 
称 为 模 m 的 最 小 非 负 完全》 剩余 和 最 小 正 ( 完 全 ) 剩余 有 
绝对 最 小 〈 完 全 》 剩余 系 ， 最 大 非 正 〈 完 全 ) 剩余 采 ， 最 大 负 
完全) 剩余 妥 。 由 式 (1) 知 ， 对 任意 取 定 的 个 整数 Kr 人 << 
二 二) 
四 rtkm, Or<m {4) 
是 模 坟 的 一 组 完全 剩余 系 ,以 及 对 模 束 的 任 给 的 一 组 完全 剩余 系 ， 
一 定 可 以 选取 适当 的 kr(0 志 1 过 m), 使 它 由 式 (4 家 出 。 一般 地 ， 
由 式 (2) 知 ， 当 yj(1 所 1 志 m》 是 任 给 的 -- 组 模 m 的 完 会 剩余 系 
时 ， 对 任 取 的 整数 有 (17&m》， 
yim, TS， 4°» 


是 模 避 的 一 组 完 侍 璋 余 系 ， 反 过 来 ， 对 楼 mm 的 任意 一 组 完全 剩余 
系 ， 一 - 定 可 以 选取 适当 的 (1 所 i 夺 m)， 使 它 由 式 (4) 表 出 ， 例 
如 : 取 Kr =0(0Sr 达 mm), 式 (4) 就 给 出 了 模 人 t 的 最 小 非 负 剩余 系 ， 
取 记 =m,Kr 二 0C1 坟 fr<m), 式 (4) 就 给 出 了 模 扣 的 最 小 正 剩余 系 ; 
取 =0C0<rsmny/20);K = 一 1CmA2<rsm 一 1): 式 (4 就 给 出 模 
mm 的 绝对 最 小 剩余 系 ! 取 kr = - 0sr<m)， 式 (4) 就 给 出 了 模 
二 的 最 大 负 晋 余 系 ， 凡 及 取 ko = 0K = 一 (1 所 7 达 10), 式 (4) 就 给 
出 借 严 的 最 大 非 下 剩余 系 。 再 例如， 取 = HL 二 1 ps = 
所 7 迄 欣 )， 风 由 式 (4 和 得 到 模 mm 的 完全 测 余 系 : 《m+1)，1， 
Ct) -2 m+1) -ms; 取 y= 一 I 了 (1 mm) hj = 711i 
7 , 则 出 式 (4 ) 得 到 模 吉 的 完全 剩余 系 ; Cm 一 ]) mm- 12， 
中 取 和 三 8204(1 二 六 和 从，43 为 任意 整 
数 ) ,就 得 到 横 光 的 完全 瀑 余 系 : 
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Cam + DY CamMm tj)yme. 


总 全 翻 余 系 ， 它 们 各 昕 元 素 之 和 对 外 
由 是 同 余 的 ， 容 易 ? 和 辣 余 于 


0+1+-+(E 1) 三 (一 1)ntA2 


加 


BCmog m), 2+1m, 
{ C5) 


m/2Cmod m), 2|m. 
定理 4 证 mlm。 那 么 ， 对 任意 的 了 有 
rmodmcrmod ma， 
等 号 区 当 mm =m 时 成 立 , 更 精 依 池 说 , 营 鸽 ,…s ta 是 模 4= /mm 
的 一 组 完全 剩余 系 ， 则 


rmodm= (J Crtijn modm, (C6) 
1<1<d 
右边 和 式 中 的 4d 全 模 灵 的 间 余 类 两 两 不 同 。 特 别 地 有 
rmodm,= U (Crtim)modm. 7) 
os 了 <d 


证 ”只 要 证 明 式 (6)， 我 们 把 同 余 类 7 mod ma 中 的 数 按 模 mm 

来 分 类 。 对 r mod mi 中 任意 两 个 数 -+ Rin,7 Kamis 
+ +k mr i ke mi(mod rm ) 
成 立 的 充 要 条 件 是 《利用 5 1 性 质证 》; 
Ks=ksCmod 4), 
由 此 就 推出 式 (6) 右 边 和 式 中 约 4d 个 模 丘 的 地 余 类 是 隔 两 不 同 的 ， 
且 r mod m, 中 的 任 一 数 +Kmi 必 必 于 其 中 的 一 个 间 余 类 .。 另 一 
方面 ， 对 任意 的 了 必 和 有 
(rriim)modm (rt im)mod m=7 mod mi 

这 就 证 明了 所 要 的 结论 。 

在 定理 4 中 取 mi=1,7r=0， 式 (8) 就 是 式 (3),， 因此 定 埋 4 
是 式 (3) 的 推广 应 该 指 息 ， 第 一 齐 $ 3 例 一 例 3 中 讨论 的 集合 
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So.; 就 是 同 余 类 jmoda。 抽 1 就 是 定理 2 ,而 例 3 则 是 给 出 了 定 
理 生 的 员 体 例子 : 入 =2，P=6，r=1，5 =7-1COsjs3)， 定 
理 4 是 经 常用 到 的 ， 遂 常 是 用 以 下 同 余 式 语言 的 表述 。 

定理 4 设 m|m。 那么 ， 对 任意 的 r+， 

n=r(mod mm) 
上 成立 的 充 要 条 件 是 以 下 d=m/m 个 同 余 过 有 且 仅 有 一 个 成 立 : 
nr tim(modm), 0S 。 

例如 ， 取 ma =2， 奇 数 rs1(mod2)， 若 政 m=4, 则 n==1 
{mod 4 ),n= 一 3Cmoa4》 有 县 必 有 一 -个 上 成立， 车 有 m=8， 则 nm= 
13,5， 或 7 了 (mod38 ) 有 上 且 必 有 一 个 成 立 。 到 ma=3， 对 rm-1 
(mod3 )， 车 取 m=6， 则 7? 二 一 1 或 2 (mod6》 上 有 开交 有 一 个 成 
立 ! 车 取 mm=15， 则 nn 二 -1,2;5,8,11 《mod 1]5) 有 且 必 有 一 个 
成 立 。 

在 进一步 讨论 既 约 司 余 类 、 茎 约 剩余 系 之 前， 先 来 给 出 第 一 
章 § 4 例 10 的 另 一 种 解法 ， 以 说 归 引 进 同 余 类 的 构 念 是 有 好 处 
的 。 


例 1 同 第 一 章 84 例 10。 

我 们 的 想法 是 把 要 诊 色 的 集合 W 扩 充 到 全 体 整 数 ， 满足， 
<a》 属于 同一 个 模 7 的 同 余 类 中 的 数 涂 相 同 的 颜色 ; (b》 仍 保 特 
条 件 人 i) ,Kii) 成 立 。 这 样 ;为 使 条 作 Kii) 成 立 ， 必 须 满 是 ，(iii) 0 
和 天 要 涂 回 一 种 频 色 。 这 样 ， 我 们 就 对 全 休整 数 2 涂 色 ,满足 条 
件 (3) 及 (Ci (ii), (iii)。 我 们 来 考察 这 样 的 涂 色 存 个 么 性 质 ， 

人 1》 对 任意 的 1€ 人 ,了 和 -7 一 定 涂 相同 的 颜色 。 因 为 必 有 
0Si<n,， 使 1 二 i(modn)， 由 (a) 知 7 了 和 i 闻 色 。 当 :=0 时 ， 
-7 革 j 守 0C(mod 9)， 所 以 由 (a) 知 了 和 ~ 了 了 同色， 当 0<i-<n 财 ， 
由 (D 知 i 和 ni 同色 ， 进 而 由 (a) 知 i 和 一 i, 一 i 和 -i 同色 ,所 
以 ， 亦 有 7 和 一 六 同色 。 

C2》 对 任意 的 7EZ,j 和 :tk 同色 ， 即 属于 问 一 个 模 上 的 
同 余 类 中 的 数 涂 同色 。 因 为 必 有 0<i<n 使 j=:i(mod n)， 由 (a) 
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知 f 和 二 同色 由 (让 和 GD) 知 i 和 [k 一 让 同色 ， 进 丽 由 (1) 推出 
I 一 让 条!i 一 k 间 色 ， 而 由 C2) 知 1-RKR 和 7-% 同 色 ， 所 以 7 了 和 
i 一 k 同色 。 由 此 及 (1) 推 得 , 了 和 和 -7, 一 7-K， f+ 都 辕 色 ,这 
就 证 明了 所 要 结论 ， 

由 Ga) 和 C2) 知 ， 和 全 一 1EZ 必 积 1 了 +3n4+ 坛 同色 ， 这 里 3, 是 
任意 整数 。 由 《nr,k)=1， 知 必 有 so,to 使 得 sort+iok=1， 所 以 ， 
1 和 f 了 +1 同色. 这 就 证 有 明了 /所 有 整数 都 涂 同一 种 闫 色 。 

这 一 解法 比 第 … 章 3 4 例 10 的 解法 资 思路 清晰 、 自 然 ， 且 看 
册 了 这 种 涂 色 方 天 是 满足 条 件 (a) 和 (2)， 

为 了 引进 既 约 同 余 类 、 轻 约 剩 父系 的 概念 , 先 证 明 一 个 定理。 

定理 5 模 可 的 一 个 问 余 类 中 的 任意 两 个 整数 41,4 与 mr 的 最 
大 公约 数 相 等 ， 即 《a1,m1) = (az ,in)。 

证 设 aErmodm,asErmodm ,由 定理 1(i) 知 2y =r+kjm, 
i=1,2。 进 而 由 第 一 章 § 4 定理 1(iv) 得 

Cajsm) = rthkm mm) = rm), j=1,2. 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 

定义 3 模 m 的 同 余 类 7 modm 称 为 是 模 m 的 弃 约 (或 互 索 ) 
同 余 类 ， 如 录 {7,m) = 1。 模 关 的 所 有 订 约 同 余 类 的 个 数 记 作 
9Cm)， 遂 常 称 为 Euler 西数 。 

定义 4 一 组 数 ,>+ 称 为 古 模 m 的 证 约 《〈 上 或 互 率 ) 剩余 
深 ， 如 时 (sim) = 1,1: 以 及 对 任意 的 4,Ca,m)=1, 有 且 
仅 有 一 个 =; 是 4 对 模 n 的 漳 余 ， 则 a 同 余 于 5 模 严 。 

由 定理 5 知 ， 距 约 阿 余 类 的 定义 是 合理 的 ， 即 不 会 因为 一 个 
同 余 类 中 的 代表 元 素 r 取得 不 同 而 得 到 了 矛盾 的 结论 .由 定义 及 定 
理 2 《以 mmodm 代 0 modm) 立 妈 推出 

定理 6 模 避 的 所 有 不 同 的 沟 约 同 余 类 是 ， 

rmodm, (rm)=1, 1l1<r 人 em, 《8) 
中 5 等 于 1:2， 5m 中 和 王 既 约 的 数 的 个 数 
由 于 每 个 和 媚 既 约 的 数 必 属于 某 个 横峰 的 既 的 同 余 类 ， 拟 以 
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南 定理 6 及 铝 单 原理 立即 推出 〈 证 明 留 给 读 春 》 

定理 7 (Ci) 在 任意 取 定 的 lm) +1 个 均 和 产 异 约 的 整数 
中 ， 必 有 两 个 数 对 模 普 同 余 ; 

《ii 存在 加 (m) 个 数 两 两 对 模 mm 不 同 余 且 均 和 吉 县 约 。 

由 定义 4 中 zy 的 叭 -性 知 这 个 数 一 定 两 两 对 模 澡 不 同 余 。 
由 定理 7 知 既 约 剩余 系 是 存在 的 ， 且 1= gm)。 事 实 上 ， 模 灵 的 
既 约 剩余 系 就 是 在 机 m 的 每 个 有 虐 约 同 余 类 中 取 定 一 个 数 作 代 表 所 
构成 的 一 组 数 ， 因 此 它 的 一 艇 形式 是 ; 

rikym, Ar,m)=1, 1<rsm， (9) 

其中 ; 是 任意 取 定 的 整数 ， 而 对 于 模 灵 的 一 组 既 约 镜 余 系 zi， 


Epim)s 
ER TT esyzytmumodtn， (C10) 


就 给 出 了 重 芭 的 BCm) 个 两 两 不 同 的 既 约 同 余 类 。 

应 该 指出 的 是 : 杭 mm 的 -- 组 完 侈 剩 会 系 中 所 有 和 尺 县 约 的 数 
组 成 俩 mm 的 一 组 既 约 剩余 系 。 这 一 点 在 考虑 问题 时 是 有 用 的 。 此 
外 ， 任 意 给 定 的 $8(m) 个 和 mn 既 约 的 数 ， 只 要 它们 两 两 对 模 吉 不 
同 余 就 一 定 是 模 普 的 婚约 秋 余 系 。 Euler 函数 BCm) 在 数论 中 是 
二 分 重要 的 。 如何 求 它 的 值 是 首先 要 解决 的 问题 ， 下 面 来 讨论 最 
简单 的 情形 . 

m=1 时 ， 和 机 工 的 司 余 类 只 有 一 个 ，0 mod 1, 它 是 既 约 闻 余 
类 ， 所 以 $B(1) = 1。0 或 任 一 整数 就 移 成 模 1 的 醋 约 剩余 系 ， 
m=2 时 ， 模 2 的 同 余 类 有 两 个 0mod2,1mod2。 只 有 
1Lmod2 是 既 约 周 余 类 ， 所 以 pC(2) = 1。 1 或 任 一 奇数 就 构成 模 
2 的 度 约 剩余 系 。 模 4 的 妍 约 问 余 类 是 : lmod4 ,3mod4， 
中 (4) =23，1:3 是 模 生 的 一 组 既 约 剩余 系 。 模 12 的 既 约 刹 余 类 是 : 
1 mod 12, 5 mod 12, 7 mod 12, 11 mod 12, (12) =4, 1,5,7,11 
是 模 12 的 一 组 既 约 剩余 系 。 当 r= p*,p 是 素数 时 有 下 面 的 结论 . 

定理 8 设 7 是 素数 ，k 之 1。 那么 ， 

PEI = pp- DD, C112 
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以 及 模 px 的 既 约 同 余 类 是 ， 
(atbp)mod;*, 1<a<p-I，0<2sPe 一 1。 (12) 
证 由 定理 6 知 ，g(p*》 等 于 满足 以 下 条 件 的 + 的 个 数 : 
lrept, (rf,p*)=1. 


由 于 P 是 素数 ， 所 以 有 
cp 一 | 


1, ptr, 
p, plr, 
用 此 及 第 一 章 $ 4 定理 10 知 ; (zx)= 工 的 充 要 条 件 是 Cr,p2 = 1， 
Bn p14r。 周 此 ，8@Cp*) 就 等 于 工 ,2,…,p* 中 不 能 被 2 整除 的 数 的 
个 数 。 由 于 1,2,…-p* 中 能 定 p 整除 的 数 有 p* ' 个 ， 所 以 ， 
由 (px) = PE 一 PR ， 这 就 是 式 (11)， 出 带 余 数 除法 知 ， 任 一"; 
1 所 ?pr ,P14r， 可 表 为 
r=bp+a, lasp-l, 0<b<pt 一 1 

反 过 来 ， 对 任意 请 足 1<a<p 一 1,0 所 b= 
r=bp+a 必 满足 1sr 委 px,p+r。 这 就 证 明了 式 (12)。 

例如 : m= 时 ，D(3)=3-33=18,， 模仿 的 既 的 同 余 类 


ba 


<p*-! 一 1 的 a,b5， 相 应 的 


是 : 

(a+b» 3mod3, I<a<2， 0<5<8。 
TI:2,4:5,7,8,10,11,13,14,16,17,19,20,22,23,25,26 就 是 模 3 
的 一 组 既 约 莘 侠 系 。 和 如 果 取 绝对 最 小 剩余， 那么 ， 土 1, 土 2, 4， 
圭 5, 土 7; 寺 8, +9, 土 10, 土 11, 土 13 就 是 模 3 的 - -组 既 约 剩余 系 。 
如 何 求 一 般 的 $Cm) 将 在 $3 寺 论 ， 


习 题 二 《了 I) 
1. (i》 和 油 出 剩余 类 3 mod 17 中 不 超过 100 的 正 整 数 ， 
(ii》 写 击 剩余 类 6mod 15 中 绝对 值 不 超过 90 的 整数 。 
2.，(i 气 出 模 9 的 一 个 完全 剩余 系 ， 它 的 伍 个 数 是 奇数 ; 
《ii》 写 出 模 9 的 一 个 完全 剩余 系 ， 它 的 每 个 数 是 个 数 ， 
ii) 0D 或 (让 中 的 要 求 对 模 10 的 完全 铀 作 系 能 实现 吗 ? 
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Civ》 车 21m， 则 模 mm 的 一 组 完全 剩余 系 中 一 定 一 - 半 是 偶数 ， 
一 半 是 奇数 。 
3。 利 用 基体 定 出 $2 式 (4) (n=?) 中 的 kK 的 方法 ， 写 出 模 
7 的 一 个 完全 和 刹 余 系 ， 使 得 它 的 元 素 都 属于 0) 剩余 类 0mod3} 
《ii) 剩余 类 1 mod 3 ; (iii) 剩余 类 2 mod 3 ，。 
4. 设 (4,m)=1,s 为 任意 整数 ， 利 用 82 式 (4)? 证 明 ， 一 定 
存在 模 产 的 完全 剩余 系 ， 它 药 元 素 全 部 属于 剩余 类 s mod a 。 
5， 证 明 : 当 训 >2 时 ，07,2,…,( 机 一 1)? 一 - 定 不 是 模 吉 的 
6， 设 交 wsrmariysra 分 别 是 模 拉 的 两 组 完 作 剩余 系 。 
证 明 : 当 欣 是 侦 数 时 ，7L ?7srm +rn -一定 不 是 模 m 的 完全 剩 
余 系 。 
了 . 设 有 m 个 整数 ， 它 ff 部 不 属于 剩余 类 0 modm 。 那么 ， 
其 中 必 有 两 个 数 之 差 六 于 剩余 类 0 modm 。 
8. 在 任意 取 定 的 对 模 m 两 两 不 同 余 的 [m/2] + 工 个 数 中 , 必 
有 两 数 之 差 属于 剩余 类 medm 。 如 何 推广 本 题 ? 
9. (i) 把 剩余 类 1 mod 5 写成 模 15 的 剩余 类 之 和 ;(ii》 把 锌 
余 类 6 mod 10 写成 模 120 的 剩余 类 之 和 (iii) 把 剩余 类 6 mod 10 
写成 模 80 的 剩余 类 之 和 。 
10. (i) ms]1mod 2 ) 的 充 要 条 件 是 ”对 模 10 的 绝对 最 小 


剩余 为 哪些 数 ? 
《ii n 寺 -1(mod5》 的 充 要 条 件 足 n 对 模 45 的 成 小 正 剩 
余 为 哪些 数 ? 


11. 设 #2 为 给 定 的 整数 。 试问 。 模 22 一 1 的 - -组 完全 剩 
余 系 最 少 要 届 于 模 nm 一 2 的 几 个 镜 余 类 ? - - 般 地 ， km 闫 1， 模 
天 的 一 组 完全 惩 余 系 最 消 要 属于 局 严 的 儿 个 剩余 类 ? 

12. 具体 写 出 横 严 = 16,17,18 的 最 小 非 负 既 约 剩余 系 、 绝 
对 最 小 流 约 剩余 系 ， 并 算出 (16)，@(17)， 吕 (18)。 

13， 抒 第 3,4 题 中 的 完全 剩余 未 改 为 既 约 剩余 系 。 
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14， 设 m 芝 8，ro srs 是 所 有 小 于 m/23 县 和 吐 既 约 的 正 整 
数 。 证明; -rs 一 rs 及 
ri 痢 是 模 严 的 噬 约 剩余 系 ， 由 此 换 遇 当 az3 时 31g(oo。 

15. 设 m 汪 ?3。 证 明 ， 

GD 模 册 的 ~ 组 既 约 剩余 系 的 所 有 元 未 之 和 对 模 吉 必 问 余 于 


替 ; . 
Gi) 烧 m 的 最 小 正 既 约 剩余 系 的 竺 数 之 和 等 于 mp Ct)/2。 
这 结论 对 m= 2 中 

16， 以 06 ,1 ,m1 记 楼 轴 的 
成 的 集合 2 中 定义 “各 法 ” 田 及 
Em 1, 


I 余 类 ， 丰 由 这 抽 个 元 


“ 悦 法 "如 下， 对 任意 的 


有 = 0 过 cs -1 
内 要 c==a +b(modmm); 及 
DE=E, 00cm 1 
只 要 c=abC(modm)。 证明 
(i) 这 样 定 文 的 加 法 和 策 共 是 一 定 可 以 实现 的 、 且 5 是 叭 一 
的 ; 
《iD 这 样 定义 的 孝 法 和 琵 记 


& 


法 满足 匀 换 律 、 结 合 律 、 以 及 分 配 
律 ， 即 6 中 5 = Ba, (DE)DE= 1mGPD,R CGD = 
1 10012).4 O03 


Cii》0 是 Zn 中 的 零 元 素 , 即 对 任意 #, 必 有 adG0= 8, 及 (D0 


-5=0O8， 证 明 , 当 5=0 时 , -了 =0， 当 5 时 一 B= Cn 
(yi) 当 mm32、Cesm = 工时 ， 必 有 于 狂 足 BE = ], 关 是 团 
一 的。 到 称 为 是 元 素 下 的 逆 ， 记 作  。 进而 证 明 ，(a 1 = 
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(CO 有 -= ar1O81. 

(vii) 设 m2 《a,m) =1。 那 么 ， 对 任意 的 8; 必 有 了 唯一 的 
=5， 以 及 = (Ob 

《viii》 举 例 说 明 ， 对 任意 的 5,5, 不 一 定 有 3 满足 4D5 =5， 
即 名 不 一 定 能 “整除 ”3， 即 不 一 定 能 作 “ 除 站 

Cix) 证 明 ， 当 p 是 素数 时 ,1,*…, (D1) 中 的 任意 两 个 元 崇 
都 可 作 有 除法 ; 

《x) 在 满 是 (4,r) = 1 的 金 体 gta) 个 元 束 直 中 , 任 嫩 两 个 苞 


素 都 可 作 “ 除 法 >。 下 面 列表 说 明 当 m= 30 时 这 样 定义 的 运算 ( 见 

表 1 和 玫 2)， 并 请 读者 自己 返 项 验证 或 举例 说 明 题 中 的 结论 。 
家 1 名 ,。 中 的 加 法 表 

ali 7 7 | 
6 fs 1 3 
了 了 
站 
i 
i 7 
i | 
6 § 7 
了 i 3 7 
3 日 5 i 1 
| fF 


Les 中 的 加 法 赛 与 乘法 表 ， 

18. 设 4d 关 1,4d|n。 证 有明: fn $mD) 守 4 一 由 (4d) ， 竺 号 议 当 
d=n 时 成 立 。 

19. 证 明 : 存 在 多 个 正 整 数 二 ,本 得 mwC2+1 此 
外 ， 举 例 说 明 存在 正 藉 数 半 使 得 (CD 凶 C) = 中 Gi Ds C 放 ) (RY 
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寄 2 ” 乙 !。 中 的 靖 法 玫 


上 
1 
上 


i 
i i 1 日 i 
了 4 i 5 8% 
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= Bnto i $n)= Bn+3), 
20. 设 Psps 是 两 个 不 同 的 素数 ， 证 瑚 ， 在 1,2,… ,Pps 中 ， 
读 亡 入 的 个 数 等 于 pa， 被 p 整除 的 数 的 个 竹 等 于 mi 被 
PiPs 整除 的 获 育 1 个 ， 由 此 推出 - 
PP1p2) = CP1 ~ pa oT} BD PEp2), 
21. 设 ? 半 是 正 整数 证 时 ， 在 不 过 过 中 的 正 整数 中 ,和 
昭 约 的 数 的 个 数 等 于 hp(n)。 
。 利 加 第 20 题 的 方法 ， 证 明 : 
《i 设 Pi,ps,ps 是 三 个 不 同 的 案 数 ， 则 
他 (Pipspa) = Pi ~ 1 Cps — I) CPs — 1 
Gi) 设 记 ,…yps 是 玉 个 不 同 的 素数 ， 则 
Ep: ?= (pi ~ Tp ~ 1), 
323. 利用 第 21 是 来 证 明 上 题 的 结论 ， 
24. 设 m 的 过 因数 分 解 式 是 7''…p""。 证明 ， 
2 2] 
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sp pw Denpsr ps —1) 
Cp) BPE). 


本 不 汉人 有 的 攻 人 抽 及 其 结构 。 

定理 9 (GD 设 。 是 任意 整数 。 斤 么 , x 遗 历 模 普 的 一 组 完全 
删 余 系 时 ，x + 也 遍 } 历次 的 一 组 党 全 测 作 系 。 也 就 是 说 ，* 

:xm 是 模 史 的 一 组 完全 剩余 系 的 充 到 条 件 是 LO Xmto 

是 本 记 的 一 组 完全 列 余 系 。 

Ci) 设 吕 ,stm 是 任意 整数 ， 那 各， 六 :24tm 是 模 
如 的 一 组 既 约 镜 余 系 的 充 丝 条 件 是 如 + 有 Wyem 十 天 on 全 
是 模 严 的 一 组 既 约 剩余 系 。 

证 明 是 显然 的 ， 留 给 读者 ， 

定理 10 设 (4,m)=1， 那么 ，x 遍历 校 的 完全 〈 既 约 ) 
剩余 系 的 光 雪 条 促 是 ax 遍 睫 模 严 的 完全 《婚约 ? 璋 余 系 ， 也 就 是 
说 ，,…,xs 是 模 贡 的 完全 (上 茎 约 〉 测 余 系 的 充 楼 条 件 是 4x1， 
…,axs 是 模 严 的 完全 《〈 既 约 )》 剩余 系 。 


证 由 有 1 性质 VH 知 : 当 (4,m) = 1 时， 对 任意 的 i 有 | 
Xi 寺 Xy (mod 人) 所 字 ax4 玉 4Xj (Mod MR), (13) 

以 及 由 第 一 章 8 4 定理 10 知 ， 当 《asm) = 1 时 ， 对 任意 的 i 有 
(axistn) = CXs ,M1), (14) 


et 定理 中 的 = 由夏 及 式 (13) 就 推出 关 
完 余 剩 余 系 的 结论 ， 因 为 名 个 数 具 娶 两 两 对 仅 mm 不 同 余 就 一 定 
二 的 光 全 有 余 系 .对 于 既 约 镜 余 系 来 说 ，s 王 中 (m)， 由 此 及 
式 (13),(14)? 就 推出 关于 喷 约 剩余 系 的 结论 ,因为 (my) 个 均 和 人 
喷 约 的 数 ， 只 配 两 两 对 模 芭 不 周 余 就 一 定 是 复 严 的 既 鸭 剩余 系 。 
定理 10 表 明 ， 只 北 (4,m) = 1， 我 们 战 可 以 找到 这 娠 的 愤 的 
完全 币 余 系 和 婚约 剩余 系 ， 它 们 的 元 素 都 是 的 倍数 ， 而 当 
(aym)>>1 时 ,这 是 一 定 不 可 能 的 ， 例如 3.0,3"1) 3 7 是 寞 8 
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的 完全 晋 余 系 ，3.1,3.8,3.5,3,7 是 模 8 的 既 芍 剩余 系 . 到 4= 
-1 就 推出 x 与 ~x 间 时 遍历 模 刀 的 完全 ( 茎 约 ) 剩 余 系 。 结合 定 
理 9,10 及 式 (4) 就 可 得 到 各 种 形式 的 完全 或 既 约 剩余 系 。 
定理 11 设 普 = artntyxeCTsissm) 是 模 z 的 完全 剩余 
又， 他 "GESTS ms) 是 模 ma 的 完全 测 余 系 。 那么 ， 2 = 人 芋 !+ 
mx ! 是 模 扣 的 完 爹 剩余 系 ,也 就 是 说 当 *',x'* 分 别 遍历 模 mm， 
楼 ms 的 完全 剩余 系 时 ，x = x+ max(2 遍历 模 如 = mm 的 完全 
证 这 定理 实际 上 是 定理 4 的 直 搂 推论 。 我 们 下 面 给 一 个 直 
接 证 明 。 这 时 x1j 共有 似 = mms 个 数 .因此 只 要 证 明 它们 两 两 对 
模 姻 不 同 余 。 洲 


a 2 
XP TIX 
和 1 日 


= =xd} 2) 
1 + mxy mod mn) » 


C15) 
则 必 有 
x xh (modnm ) ， 
由 此 及 * 在 同一 个 模 mm 的 完 钨 剩余 系 中 取 值 ， 所 以 必 有 x)= 
ze， = 各。 由 此 及 臣 (15 得 . 
MX nm Cmod min) 
邯 
2 和 (mod me), 
因而 周 理 有 =x 各， 族 = jo、 这 就 证 明了 所 要 的 结论 。 
定理 11 刻 两 了 完全 剩余 系 的 某 种 结构 ， 表明 大 模 m= mm 
的 完全 剩 会 系 , 可 以 某 种 形式 表 为 两 个 较 小 的 模 mm、 模 ms 的 完全 
剩余 系 的 组 合 。 利用 归纳 法 可 把 定理 11 推 广 为 
定理 12 设 普 = mi mspx， 及 


X= x+ + my maxX) 十 oe + eet 1 , 《16》 


那么 ， 当 x51S&jsk) 分 别 遍历 模 如 的 完全 剩余 系 时 ，x 遍 
历 模 后 的 完全 剩余 系 ， 也 就 是 说 ， 当 xD(&imy) 是 模 m; 
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的 完全 剩余 系 (1<i<<k) 时 ， 


= x 2) es oo 人 
aa = XT mar 1 人 


si Em, 1STSK 
是 模 沁 的 完全 剩余 蒜 。 
证 由 定理 11 知 结论 对 k= 2 成 立 。 假 设 结论 对 让 =7( 字 2) 
成 立 ， 当 天 =a+lT 有 时 ， 股 丽 4 = mms。 以 及 
EE 


则 有 


= 
由 归纳 假设 知 ， 当 X17 人 0) 遍 万 模 mi 的 完全 区 余 系 时 ， 
Fz 中 遍历 楼 雹 的 完全 剩余 系 . 宙 二 上 涉及 策 论 对 =2 成 立 知 ， 
5 ,x+ 分 别 遍 访 模 二 :， 模 rs.1 的 完全 剩余 系 时 ，* 就 遍历 
模 福 4 研 %41 = gzansi 的 完全 剩余 系 ， 即 结论 对 = n+1 成 立 ， 
证 毕 ， 

定理 11 与 定理 12 的 优点 是 对 模 mi 不 加 限制 条 件 ， 但 一 般 说 
来 对 婚约 剩余 系 没有 相应 结果 成 立 ( 请 读者 举 全 说 明 )。 但 在 以 下 
转 狐 清 形 下 ， 可 对 既 约 剩余 系 得 到 一 个 有 用 结果 。 我 们 说 两 个 整 
数 a 和 有 相 中 的 这 因数 ， 是 指数 数 P14 的 充 要 条 件 是 ?13。 如 
果 定 理 12 中 的 赂 与 普 有 相同 素 四 数 , 即 车 素数 PIm， 则 必 有 Plm 
《注意 这 里 mlm)， 那 么 ， 

xm = Le x, tm) = 1 

这 里 x 由 起 (16) 给 出 。 由 于 一 个 完全 剩余 系 中 所 有 与 区 电 的 的 数 
构成 一 个 既 约 剩余 系 ， 所 以 从 以 上 讨论 就 证 明了 

定理 13 ”在 定理 12 的 条 件 与 符号 下 ， 设 ma 各 害 相 同 的 素 
因数 。 那 么 ， 当 “5 直上 模 六 的 完全 ( 既 约 ) 测 余 系 ，x9 (2 守 
<<o) 分 别 诞 访 模 mj 的 完全 剩余 系 时 ，x 遍历 模 mm 的 完 全 (于 
剩余 系 。 特别 地 ， 当 m=ma=o=ii=3 了 时 ， 当 x2 咒 历 模 ? 
的 完全 (县 约 ) 简 余 系 ，* 路 (21K) 分 别 遍历 械 1 的 完 信 剩余 系 
时 ， 


LE 


122 ， 


加 x ED FT LR} (17) 
遍历 模 rz 的 完 侈 ( 既 约 ) 剩 余 系 ， 
容易 看 进 ， 定 理 13 的 后 一 部 分 结论 实际 上 就 是 用 整数 的 7 进 
位 宫 示 来 构造 模 nx 的 完全 ( 既 约 ) 剩余 系 ， 当 n= 素数 7 时 这 就 
是 定理 8 ， 把 定理 10 和 1 相 结 合 ， 当 (mi,ms) = 1 时 ,由 于 zx 和 
mx 同时 沉 记 模 ms 的 完全 剩余 系 ， 所 以 ， 这 时 从 定理 二 并 即 
推出 着 设 


i C18) 

i 当 xC7=1,2) 避 历 模 m 的 完全 剩余 系 时 ， 由 式 (18) 给 

x 也 遍历 模 操 = mms 的 完全 剩余 系 。 在 式 (18》> 中 mayma 处 

于 而 这 之 所 以 可 能 是 因为 (my mo) = 1)， 这 比 政 来 

的 不 对 称 形式 显然 屋 方 便 。 事 实 上 ， 不 仅 如 此 ，. 在 这 条 件 下 可 证 

骨 更 瀑 的 结论， 在 作 进 一 步 讨 论 之 前 ， 先 举 两 个 例子 米 遍 明定 理 
I3。 

例 2 利用 模 10, 模 199 的 完全 剩余 系 来 麦 示 模 1990 的 完全 剩 


解 (i) x=x0+I0x(2， 当 x 0 遍历 模 10 的 完全 剩余 系 及 当 
x( 广 历 模 199 的 完全 剩余 系 时 ，.* 遍历 模 1990 的 完全 剩余 病 。 特 
别 地 ， 取 【1x10，0<Cx 人 198 时 ，x 取 依 1,2;*…,1990; 
取 0<xztD<9，0<xtas198 时 ，x 取 0,1,…,1989; 取 - x 
5， 一 90x99 了 时 ，** 坟 值 -994, - 993,…,995， 由 取 并 
1990 的 绝对 最 小 完全 剩余 系 。 

人) =x + 199x， 当 x ，x 人 分别 遍历 模 199， 模 10 的 

完 侈 剩余 系 时 ，x 遍历 模 1990 的 完全 剩余 系 。 特 别 地 ， 取 1 专 x) 

199，0 蕊 x00 时 ， x 取 值 1,2,…,1999; 到 0sx W198， 

?59 时 ，x 取 0,1， ,1989; 取 一 19 {Der0, 一 4 

过 5 时 ，x 取 值 -994, 一 993,…,995， 好 大 模 1990 的 绝对 最 小 完 

全 剩余 茶 ， 取 1 和 X198， 一 5 所 x 时，x 也 取 慎 一 994， 
-995。 


日 
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Cy x = 199xz0 + 10x(95。 和 二 于 (199,10) = 1， 从 定理 10 知 
x'0 和 199x‘ 同 时 遍历 模 10 的 完全 剩余 系 ，, 所 以 当 x ,x 分 别 
遍历 偿 10， 模 199 的 完全 剩余 系 时 ，x 刘 历 模 1990 的 完 侈 剩余 系 . 
此 处 ， 由 下 面 的 定理 14 知 ， 当 Xn,x3 分 别 遍历 模 10, 模 199 的 既 
约 剩 余 系 时 ，* 也 人 遍历 模 1990 的 既 约 剩 祭 系 。 

例 5 利用 粮 3 的 测 余 系 米 表示 模 3" (7 之 2) 的 剩余 系 。 

解 ” 由 定理 13 知 ， 当 x" 党 历 模 3 的 完全 (用 约 剩余 系 ， 
x1j12s<j 所 中) 遍历 模 3 的 完全 剩余 系 时 ， 

EU ty 

遍历 模 3” 的 完全 ( 旗 约 ) 剩 余 系 。 特别 移 ， 取 x1”=0,1,2( 或 1， 
2 .x=0,1,202 过 二) 时 ，x 吉 历 模 3" 的 最 小 非 负 完 全 (或 
经 约 ) 剩 余 系 ; 取 x =1,2,3( 或 1,2)，*D=0,1,2(2IA) 
时 ，* 遍历 模 3" 的 最 小 正 完全 (或 既 约 ?剩余 系 ， 取 < = -1,0， 
KK 或 -1D，x3= 一 10)1(02 委 ?过 六 时 ，* 遍历 模 3 的 绝对 最 
小 完全 〈 或 聊 约 ) 剩余 系 . 

利用 上 面 所 说 的 绝对 最 小 完全 剩余 系 的 表示 法 ， 可 得 出 一 个 
有 趣 的 应 用 ， 利 用 个 重量 分 别 为 1 克 , 3 克 ,3? 克 ，…，3" 革 + 克 的 
夸 码 ， 可 以 在 天 平 .上 秤 出 重量 在 1 克 到 C3” - 1)/2 克 之 间 的 物体 
的 重量 (误差 不 超过 1 克 )。 请 读者 自己 说 明 这 一 应 用 的 道理 . 

定理 14 设 w= mms，(zm1,ms) =1，* 由 式 (18) 给 出 。 那 
么 ，x 遍历 模 扩 的 完 会 ( 始 约 ) 剩 余 系 的 这 要 条 件 是 x ,x'*3 同 时 
分 别人 遍历 模 mi ,m2 的 完全 ( 性 约 ) 番 父系 。 也 就 是 说 ， 若 

X18 = Mx tm Leis Le), 
那么 ，xiiC1<iSs， TS)S 昌 是 筑 岂 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 的 充 要 
条 件 评 ，xeCL<SPSs) 是 黎 六 的 完全 ( 既 约 ) 剩 祭 系 ， 以 及 29 
(1 志 1 所 从 是 横 贡 ;的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 . 

证 . 光 对 完 侈 剩余 系 来 证 。 先 证 充分 性 。 这 时 Ss = th, = fh。 
所 以 x 东 有 mma 个 数 . 对 任意 的 1 im 1 有 ,jmsy 
用 条 件 Cmism2) =1 及 51 性 质 议 知 ， 
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2 mod ma), 
即 等 价 寺 
‘ms 4 mx 和 (mad mi) ,hth mx (mod ta), 
由 1 性 质 丰 及 (myma) =1 知 ， 这 等 价 于 
Xx Cnod m), xf Ciod me。 


由 于 你 2x 入 分别 在 同一 个 模 mw,ms 的 完全 剩余 系 中 取 秆 ， 所 
以 必 有 二 =is, 放 =j。 这 就 证 明了 这 twins 个 x;; 两 两 对 模 避 不 同 
余 ， 即 是 模 普 的 一 -组 完全 剩余 系 。 _ 

下 证 必要 性 由 xiCTISISs,1<7< 的 是 模 和 m 的 完全 剩余 
系 ， 所 以 ， 时 = 到 =1lima。 取 定 z42， 用 

= miax 捍 ) 士 放 x0 1<ixs > 
导 模 mm = mm 两 两 不 同 余 ， 所 以 maxe) 也 对 模 mms 两 两 不 同 
余 ， 即 
的 直角 2 (mod nm) 15cb<s。 


H 


这 等 价 了 


Xx (mod m1), 
期 这 。 个 zx 对 模 mi 两 两 不 同 余 ， 所 以 s<<m。 同 理 可 证 + 个 
X97 ' 对 模 中 两 两 不 同 余 ， 所 以 tme。 由 此 及 st = mr 推出 3 
= mi t= ms， 这 就 证 明了 必要 性 。 
为 了 证 明 对 既 约 镜 余 系 的 结论 ， 我 们 只 要 证 骨 ( 为 什么 )。 
(x, tths) =1 

成 立 的 充 榴 条 件 是 

CL, m1) = (Cxt2iyma) = 1。: C10) 
由 于 (x,mma) = 1 等 价 于 ， 
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《maxt px, m1) = ax + mixt st, m2) =1, 
这 就 是 
(Hm) = (m1x ,tha) = 11。 

由 于 《m,ns) = 1， 由 第 一 章 §4 定理 10 知 ,上 式 等 价 于 式 (19)。 
证 毕 

由 定理 14 利 用 归纳 法 ， 如 同 证 明定 理 12 一 样 ， 立 即 推出 

定理 15 设 可 = mihe， js 两 两 既 约 - 再 设 仙 = 
mMy(lSISk)、 及 

= Mx te + Mx, (20) 

那么 ，* 遍 万 模 尺 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 的 充 要 条 件 是 x，…， 
8 分别 追 历 模 ma，…，Pax 的 完全 《 院 约 ) 剩 余 

证 =2 即 定理 14， 所 拟 成 立 。 设 kK =n ) 定 理 成 立 。 当 
玉 = 下 + 时 ， 到 = 和 maanti， 设 X 由 式 (20) (k= n+ 给 出 ， 


Be x 
Mmn+1 Minthat 
我 们 有 
i 


让 

由 到 上 两 趟 ， 从 归纳 假设 及 定理 对 天 =2 成 立 ， 就 推出 所 要 结 
论 . 

由 定理 15 及 定理 10 就 推出 (证 明 贸 给 读者 

定理 18 在 定理 15 的 符号 和 条 件 下， 等 设 sCGL<h<m 是 任 
意 取 定 移 整 数 ， 注 是 (4; ,my) = (1 专 j<k)， 那 么 ， 

x AM tr ta Myx (21) 

遍历 模 训 的 完全 (经 绪 } 测 余 系 的 完 要 条 件 是 X11) 分 别 
遍历 模 mj 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 ， . 

定理 15 与 定型 让 是 等 价 的 (为 什么 )。 定理 14,15:16 基 十 分 重 
亚 的 ， 蕊 码 实 际 上 就 是 关于 一 次 问 余 方程 组 的 孙子 定理 ( 见 第 四 


了 2 


宣 $ 3 定理 1、 定 还 27。 比较 定理 11 和 定理 14 可 以 者 出 ， 定 理 11 有 内 
是 证 明了 :xyx9 娃 贿 遍历 模 ma , 模 ms 的 完全 剩余 系 是 x x 人 
tmix'2 遍 历 模 mims 的 完全 剩余 系 的 充分 条 件 。 容 易 着 出 ， 这 条 
件 不 是 必要 的 ， 例 如 ， 

例 4 取 m=2,mz=4, 吉 = 而 ma 一 8， 再 取 x = 1 ) 2， 
X00,x 人 = 1。 这 样 x 了 9 + 2X1Si<4,1<I 
2) 就 取 值 1,2,5,6,3,4,7,8 是 模 8 的 完全 剩余 系 。 

例 5 取 mi=3;trs=4,P= rma= 12。 再 取 zx =1，1<Sis 
6; xz = 07o = 3。 不 难 算出 xz + 8x 了 FC1SiS6,1 志 1 所 2) 是 模 
12 的 一 组 完 

下 面 我 们 举例 说 明定 理 14,15,16 中 的 剩余 系 形式 的 特点 。 

例 8 以 模 30 为 例 具体 给 出 形 如 式 <20)， (21) 的 完 金 剩余 系 
和 既 约 剩余 系 。 

解 〈D 在 式 (20) 中 取 k=2C 即 起 (18)), tn=6，ma= 5。 
这 时 Mi =5，Mz=6， 


= x0 + Gx (22》 
政司 6 的 完全 剩余 系 zx 
~2 1 0 1I，2;3， (23> 
这 样 ，5x 也 遍历 模 6 的 完全 剩余 系 ， 反 值 为 
-10, ~—5,0,5,10,15s (C24) 
下 错 5 的 完全 剩余 系 **; 
T2710,1,2, (25) 


办 此 ， 由 式 (22) 给 则 的 模 30 的 完全 利 余 系 可 由 下 闸 的 加 蒜 表 
( 见 志 3) 给 出 
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病 
-5 0 5 10 15 
二 17 -12 -7 一 2 3 
Th 6 zl 4 9 
一 5 0 10 15 

1 6 1 16 21 

了 12 了 22 27 


以 上 各 式 和 表 8 中 的 相应 的 讨 的 剩余 系 由 数字 下 任 男 一 虚线 表 
可 如 果 在 式 (31) 中 取 K= 3。 仍 取 mm = 6，ms=5。 取 014 满足 
qaMi=1(mod mi), aaMs 二 1(mod me), 即 
5a=1(mod6)， 604=1K《mod 57。 
所 以 ， 可 取 41= -1，4s= 1。 这 样 ， 式 (21) 变 为 
x= 一 5z0)+6xtD)。 , (26) 


当 “nyx(09 仍 分 别 取 由 式 (23),(25) 给 出 的 模 6， 模 5 的 完全 剩 
. 余 系 时 ,由 式 (26) 给 出 的 模 30 的 完全 剩余 系 册 下 面 的 加 法 表 

《〈 见 表 4 ) 给 出 。 表 中 相应 的 既 约 剩 会 系 由 数字 下 面 画 一 虚线 者 
出 ， 

”Gi) 在 式 (2 中 中 取 k= 3,m==2,fma=3,1ms=5. 这 了 时 Mi= 15， 
Ms= 10, Ms=6, 
x = 15xt 二 10xt2 + Gx C27) 

取 x'W 遍历 模 2 的 完全 剩余 系 ， 四 
0,1, C28). 
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这 样 ，15x0 人 遍历 模 2 的 完全 剩余 系 : 


0 ,153 
取 x'* 遍 万 模 3 的 完全 剩余 系 ， 


取 x* 遍 历 模 5 的 完全 剩余 系 ， 

| T2710,1,2, 
这 样 ，6x“ 由 历 模 5 的 完全 剩余 系 : 
6,0,6.,12, 


(29) 


£30) 


{31) 


《322 


(33) 


因此 ， 由 式 (27) 给 出 的 模 30 的 完全 剩 余 系 可 由 下 面 的 加 法 表 
( 见 表 5》 给 出 ， 以 上 各 式 和 表 中 相应 的 既 约 剩余 系 由 数字 下 面 


晤 一 碟 线 表 出 。 


如 果 在 式 (21) 中 取 R= 3， 仍 联 贡 =2，mz=8，ma=5， 那 
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15z:2) 一 ?BB 
~10 -10 5 2 0 1 221 
0o 0 15 -12 3-6 9 0 15 6 21 12 27 
-如 10 点 2 13 4 1025 16 812237 
sa + 
《2 一 
1 -12 -6 9 6 1 
EE 
|  - 


么 ， 取 ai= a2=as=1， 就 满足 cyMj==1Cmod mj)(1j 所 3)。 所 
流 ， 这 时 给 出 的 神 30 的 完全 ( 赋 约 ) 剩 余 系 和 上 面 讨论 的 相同 。 
读者 可 能 会 觉得 这 样 来 求 剩余 系 既 麻烦 , 所 得 的 形式 义 似 平 
很 不 规 逢 ， 那 么 究竟 有 仁 么 好 处 呢 ? 为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 来 指 
出 由 小 (20), (21) 给 出 的 剩余 系 的 特点 。 以 下 的 符号 必 满足 的 条 
件 和 定理 15,16 相 间 。 - 
(1) 对 任 一 上 (1 委 I 人 D，8 = MX 或 ebx 与 0 
闻 时 是 模 mi 的 完全 ( 既 约 ) 番 余 系 。 模 mm, 的 这 一 形式 的 剩余 系 
具有 这 样 的 特点 : 它 的 每 个 元 素 被 任 一 mj(j 关 站 整除 ， 即 
3P0 (mod mi), ji 《3d4) 
《2) 模 mi,…， 模 max 的 这 种 特殊 形式 的 完 全 ( 既 约 ) 剩 余 系 
的 和 + 二 3 就 给 出 了 和 寞 如 = ma mx 的 
党 全 ( 既 约 ?剩余 系 ， 这 一 避 对 任意 选取 的 模 mLSI< 和 的 剩余 
系 不 一 定 成 立 。 例 如 ， 模 2 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 取 { 0 ,， 1},. 模 
3 的 完 爹 ( 既 约 ) 剩 余 系 取 { 一 1, 0 ,1}， 那 么 ,直接 作 这 样 的 “和 ” 
( 即 不 鲜 以 M1 或 4,M 4) 得 到 数 集合 {一 1,0 ;1,0 ,1,3j}, .它们 
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不 是 锁 6 的 完全 ( 茎 约 ) 剩 侍 系 D . 
《8) 巾 式 (20? 或 (31) 给 出 的 模 六 的 完全 ( 订 约 ) 剩 余 梯 * 对 大 
fi 的 剩余 仅 和 *'' 有关 ， 与 x20 子 站 的 取 秆 无 关 ， 即 
x 二 Myx 或 a Mx Cmodmi), I&iSk, (35) 


特别 地 ， 洛 所 取 交 ai 满足 


a Mi 二 1 (mod mmr), (C36) 
则 出 式 (2D 给 出 的 x 总 有 
Xxx (mod m1), (37) 


(4) 对 国定 的 上 在 式 (20) 或 (2 了 中 命 每 个 x 了 (j 关 站) 取 指 
宝 的 值 by (6; 的 全 可 隧 xx 取 不 同 的 值 而 取 不 同 的 指定 的 值 》。 
这 样 ， 当 xn 遍历 模 mi 的 完全 ( 既 芍 ) 剩 余 系 时 ， 由 式 (20) 或 
(C21) 给 出 的 x 也 遍历 模 mi 的 完全 ( 既 约 ) 剩 余 系 ， 且 * 对 术 坟 1 
《7 到 人 的 剩余 为 Mi 或 4a1Mjb;。 

以 上 徊 点 可 通过 例 8 中 的 三 个 表 来 验证 ， 因此 ， 利 用 式 
(20); (21)， 泥 活 选 取 t! 及 a1， 就 可 得 到 槛 mm、 模 mi 的 满足 
各 种 条 件 的 狂 仿 系 ， 这 在 数论 中 是 十 分 重要 的 ， 下 面 再 举 酚 个 例 
子 。 

人 钢 7 求 模 13 的 一 组 完全 剩余 系 74,… ,rs， 满 足 

r=i(mod 8), ri=0(mod 7), 1<i<13. 

解 在 式 (2D 中 取 E=3，mi= 13，ma= 3， ma=7。 这 样 ， 
Mi=31，Ms=9l，Ms=39。 再 取 aa= 643=1， 及 & 为 任 一 种 坟 1 
研 约 的 数 。 这 样 ， 由 (4 ) 知 (下 面 取 i” 为 对 模 3 的 绝对 最 小 简 
Rs SS 13) 是 模 13 的 完全 剩余 系 时 ， 

=21axy +91 +39 + 0, 1<i<13, 
所 所 的 和 全 全 车 取 于 SiS18) 依 次 为 


© 琶 的 且 人 条 及 汪 算 所 入 的， 以 数 下 面 加 蕊 绕 表示 。 
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-6;— 5 -4 一 1 0 1 4 5,6， 
e 当 取 oa = 工时 得 到 riCL<HS13) 依 次 为 
r=21+(-6)+01 .1= -35， 
r=21* (-5)+01: (-D= -190, 
ra=21- (~4)+91.0= -84, 
221。( 一 3)+0901。I=28， 
75=21。(-2)+91。-D=i133， 
re=21* (~1)+91:0= -21, 
71=21 .0+91 .1=91, 
rs=21*1+91° (~1)= 一 70， 
re:=2i"2+391。0= 42, 
r=21 + 3+01.1=154, 
Ti=21°4+91* (—-1)= ~7, 
T12221° 5+91. 0=105, 
ris=21. 6+91. 1=217. 
当 取 41=5 时 ， QMi=5，21==l(mod 183)， 这 时 必 有 mi 二 
xmod 13)(1<iS&13) , 所 到 值 依次 为 ; . 
—539, ~ 616, ~ 420, ~ 224, ~ 35, —105,91, 
14,210,406, 329,525,721.。 
从 碎 上 所 得 的 结果 ， 容 易 得 到 具有 所 说 性 质 的 模 13 的 既 约 剩 
”人 例 8 设 咽 的 素 因数 分 解 式 为 givepzr， 求 指数 和 


S- Sore/m ， (38) 
人 
”的 值 ,这 里 求 和 号 “部 表示 对 模 郊 的 任意 -组 县 约 琵 余 系 求 和 ， 


mog mm 


由 于 对 任意 整数 a ，e”"“ = 1， 所 以 指数 和 (3 的 的 值 与 既 约 
剩余 素 的 具体 选取 无 关 。 以 了》 表 对 模 扣 的 一 组 完全 剩余 系 求 


wmod 0m 


132 


和 和， 对 任意 整数 。 我 们 有 


De = 


mog Mm Ersi 


-{ "le C39) 


0, mte, 
由 定理 15 知 ， 车 取 fj = pfiCL<s7T<s0D， myM;=m， 则 当 
xi 分别 遍 历 模 p，; 的 既 约 测 余 系 时 ， 
x= Mx + rm + Mexe™ 
遍历 模 尺 的 既 约 剩余 系 。 因 此 、 


S= BD ~ eat Ml) tt Tn 


zmodm) sr/modme 


= StSoSr， 
其 中 
Sj= DY oremy, Tij<r 
, zf mod my 
容易 看 出 
了 _ 2 
mix) 2mi gr 有 
3 = expl ot- D2) expl ej-r | 
| D3 } yi 区 3 ] 
由 此 及 式 (39) 推 出 
-1 ay=1 
sf 3 了 » 
0, oj > 
因而 得 . 
(-D', m="=0r=1, 
$= 《40) 
(x 
习 题 二 (1) 


1. 详细 写 出 利用 定理 4 推出 定理 11 的 证 明 。 
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2 试用 定理 12 来 向 第 一 章 习 题 三 的 第 18 题 。 
3， 设 m> 1， (em) =1， 证明: 
GD) 对 任意 晶 数 45， 了 【2 守 村 -二 mm D， 


zdm 、 齐 


GD 要 = 让 bm 


nr 

4. 具体 写 出 模 23 的 一 组 完全 剩余 系 ， 使 得 它 的 每 个 光 素 
G 都 是 ? 的 倍数 (it) 都 是 对 黎 7 同 余 于 2，( 疝 ) 都 是 对 模 了 
同 祭 于 2 且 对 槛 5 也 同 祭 于 2 ， 

5. 具体 写 册 禹 23 的 一 组 完全 剩余 系 志 ,… ;rss 满足 以 下 两 个 
条 件 : ?二 0Cmod 7),， rj 二 j(mod 5)，1 拟 123， 

6. 把 第 4 题 改 为 晓 约 剩余 系 求 做 。 

7， 试 求 模 和 的 一 组 完全 剩余 系 记 ,…,74， 模 5 的 一 组 完全 
剩余 系 sy…3ys5， 使 得 GD risiCL<is<4，1<ji 生 5) 是 模 20 的 完全 
剩余 系 ! (ii) ri ‘ois, 1€1<)Rr (isd, 1&ie 
DR 模 20 的 完全 剩余 系 。 

上 题 的 两 个 结论 对 既 约 剩余 系 能 成 立 吗 ? ， 

9. 3 的 一 组 完全 剩余 系 + ， 模 7 的 一 组 完全 剩余 系 
s ， 使 得 当 + 遍历 模 3 的 这 组 完全 剩余 系 《 或 其 中 的 碟 约 剩余 
系 )，s 遍历 模 7 的 这 组 完全 剩余 系 ( 焉 其 中 的 既 约 剩余 系 ) 时 ， 75 
这 历代 的 完全 (下 本 和 全 人 

， 设 加 …; 巩 ( 两 两 既 约 ，(Qj 二)) = 1。 证 明 ， 当 **4 分 别 
这 万 人 的 完全 ( 隋 约 ) 贡 作 系 (Ts 时， 
X= Ma AM wt MCMy + Maaax t+ Mast + My 

CM TH 
遍历 楼 m= 训 1…mg 的 完 会 ( 红 约 ) 剩 余 系 ， 这 里 m1M y= 二 ，(1Sj 
KR)。 此 外 ， 还 消 足 

: r=a ,Mix (mod hj), TSTSSK。 
解释 本 题 的 含意 。 
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$3 (mm) 的 性 质 与 Fermat- Euler 定理 


i. 
-从 上 节 证 明 的 有 关 色 约 剩余 系 的 性 质 就 可 得 到 计算 Cm) 的 
公式 ， 它 的 重要 性 质 ，。 包 括 著名 的 Fermat-Euler 定 理 。 
定理 ] 设 m = mims。(i) 洲 m 与 m 有 相同 的 泽 困 数 ， 那 么 ， 


Pm) = 1 由 CD 。 (1) 
特别 地 ， 若 m>1， 
级 =pltvprry al 《2) 
则 
Bm) = pt per Bp pr ), (3) 


(ii 者 (mm = 了 ， 则 . 
pM) = Pm Pm ), - + (4) 
特别 地 ， 著 血 由 式 ( 2 ) 给 出 ， 央 


Bm = pe Cpr) pe pr — 1) 
= aL- 1} 9) 
证 ， 在 3 2 定理 13 中 引 & =2 即 得 成 (1)， 因 为 按 定义 ， 模 芭 的 
有 既 约 剩余 系 的 元 素 个 数 为 由 m)7， 模 ma 的 饰 约 剩余 系 元 崇 个 数 为 
多 CD)。 而 模 ms 的 完全 晋 余 系 元 素 个 数 为 ms。， 存 式 (]) 中 到 癌 = 
PPpr 即 得 式 (37， 由 8 2 定理 14 对 既 约 剩余 系 的 结论 即 得 式 (4)，、 
因为 按 定义 模 风 ,m ,tm 的 既 约 剩余 系 的 元 娄 个 数 分 咒 为 (1m)， 
Bn) ;由 (nta)。 由 式 (4) 立 即 推出 车 二 = 和 rm maymr 两 
两 友 约 ， 峙 
Pm) = Bm mee ey 
= $m me) emer) :C0) 


当 碳 用 式 (2) 给 出 时 ， 取 澡 )=277C1EI 所 7)， 利 用 §3 定 理 8 从 
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上 式 即 得 式 (5)。 
由 式 (5) 知 ， 除 了 pC1) -9(2) = 1， 必 有 
21$Cm), - m3 (C7) 
定理 2 ”对 任意 正 整数 多 有 ， - 
Dp) =m, . 
dlm 
我 们 对 定理 给 出 两 个 证 明 。 第 一 个 证 明 是 利用 第 -一齐 $6 
C219， 及 刚 证 明 的 式 (4)。 第 三 个 证 明 是 以 分 析 完 全 剩余 系 和 汇 


约 剩 余 系 的 关系 推出 。 
证 明 一 ” 当 mw= 1 时 结论 显然 成 立 。 当 m> 1 时 ， 设 呈 有 表示 
式 (23)， 则 外 第 一 章 8$ 6 式 (31) 得 


1 or . 
B60= DB Wp Teper?), 


Ee A 
利用 式 (6) 即 得 
5 wo = D> opi) ep 
gm 0 er 
-( 马 $0 ) {3 gp 
由 $ 2 定 更 8 知 - 
藉 BPI1) = PD + BPI + em + BPI 
ee 
=1+Cpy- D+lpy-p Dt + (pIi ~ nt ") 
= p71 
由 以 上 两 式 就 推出 所 要 结论 。 
证 明 二 ”我 们 来 把 正 整 数 
《8) 


ls2,0%0 91" 
按 其 入 的 最 大 公约 数 分 类 ， 训 加 的 睫 大 公约 下 相同 的 作为 - 
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类 这样， 在 m 的 正 除数 4 和 这 样 的 正 整 数 类 之 问 建 立 了 一 个 一 
一 对 应 关系 ， 即 对 于 每 个 巴 的 正 除数 4 对 应 于 集合 (8) 中 所 有 和 
妇 的 最 大 公约 数 为 4 的 那些 正 整 数组 成 的 子 集 。 音 见 ， 江 的 不 问 
的 正 除 数 对 应 于 不 相交 的 子 集合 ， 所 以 ， 集 合 (8) 就 是 所 有 这 种 、 
子 集 之 并 集 。 我 们 来 求 这 种 子 集 : 


Cm)=d, T<Tsm。 《9) 
设 7= 双 ， 式 (9) 就 等 价 于 (利用 第 一 章 8 4 定理 8 
hmfd)=1, 1<h<m/d, C10) 


而 由 $2 定理 6 知 这 样 的 k 的 个 数 为 $Cm/d)， 这 也 就 是 满足 式 
《9) 的 了 的 个 数 。 因 而 由 以 上 讨论 知 
m= 56 (全 )， GD 


alm 


由 此 及 第 ~- 澡 $ 2 定理 2 即 得 所 要 绪论。 证 华 。 . 

… 应 该 将 出 的 是 在 证 明 二 中 实际 上 只 用 到 了 %(m) 的 定义 而 没 
有 用 %(m) 的 其 它 性 质 。 但 这 里 用 到 了 初等 数论 中 一 个 极其 重要 
的 论证 方法 ， 把 一 个 整数 集合 (在 这 里 是 由 式 (8) 给 出 ) 按 其 与 对 
一 个 给 定 的 正 整数 六 (在 这 里 是 m) 的 最 大 公约 数 来 分 类 。 此 外 ， 
由 式 (9) 确 定 的 7 组 成 的 子 集 ， 通 过 关系 式 ) = 必 由 式 (10? 就 可 着 
出 ， 它 实际 上 是 模 m/4d 的 既 约 剩余 系 乘 以 同一 个 4 而 得 到 ， 因 
此 ， 实 质 上 就 是 把 模 mm 完 全 剩余 系 分 解 成 了 模 m/4 的 既 约 剩余 
系 ，4 取 模 坟 的 爹 体 正 除 数 。 例 如 取 癌 = 12， 正 除数 4=1,2,3， 
4:6。 这 种 分 解 匈 表 1. 

模 普 的 既 约 璋 余 系 可 以 取 种 种 不 同 的 形式 ， 但 每 个 既 约 剩余 
系 中 所 有 数 的 乘积 对 釉 抽 是 不 变 的 ， 即 若 名 ,roe 4 7， 
To 都 是 模 mm 的 晓 约 剩余 系 ， 那 么 ， 必 有 


bom) Pim 
“TT -= TT"; Cmod m)., - (12) 
了 1 i 


由 此 及 3 2 定理 10 就 可 推出 著名 的 Fermat-Euler 定 理 。 
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定理 5 设 (4,m)=1， 则 有 


a =] (mod m), (13) 
特别 当 7 为 素数 时 ， 对 任意 的 < 有 
azs=agmod p)。 {14) 


证 “ 取 ruvesreomt 是 本 本 的 一 组 茎 约 剩余 系 ， 由 有 2 定 潮 10 
知 ， 当 (arm = 1 蛙 ，ariiweyareew 也 是 模 区 的 皮 约 剩余 系 。 因 


此 出 式 (12)? 得 
Bi Bm Pm} 
本 rj 于 Car 有 = Arm 工 ry (mod tm), 
2 i 


和 由 于 (7y,m) =1， 利 用 8 1 性 质 网 !, 队 上 式 即 得 式 (13)， 当 砚 =n 
为 素数 时 ， 由 式 (13) 及 pCp)=p - 1 得 

rl(modp), pta, (15) 
由 此 推 凡尘 任意 的 4 式 (14) 成 立 。 证 毕 。 

在 式 (13) 中 取 a= -1， 得 (- TD 一 1 寺 0(modm); 由 此 
推出 ， 当 mm 莽 3 时 必 有 2 由 (mm 。 这 给 出 了 式 (7) 的 一 个 更 简单 的 
证 明 。 定 埋 3 玛 出 了 a 对 楼 名 的 逆 07! 的 一 个 很 方便 的 形式 ， 即 
当 (4, 贡 ) =1 时 ， - 

”| glesat m1 (nod tm), (16) 


通常 把 式 C1D 称 为 Fermat 小 定理 ， 击 式 (13) 称 为 Eutes 害 
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理 、 思 然后 者 是 前 者 的 推广 ， 事实 上 ，Fermat 小 定理 已 在 第 -党 
3 4 例 8 中 证 明了 ， 这 里 不 仅 给 出 了 一 个 更 简单 的 证 明 ， 而 且 抠 
示 了 这 定理 的 实质 。 述 应 该 指 出 ，Ealer 定 再 证 明了 比 第 一 章 ， 
§4 人 的 7 更 深 朝 的 结论 ， 即使 得 

ad=]{mod mn) : (017) 
成 立 的 最 小 正 整数 4 ， 设 为 46， 必 有 do1pCm)。 

以 上 围绕 定理 8 的 讨论 自然 会 引出 两 个 问题 ，C1) 模 mm 的 弃 
约 剩 余 系 的 浅 积 对 宰 m 究 党 同 余 于 什么 ?这 将 在 下 节 讨 论 ，(2) 
在 什么 情形 下 ， 会 有 使 (17) 成 立 的 最 小 下 整数 44= BCm)。 这 癌 
题 比较 复 台 ， 将 在 第 五 章 讨 论 。 但 我 们 先 可 证 明 以 下 结论 ， 有 由 此 
也 可 看 出 这 问题 的 重要 性 。 

定理 4 变 (aymy = 1。 那 么 ，4i 是 使 起 (17) 成 立 的 最 小 正 整 
数 4 的 充 缕 条 休 是 ， 


- a =1(mod m), - 《18) 
及 . 
-1 


19) 


a la, a 
对 权 扣 两 请 不 同 余 。 特别 地 ，4d。= 中 (三 ) 的 充 要 条 件 是 式 (19) 
《4= 由 (tn)) 维 磺 了 措 轴 的 一 组 既 约 剩余 系 。 . 
证 先 证 定理 的 第 ~ 部 分 。 车 山 是 使 (17) 成 立 的 最 小 正 整 数 
4 ， 则 式 (18) 当 然 成 立 。 如 果 有 0 盛 17 一 4 使 得 


ai==ai(mod m), 


则 由 $ 1 性 质证 得 
ai- i=1 (mod 址 )。 
但 <7 -1<<4， 这 和 4 的 最 小 性 矛盾 ， 因 此 出 式 (19) 结 内 的 ,不 
元 两 两 对 模 吉 不 同 余 ， 这 就 证 明了 必要 性 . 再 证 充分 性 ， 中 
(9) 统 出 的 数 两 天 对 模 届 不 同人 推出 ， 
Qi 去 a 二 1(mod m), 1 < do, 
由 此 及 二 (18) 成 立 推 典 do 是 使 (17) 成 立 的 最 小 正 整 数 4 。 
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下 面 证 定理 的 第 二 部 分 。 先 证 明 必 要 性 。 上 面 的 必要 性 证 明 
中 已 指出 ， 由 式 (19) 给 出 的 B(x) 个 数 两 两 对 模 m 不 同 余 ， 而 由 
(a,m) = 1 知 ， 它 们 均 和 区 既 约 ， 所 以 这 是 一 组 模 m 的 既 芍 剩余 
系 .充分 性 的 证 明 由 Eulsr 定 理 . 

. at =1(mod m) 
.( 即 式 (18) 成 立 ) 及 上 面 的 充分 性 证 明 推出 ， 证 毕 。 

当 46= 四 (m) 时 ， 定 理 4 给 出 了 既 约 剩余 系 的 一 个 极为 方便 
的 形式 ， 这 一 点 是 十 分 重要 的 。 - 
例 1 设 m=2:C 之 3), 45。 求 使 式 (17) 成 立 的 最 小 正 整 数 
d = - 

解 ”用 g%(30) = 31- 1 及 看 1gC20 知 ， 加 =25，0<R<cE -上 
先 证 对 任意 的 4,2 14, 必 符 

a2l ?=1(mod 91), (20) 


对 {用 归纳 法 米 证 式 (20)。 设 4= 2 + 1。 当 ! = 3 时 

Q2 = dt(t+1) +1=1(mod 9}, 
所 以 式 (20) 成 立 ， 假设 式 (20) 对 = 之 3) 成 立 ， 当 1= n+ 1 时 ， 
由 


am l= De +1), 
及 归纳 假设 推出 


LE 


a" 1 1=0(mod 2°"'), 


即 式 (20) 对 !=n+ 1 成 立 。 这 就 证 明了 式 (20? 对 任意 的 [23 都 成 
立 . 因 此 ,对 任意 的 aC214), 它 所 对 应 的 d= 2 ， 必 有 0<SK<ST- 2 
下 面 来 求 4 = 5 时 所 对 应 的 de、 由 
529=51 夫 1(mod 23)， (C21) 
及 式 (20)(a=5,， [=3) 就 推 由 1= 3 时 ，d。=23"?=2。 由 
52 二 25 尖 1Cmod 24)， 
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及 式 (20)(a=5，!= 4) 就 推出 1=4 了 时 ，d=2 = 于 我们 来 证 

明 : 对 任意 的 {[ 汪 3， 必 有 

5 

对 【 用 归纳 法 。 当 != 3 时 ， 由 式 (241) 知 式 (22) 成 立 , 假设 式 (22》 
.对 i=n( 这 3) 成立。 由 于 ， 当 ! 沪 3 时 必 有 有 

521 a=1(mod 2171), 《23) 

这 当 != 3 时 可 直接 验证 ， 当 !>>3 时 这 就 是 式 (20)。 由 归纳 假设 及 
式 (23) 知 ， . 


1(mod 27). (22) 


5 Its 1, 2 了 s。 


因而 有 (注意 "之 3》 
532" =]+sCl rs2n ?or, 21sCl+s2"-2), 

这 就 证 明了 式 (22) 当 {=n+ 1 时 也 成 立 ， 所 以 ， 式 (3292) 对 /这 3 都 

成 立 。 由 此 推出 (为 什么 》 | 


57! 半 1(mod 2),， 0<J<!-3。 


出 此 及 式 (20) 就 推出 ， 当 a= 5 时 对 应 的 而 =2"?、 从 定理 4 知 : 
当 12>3 时 ， 
= 1,5! ,0,05 {24) 
这 2!"? 个 数 对 模 2! 两 其 不 同 余 。 
式 (20) 表 上 明 ， 对 模 24(! 宇 3) 不 可 能 有 形 如 (19) 的 既 约 条 人 
另 一 方面 ， 从 式 (24) 给 出 的 2 个 数 两 两 对 模 2! 不 同 余 ， 
1=:5i 才 -S51 二 -1(mod2?), .0<i<2i? 
及 8(21) = 325 1! 就 推出 : 
定理 5 对 模 2!(E>3)， 以 下 2 个 数 给 出 了 它 的 一 组 既 约 
剩余 系 : 
-Di5i, O00<2, 0<N1<2?, 《25) 
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二 ， 对 任意 的 2 + gu 13(! 一 3 时 ,om 二 8& 1)， 着 使 间 余 


式 (17)(e 一 6 一 2 成 立 的 最 小 的 4 一 2 于 末 ,以 下 2 个 数 给 
出 了 措 2! 的 -= 去 : 
-Digl, 0<je<2，0<h<207 《26) 
习 题 三 


1,， 证明 ，(Ci》 必 有 无 穷 多 个 正 整 数 nn， 使 得 3 pCn)s 
(i) 对 任 ~- 正 整数 zy>3， 必 有 无 穷 多 个 正 整数 mn， 使 得 “ 
dt Bn), 
3， 对 给 定 药 : 
3， 证明: (i) @B 人 mn = 
Gi) 由 (Pan Bm rd = Cm ny mY Ds 
《ii 当 和 (wD 之 I 时 ， 则 有 四 mt) 四 Gn 外 (n)。 
4. 求 最 小 正 整 数 ， 使 得 p(n) = 上 无 解 ; 从 有 两 个 解 ， 恰 
有 三 个 解 ， 价 有 四 个 解 (一 个 没有 解决 的 猜想 是 : 不 存 在 正 整数 
K， 使 得 Bm) = 天 从 有 一 -个 解 ) 。 
5. 求 %Cp) = 24 的 全 部 正 整数 ” 。 
6， 求 满足 下 列 方程 的 所 有 正 整 数 ? ， (GD $n) = 中 (2n)3 
-Gi) $m = pn (iii) $3n) = $4m)., 
7， 求 gCm) = 2 的 全 部 正 整 数 "。 
8. 设 w>1, f(m) 表示 不 超过 2 县 与 = 虚 约 的 所 省 庙 整 数 之 
和 ， 证 轴 . 戎 藉 o 二 1 则 m=2 
9， 设 <,2 尾 给 定 的 正 整 教 。 证明 : 存在 无 穷 多 对 自然 数 呈 ， 
n， 使 得 apCm) = b(ny。 
4 正 整 数 ， 证 明 ; 一 定 存在 正 整 数 和 使 得 
bn) = Bn 十 有)。 
由 证明， 车 n>1，$(m) = 四 (mr)， 则 必 有 f=2，2 二 徊 。 
12， 证 明 ， (GD $CGVD>v n/a2s Ci》 者 为 台数 , 钠 
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bn RN, 
13. 求 出 所 有 的 数 n ， 使 得 Cn) im 
14， 把 t=2"0pt1emepr"， pj 是 不 同 的 否 素 数 ，(4,m) = 1。 
再 设 e= [out(pi1)，…(pzr)]， 其 中 =1， 当 eao=0 60= 
2 9， 当 1 过 oo<s28 =2407?， 当 qo 之 8。 证明; 
(mod m), 
15. 设 严 = 站 prr5pj 是 术 周 前 素数， sf=@(p31)， 4= 
max(ot…w yar)。 证 明 ， 对 任意 整数 = 有 
(1) as ssa (mod m)s {ii) am =am tm Cmod m)s 
《iii 4a“7(a) 王 0(moam)。， 其 中 1x) 是 多 项 式 5 1 
xer 一 1 的 层 小 公 倍 式 ， 解释 本 题 的 含意 。 
16， 设 Cmyzp = 1。 证 明 ; mt 人 nt 于 1(mod tnn)。 
.17. 谈 f(x) 是 整 系数 多 项 式 ,证 明 : (f(x))? 志 f(x7)Cmodp)， 
其 中 p 是 素数 ，” 
18. 设 素数 pp 一 2，4>1。 证 明 : 
人 a? -1 的 素 因 数 4 必 是 a- 1 的 因数 ;或 是 9==1Cmod 2p)5 
( 章 ) a? + 1 的 潍 央 数 4 必 是 a + 1 的 因数 ,或 是 4 二 1Cmoa 3p)5 
(i》 形 如 2kp + 1 的 素数 而 无 穷 多 个 .。 
.19。 设 b>1，n 之 1。 证明; ni$(2* -TD。 | 
20. 误 (a,10) = 1.“ 证 明 : 一 定 存在 其 十 进位 表示 每 位 数 均 
为 1 的 正 整 数 %n， 使 得 sjn。 此外， 这 样 的 n 有 无益 多 个 。 
21， 证 明 ， 任 一 整数 as0 必 是 这 笠 揭 正 整数 二 的 因数 ， 它 的 
于 进位 珍 孙 仅 由 工 和 0 两 个 数字 组 成 。 把 1,0 换 成 2,0， 或 3,0， 
一 ， 成 90 结论 仍 成 立 ， 但 换 成 其 它 两 个 数字 则 不 成 立 ， 
22. 设 a,r 是 正 整 数 ，(ar) = 1. 证明; 在 算术 数列 4+kr 
(= 0:1*2:…) 中 -一 定 可 以 选 出 一 个 开 何 数列 来 。 
23. 设 m=2LCE3)，a=3。 求 便 $383 式 C17) 成立 的 最 小 正 整 
数 4=d,。 进 而， 利用 一 1 和 3， 类 似 于 定理 5 给 出 模 2! 的 既 约 剩 
余 系 。 
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24， 设 Pp 起 深 数 ,a7 二 bp 了 ?Cmoriip)。 证 明 ， a2?7=p?Cmod pz)。 
25. 证 是: 《CD 2 二 1(mod ]13)， 3" 二 1(mod 11:》3 
《ii》 21982=] (mod 10932)，31092 1(mod 109327。 

26. 证 肯 


Rn、 I 所 
pm) = DS) TI(- 1 Se" 7). 


1=1 PT 


§ 4 Wilson 定 理 


定理 1 (Wilson) 设 P 是 素数 ，rn srp- ,是 模 的 既 约 秋 
余 系 ， 我 们 有 


rp -1mod p), (C1) 
rinod Pp 


往 呈 地 有 
Pp- DI—-1modp)D., 2) 
证 当 Pp= 2 时 结论 蜡 然 成 立 。 所 以 可 设 p 闻 3。 由 SI 件 质 三 
及 切 后 的 说 明知 ， 对 取 定 的 这 - -组 既 约 剩余 系 中 的 鲸 个 "1 必 有 了 唯 
一 的 一 个 rj 使 得 


rirj=1Cmod p), (3) 
使 r: =77 的 充 要 条 件 是 
ri=1(mod P)。 

即 

Cri— D(C 1)=0(mod p). 
由 于 是 素数 有 是 P 汪 3， 所 以 上 式 成 立 当 是 仪 当 

mi 一 1 一 0Cmodpy 或 癌 +I=0OCmodp)。 

由 于 素数 np 这 3， 所 以 ， 这 两 式 不 能 同时 成 立 。 因 此 ， 在 这 组 模 P 
的 经 约 剩余 系 中 ， 除 了 


四 对 是 一 第 2 


可 下 了 郧 一 正明 。 
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ri=1, — 1(mod £2) C4) 
这 两 个 数 和 外， 对 其 它 的 7 ; 必 (3 成立。 不妨 设 志 二 
J (mod py、，rp 1 三 一 1Cmuodp)。 这 样 ， 存 这 组 模 P 的 既 约 剩余 条 
中 除去 注 志 式 (4 ) 的 两 个 数 之 外 ， 其 它 的 数 恰好 串 按 关系 式 (3) 
两 两 分 完 ， 即 在 


和 站 二 全 


formerp 2==1(Cmod PY 
用 此 就 推出 式 (1D)。1,2,…,P 一 1 是 模 p 的 既 约 剩余 系 ， 所 以 式 
《2) 成 立 。 证 毕 。 
例如 ， 对 F 取 7 ;= TESTS12)， 我 们 有 
2*7 一 3.9=-11 一 6.11 一 LCmod 13). 
所 以 式 (2) Cp= 13) 成 立 ， 仔 细 分 析 定 理工 的 证 明 ， 可 以 看 出 ， 
当 7 为 奇 素数 时 ， 以 模 P'C22) 代 驴 模 P ， 所 有 的 论证 全 部 成 
立 。 几 此 可 得 以 下 定理 (基体 推 导 留 给 读者 )。 
定理 2 设 素数 P 宇 3;， i 之 1.。 c= Cp')， 以 用 rrasoarc 赴 
宰 叫 的 一 组 贱 庆 系 。 我 人 (有 
rieramre7: — ltmod pi), C5) 


特别 的 有 
P-1 pil- 


I i G+ry=- 1mod pr), (C6) 


例如 ， 于 =3:。1,2,4.5,7,8,10,11,13,14,16,17,19,20, 
22,23,25,26 是 一 组 投 37 的 既 约 剩 全 系 。 我们 有 
014=4-7=5-11 二 8*17==10*19 
=19.25=16:22=20.23 二 1Cmod 3 )。 
所 以 式 (5) 和 (6) 《P= 3,1= 3) 成 立 . 
在 定理 2 的 符号 和 条 件 下 ， 我 们 有 (为 什么 》 
c=$P!)= p22D'), 


现下 
2 当 2 二 ri 
1 r+tp!, 当 2l7j。 


组 婚约 剩 父系、 用 者 是 奇数 。 
约 测 余 系 ， 计 有 (六 什么 】 
pO 


ri 1Cmn 

这 样 我 们 就 证 明了 
定理 3 
2P1 的 一 组 工 


13，1。5= 由 (2P1)， 以 及 mm …sre 是 模 
多余 系 。 我 们 有 
c=:— lmod 2p!). 《7) 


站 ora 
基 乒 求证 明 ， 
定理 4 设 c = (24)=2171，[1， mre 是 模 24 的 既 约 
剩余 系 。 我 们 有 
mod2t), t=1,2, 
,mod 27), 


证 1=1,2 时 结论 叮 直 纺 验 还 。 贡 设 人 3 


及 并 着 的 说 明知 ， 对 每 个 + Wr 一 的 六 使 
ltmod 27), (9) 


8) 


。 同 们 由 $ 1 性 质 玩 


rr 的 充 贤 条件 是 


r=1(mod 27), 


中 


Cri— Der; +t+1)=0C(mod 21), 
《riy2) = 工 上 式 即 


Tali, 
加 2 


=0 (mod 2!- 2). 


庄 窒 到 : 


1 


1. ncmod 2!1-?) 或 


=0Cmod 25 ?3 


Tris=Ltmoa2t 三 Ti 二 -mod 2i7 1) 


£16 


因 王 、 在 这 个 楼 2 的 院 约 和 祭 系 中 仅 当 
2 2 mod C10) 


时 ， 有 ri 
除去 这 站 1 攻 [ 这 四 个 各 下 本 双 栅 
攻 踪 了 这 四 个 暑 外 ， 上 是 约 剩余 系 中 的 4 个 数 
两 分 对 分 完 ， 即 这 < -4 个 数 的 乘积 对 模 2: 同 余 本 1- 由 此 及 民 
G0) 就 证 明了 趟 (8) 对 : 汪 3 成 立 。 
总 结 以 上 讨论 ， 我 科 证 明 了 当 侣 =1,2,4,p1 ,2P1C Pp 为 奇 素 
数 ) 时 ， 模 详 的 一 组 既 约 剩余 系 的 乘积 同 余 -1 模 m。 可 以 证 明 
在 其 它 羽 彤 必 同 余 开 1 模 详 。 这 将 安排 在 习题 中 。 
Wilaon 定理 站 很 有 用 和 的。 下面 来 举 两 个 例子 ， 
例 1 设 rroresrp 及 rp- 4 十 模 P 的 两 组 完全 
测 侠 系 ,PP 是 奇 囊 数 。 证 明 :， rorgymnr rrp-trp- 一 定 不 是 模 P 
的 完全 剩余 系 。 
证 ”用 及 证 歧 ， 假 设 rora mir Tp rp- ,是 模 的 完全 王 
余 系 ， 那 么 ， 上 其 中 有 已 仪 有 一个 被 不 妨 设 
Plrors, Pirirs» 1 PpP—1. 
网 此 ， 必 右 (为 什么 》 
plrospirhs Ptr; p72r 
浙 避 see oTp- 夏 多 ee- ,都 是 梳 的 县 5 重信 系 ， Hn, 
rrp-s 也 是 模 p 的 尖 约 划 余 系 ， 我 们 米 证 明 这 是 个 可 能 的 。 
岗 为 ， 由 定理 1 知 


rierp 1 一 :一 1Cmod py, 
rero 1 一 Cmod py 
以 及 
rrp rp VO 1mod 1p). 
但 前 两 式 相 习 得 
Cr ekrp- rp 1) “lemod pn), 
因而 有 
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1 一 1 
这 就 证 明了 所 得 自 
数 ， 证 胃 
CC 一 1 (modp)。 
证 注意 到 省 为 商 时 
Cp- DI=C1* Pp- D3 (OP 一 SC0CP 一 人 KKPKP-4)77 
(Cp-2P- Cp-2))) 
= 3p 2 Cmod p)s 

由 此 及 定理 1 即 得 所 要 结论 . 


但 Pp 闫 3 这 是 不 可 能 
俩 2 


习 题 四 
1 证 明 : 关 是 素数 的 充 驶 条 件 是 : 
CD nia- Ditls (CG) n(n-2)1-1s 
Gi》 存 全 正副 数 k<n, 使 得 NE 一 D1 一 KK)1+( 一 1)*71。 
2、 设 素数 述 明 《i》(p 一 131+1 不 可 能 是 素数 的 方 
寡 : (ii) 人 一 21 工 不 可 能 是 素数 的 方 囊 ， 
3.。 证 明 ?#:m+2 闻 时 是 素 数 和 的 充 村 条 件 
4 一 11+ Us -nmodn(n+2)), 
4,， 设 P 是 奇 滞 数 。 汪 明 ， 
Ci》 27 0 deep- 1 DT (mod p)s 
《iiy (Cp -DD/291YC 1? (mod p)} 
Gii) Cp- DIC (六 -2)11Kmod py 
5。 设 7 为 素数 ，4 为 任意 整 征明; 
Ciy Prap+CP-1)1ar C1) pllp- 1)1ar ra, 
6。 设 素数 p 为 奇数 。 
Ci) 当 p=4m+3 肝 ， 攻 煞 4 均 有 有 人 二 一 1(moqdp); 
《ii 当 DP=4m+I 了 时 ， 必 有 a 满 翅 ae 一 -ICmodp)。 进 而 推 
Hi 
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Cii》 堪 如 4m 1 1 的 素数 肥 无 穷 多 个 . 

7。 设 坝 =4p",2p?,P 为 次 z 
sf 是 模 问 的 两 组 荆 约 草 余 
模 站 的 既 约 剩余 系 。 

8。 设 m=4.p”,2p" ,为 奇 
,rn 是 模 严 的 两 组 完全 剩余 系 。 
模 训 的 完全 剩余 系 。 

9。 设 osT 及 71 ,71 尾 模 8 的 两 台 和 测 例 系 。 Pr > 
sr 是否 一 定 不 是 模 8 的 院 约 剩余 系 ? 举例 说 明 。 对 模 15 的 
两 组 既 约 第 余 系 作 同 样 的 计 论 。 

10。 设 m 六 372sTm 尼 firm 是 模 吉 的 两 组 完全 镜 余 
系 。 还 明 ， ?fri Tmrh 一 定 不 是 模 吉 的 完全 镜 余 系 ( 提 示 ; 利 
册 8 3 定型 2 的 评 明 二 中 的 方法 ， 及 本 节 例 1)。 

1}， 谈 mm 关 1,2,4,P" ,2p”,p 为 奇 潍 数 。 证 项: 

TI’ r=1i(mod m), 


Dam 
芭 作 意 一 组 模 普 的 婚约 剩余 系 的 元 素 的 乘 科 问 祭 1 模 w《 提 示 s 
利用 8 2 定理 15)。 


fr ,a 


,a 1，。 全 设 ri oTm 肛 71， 
证 朋 ，rar4C1i<Sm) 一 定 不 是 
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第 四 章 同宗 方程 


同 余 方 程 是 同 余 理 论 的 核心 内 容 ， 本 童 仅 介 绍 它 的 一 - 续 共 本 
知识 ， 8 1 中 介绍 有 关 同 余 方 程 的 若 本 甘 念 和 术语 $2 和 总 3 讨 
论 一 次 同 佘 方 释 与 一 次 同 余 方 穆 组 ， 汪 明了 汶 名 的 孙子 定理 一 一 
实际 .上 它 也 是 刻 曾 了 独 余 系 的 整体 容 质 〔 见 第 三 这 了 2)， 高 了 
次 的 同 余 方 程 在 理论 上 至今 也 没有 得 到 泌 少 结 于 ,8 4 中 介绍 
一 般 同 余 方 程 的 具体 算法 ，8§ 5, 6 与 37 讨论 数 的 二 次 同 
余 方 程 的 性 质 ， 引 进 了 二 次 琵 余 、 二 次 非 剩余 的 概念 及 Legendre 
符号 。 判 断 模 为 素数 的 二 次 同 余 方 和 是 :# 解 就 归结 为 计算 
Legendre 符号 ， 我 们 证 明了 关于 Legendre 4 著名 的 Ganss 二 
次 互 反 律 ， 利 用 这 定理 就 解决 了 Legendre 符号 的 计算。 利用 
Jacobi 符号 的 性 质 就 能 更 方便 地 计算 Legendre 符号 ， 最 层 ,在 $8 
对 模 为 素数 的 高 次 巾 余 方程 的 解数 得 到 了 一 - 些 理 论 上 的 结果 ， 证 
明了 Lagrange 定理 。 特 种 讨论 了 代为 i 祭 方 程 ; 介 绍 
了 舍 为 素数 的 2 次 剩余 与 9 次 非 台 


81 园 余 方程 的 基本 概念 


FXY EE ta + aoy 01) 
我 们 把 含有 变数 * 的 问 余 习 


faand my (2) 
称 为 是 多 mm 的 同 余 方程 ， 此 满足 

JY Omod m), 
央 穆 :c 是 辐 余 方程 (2) 的 绥 ， 和 你 光 ， 这 时 间 祭 类 6 mod m 中 的 任 一 


is0 


+ 相同 的 ,也 常 
说 同 3 
emoud ny) 


02 均 为 辣 余 方程 2 的 解 . 昌 对 模 普 不 
i 旦 所 从 方程 (2) 的 不 辣 我 们 把 所 有 有 对 
模 呈 两 不 同 剑 的 〈2) 的 解 的 个 数 称 为 是 同 祭 方程 (2) 的 解数 。 
因此 ， 我 们 只 要 在 模 mm 的 一 组 完全 镁 余 系 中 来 解 模 六 的 同 余 方 
程 。 显 然 ， 模 mm 的 同 余 方程 的 解数 至 多 为 m。 

例 ] 求 同 余 方程 4x* + 27x 一 12 二 0Cmod 15) 的 解 。 
完全 剩余 系 : 一 7，…6,"… 一 1,0:1, 
-6,3 足 解 。 所 以 ， 这 个 同 余 方 积 的 解 是 


r= 63Cmoud 15)， 


角 数 为 2 
倒 2 求 同 例 方 程 4x? 一 27x-7 寺 0Cmod 15) 的 解 。 


同样 此 护 计 算 知 zx= 一 7, 一 2, 一 1,4 是 和 解 。 所 以 它 的 和 解 世 
xs 一 7 一 2 一 1,4(mod 15), 
解数 为 4 
例 3 


方程 4x2+27x 一 9 二 0Cmod 15)。 


证 接 计 证 引 


显 见 , 任 辣 的 禾 数 值 x 都 
2 。 但 这 并 不 
是 同 余 方 程 (2) 这 可 由 下 本 的 例子 在 册 。 
例 4 自生 二 训 3 定 二 3 《Fermat-Euler 定 理 ) 知 ， 同 余 方程 
Xi Xx-0Cmod 5) 《S) 
的 解数 为 5; 问 余 方程 
XT — x=0(mod 7) 《4) 


的 解 政 为 7 了， 以 下 同 余 方 竹 
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二 一 1)《xz2+1)Cxt+xzai iDOComod35)， 


EE 


x=0(mod 85) C3) 
的 解数 为 35( 为 什么 3 一般 的 ， 要 数 p , 问 余 方程 
rh x Nmod p) - (6) 


9 7 


轴 


的 解数 为 、 
如 则 为 了 锋 代 天 入 全 


站 馈 


了 了 解 问 余 方 
使 它 变 得 尽 可 能 的 简单 ， 县 基本 、 下 简单 的 有 以 下 几 种 《证明 久 
给 读者 7 
CI) 设 5) 足 刺 孙 数 多 项 式 。 问 余 方 程 (2) 和 同 余 方 程 

， fx + s(x mod ri) (7) 
等 价 ， 印 它们 的 解 省 解数 相 问 。 利 用 第 三 章 $ 1 式 (5) 的 符号 ， 这 
一 恒 等 变 形 可 表述 为 ， 省 

FX) = KI Ca mm) 9 

则 同 余 方程 (27 和 同 余 才 各 


gx) =0Cmod try 《8》 
的 解 和 解数 相同 。 例 如 ， 移 工 中 的 同 余 方程 和 
4x2 一 3 + 30mod 15)， 《9) 
或 
4x2 + 12 一 12=0(mod 15) 《i0> 


都 是 等 价 的 。 特 别 地 ， 一 全 同 祭 方 得 中 系数 为 模 的 倍数 的 项 去 壕 
后 ， 同 佘 方程 的 解 个 宅 ， 例 如 ， 同 余 方 程 
15x* + Tx t+ Bx3 — 30x + 6=0Cmod 15) (C11) 
可 化 简 为 
7xa + 6—0mnd 15), C12) 
由 上 蜂 , 可 引进 同 余 方程 的 次 数 的 髓 您 ， 洲 二 4; 则 称 模 扣 的 坷 余 
方 强 (2)? 的 次 数 为 mn， 一 般 的 ， 著 于 laj TESTJSm Taxs 则 称 
铝 训 的 同 余 方程 (2) 的 次 数 为 X。 关 而 1ajC0 和 所 D 时 ,我 们 就 处 
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司祭 方程 (3? 有 有 

余 方 释 C3), (4) 5) 及 56) 的 次 数 分 别 为 天 

同 余 方 程 (11) 的 次 数 为 6 。 对 同 余 方程 

— 30x3 + 15x + 105—0Cmod 15》 

就 不 说 它 的 次 数 。 要 特别 注意 的 是 ， 同 余 方 程 (2 的 次 数 和 多 项 

式 A(*) 的 次 数 不 是 一 回 事 ， 

〈 且 》 届 sc 是 整 系数 多 项 式 。 同 余 方程 (3) 与 回 余 方程 
F(x) + sx)sCr) (mod m) C13) 


的 艇 和 解数 相同 。 例 如 、 例 1 中 的 同 余 方 程 与 
dx + 27x3=12Cmod 15) 
是 一 样 的 。 同 余 方程 


次 数 ， 例 1 一 鲍 3 中 的 同 休 方 程 都 是 二 次 的 : 同 


,二 次 , 九 次 及 了 次 。 


ax — b=0(mad m) 
和 辣 余 方程 
ax=b(mod m) 
是 -: 样 的 ， 经 常 利 用 的 是 后 -… 撒 式 ， 梁 4 时， 这 是 一 次 同 余 
方程 。 
《 朋 》 设 (Ca,m) = 1， 问 余 方 程 (2) 与 司祭 方程 
af x0 (mod m) 
的 解 和 解数 相同 。 例 如， 辣 余 方 程 (10) 与 网 余 方 程 
x2+ BX- 30mod 15) 
一 样 。 
利用 恒 答 变形 C( 工 ) 和 (有 ?可 得 到 以 下 结论 : 
定理 1 和 背 (as,m])=1 及 
dalAn ltmod my), 
出 同 余 方 堡 (2) 与 同 余 方 程 


totaalax tarlid=0(mod m) C14) 


俩 刘 ， 疝 余 方程 (12) 与 同 余 方程 
2 » C7x5 4 06)14x" + LI2=snfmod 157 
一 样 ， 进而 由 恒 等 变形 (I 工 ) 知 ， 又 与 同 余 方程 
— x — 3=:0Cmod 15) 
一 样 ; 再 由 人 恒 等 变形 (下 )( 取 4= - 七 知 ,与 问 余 方程 
x + 3=0Cmod 15) 
-- 样 ， 利 基 全 等 变形 < 工 ), 可 和 写 为 
xs 一 一 3Cmod15)- 
容易 算得 这 同 余 方 程 无 解 (如 何 算 )。 
利用 和 伍 等 司 余 式 可 化 简 问 余 方 笃 。 
《KR ) 没 同 余 方程 
hCX)=0(mod m) (C15) 
的 解数 为 m , 即 上 区 是 和 等 同 余 式 . 如 果 整 系数 多 项 式 4Cx) ,7(x》 
满足 


fxY = 9CXKJRCY7 + r(x), (16) 
或 更 一 般 地 
fxI ENCX) + rx mod m) (17) 
那么 ， 同 余 方 程 (2) 与 同 余 方 程 
rCx)==0Cmod m) C18) 


的 和 解 与 解数 相同 。 如 困 有 (x) 的 最 高 次 左 系 数 为 1， 郑 么 ， 一 定 存 
在 整 系数 多 项 式 4<*) 与 Tx) ,7Cx) 的 次 数 小 于 MKz) 的 次 数 ， 使 
得 式 C16) 成 立 。 

前 -部 分 结论 是 出 然 和 的， 后 一 部 分 只 要 利用 多 项 式 除 法 就 可 
推 因 。 显 见 ， 世 等 变形 CI) 是 (TY) 的 特例 ， 利 再 CI ?可 降低 局 您 
方程 的 次 数 ， 关 键 到 悉 严 的 己 等 回 余 式 515)， 常 月 的 是 下 
为 素数 Pp ,及 但 ” 

例 5 解 同 余 方 程 


fx) = x x Sx + 6x+1=0Cmod 5). 


解 ”利用 重 等 司 你 上 (3).。 由 多 项 式 除 法 得 
fx) = 27 I(x xX) -x+5xri1 
(2x 1 x) — x +1(mod 5), 
所 以 藉 同 余 方 种 就 化 为 


x3==1(mod 5).。 
直接 计算 知 ， 解 为 x 一 1Cmod 5)，。 
最 后 ， 来 给 出 一 个 显然 而 又 上 分 方 用 的 性 质 。 
定理 2 ” 设 正 整数 djm。 夺 么 同 祭 方程 (2) 自 解 的 必 资 条 
疗 余 方 答 


fx)=0(mod d》 C19) 
有 有 解 。 
这 是 第 三 章 81 性质 Y 的 直接 推论 。 利 用 定理 2 可 给 出 一 个 
解 一 般 同 祭 太 种 的 算 闪 ,这 将 在 讨论。 定理 2 更 常用 天 判定 同 
余 方 得 无 解 ， 例 向 ， 为 判定 例 3 中 的 则 余 方 程 无 解 ， 只 此 讨论 同 
余 方 程 


4x? + 27x—9=0Cmod 5), 
利用 恒 等 变形 ， 它 可 化 为 
一 xt 2x+1l=0(moed 5)y 
即 
{x -1):=2Cmod 5). 
容易 算出 它 无 解 ， 所 以 例 3 中 的 方程 无 解 。 
习 题 一 
1。 通 过 交接 计算 求 下 列 回 余 方 积 的 解 和 解数 ， 
Dnmod 7)s 
26x +1=-0Cmod 1173 
DCmod 28); 
《iv) Bx?+ 18*— 9250C0mod 28)s 
(Cv) X24+ 8x— 13=0Cmo0d 28)8 


《vi) 4x2+21Y 一 32=0Cmnod 14125 


vil) x28 TX Sx 2x + Bx — 3% 


TO0Cmed 5)8 
《viii) 5xa- 13x1 +9x7 + 18 — 3r+8=0Cmod 7), 


2。 设 (2aym =]。 证明: 同 余 方 程 ax?+bx+c=0(mod m) 
一 定 可 化 为 (dx + e)? 一 Amod m)。 利 用 这 一 方法 来 解 $1 例 1,2， 
3 中 的 同 余 方程 。 

3，, 设 pp 是 素数 ,让 明 ， 同 余 方 程 1(x) 二 0(mod p) 与 1(X) 二 
0Cmoap 7 的 解 相 局 。 

4。 设 为 素 表 .车 9Cx)=0Cmod 0) 无 解 ; 则 (x)==0Cmod Pp) 
与 fx)9(*) 二 0Cmod 站 的 解 与 解数 和 门 ， 

5。 以 NAK) 记 同 余 方 程 1(x) 二 kmod m) 的 解数 证明， 


DNGY=m 
Kol 


6。 对 哪些 值 4， 同 佘 方程 x* 王 oCmod 9) 有 解 。 

7。 求 7 三 x?(mod 3) 的 解 。 

8。 求 x**+y! 三 1Cmod 5) 的 全 部 解 ix,y}。 

9。 证 明 ， + 六 上 #1 一 0Cmod 9) 无 3 十 xys 的 解 。 

10。 证 明 。 同 余 方 程 (2) 一 定 可 化 为 一 个 次 数 二 mm 的 多 项 式 
(和 包括 系数 均 为 wm 的 倍数 的 情形 》 的 问 余 方程 。 对 合 数 模 如 何 利 
用 第 三 章 8 3 习题 三 第 15 题 来 改进 这 一 结果 ? 

il1。 证 贡 : 同 余 方程 (2) 的 解数 


=1 名 人 e201 frm, 


i 
1 Er 


中 此 推出 ， 当 Fas =axr -Bb 时 ， 
fas) Mdm) Ibs 
oo, cam 15, 
12。 设 fsx 和 ) 是 加 ,xs 的 整 系数 多 项 式 。 证 班 ， 问 
余 方 程 1x,… xX) 二 0Cmog mm) 的 解 [ xx 的 个 数 
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1 TR RY 2 Tm 
了 = -一 > “De 
m 
fo so zk 


进而 推出 ， 当 Fe yz) = aaf ee 二 arxxe 一 总 时， 
站 Ca a mm) | by 
0， 当 Cai sim) + b, 


382 一 次 同 余 方 程 


设 杰 了 ae。 这 一 季 讨 论 最 简单 的 模 严 的 一 次 同 余 方程 
ax=b(mod rm) 。 C1) 
如 果 辣 余 方 程 (1) 有 解 x*=x), 则 有 菜 个 整数 如 使 得 . 


axi =b + my 


因此 ;1D 有 解 的 必要 条 件 是 


Ca,m) |。 (2) 
例如 ， 同 余 方 程 
4x=2(mod8) 
-一 定 无 解 ， 因 为 64:8) =4+2。 问 余 方 程 
3x (mod 8) 


证 足 条 件 (2) ,因为 63,8)》 = 1。 在 莫 8 的 绝对 挨 小 完全 剩余 系 - 3， 
20, 一 10:1,2;3:4 中 ， x 逐一 到 值 验 算 知 ， 仪 有 有 和解 X= -2， 基 
其 解 为 x< 一 2Cmod 8) ,解数 为 1 。 间 余 方程 
6x= 一 2(mod 8) 
下 汪 足 条 件 (2), 因为 《6,8) =212。 同 样 , x 逐一 政 值 验算 知 ,x= 
-1;3 是 解 ， 即 这 问 余 方程 的 解 是 
x== 一 1,3Cmod 8)， 


解数 为 2。 
定理 1 当 (aym = 1 时 ,同人 多 方程 届 ) 必 有 解 , 且 .其 解数 为 1。 
证 法 一 ”由 第 三 章 $ 2 定理 10 知 ， 当 (4,m) = 工时 ，x 遍历 简 
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织 欧 一 组 完全 剩余 系 时 ,ar 也 站 站 全 的 党 金利 全， 其 车 re， 
rm 是 横生 的 一 组 完全 晋 余 系 ， 央 ar yarm 也 是 模 砚 的 一 租 完 
全 璋 余 系 。 因 此 ， 有 且 仅 有 一 个 7;=x。 ,多 得 
axo=ar = mod m), 

即 网 余 方 程 (1) 有 且 仅 有 一 个 解 x 三 XCmod m》。 

证 法 二 DPD 当 (a,m) =1 时 ,由 第 三 辣 $1 性 质 误 知 ;, 4 对 模 t 
有 逆 4:( 任 取 一 个 》 清 足 - 

aa-i=1{(mod m). 


容易 看 出 


x1=a-1B 
就 满 是 同 余 方 程 (1)。 洛 还 有 和 解 x, 则 有 “ 
axs=ax (mod m), 
由 此 从 第 三 章 8 I 性 质 旭 推出 
xo=x1 Cmod m), 
这 就 证 明了 解数 为 1 。 特 别 的 ， 山 第 三 章 8 3 式 (16) 知 ,这 时 间 余 
方程 (1D 的 解 是 


Xa mi 1b( mod fn)。 Ca》 
在 有 解 


定理 2 ”同人 对 方程 (1? 有 解 的 充 要 条 件 臣 式 (2) 成 


时 ， 它 的 前 Ja 中)， 以 及 昔 xz 是 (1 的 解 , 则 它 的 Ca:m) 个 
解 基 
Xxo 二 这 全 Emod m)» 
OrCdan 一]。 C4) 


证 法 一 当 g= 44m)=1 半 ， 这 就 是 定 理 1， 所 以 可 假定 
于 日 2) 成 立 , 则 由 第 
4 xz 的 值 和 请 足 同 余 方程 


C5) 


二 这 一 证 法 实质 上 就 息 利 册 §14 的 忆 等 变形 (有 )。 
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的 x 的 值 是 相同 的 。 由 于 《4/9,m/9) = 1;* 故 由 定理 工 知 同 余 方 各 
(5 有 解 , 所 以 同 祭 方程 (1) 世 有 和 解 。 这 就 证 明了 充分 性 。 车 x。 是 
] 余 方程 CH) 的 和 解 ， 则 它 也 是 河 余 方程 (5) 的 解 ， 进 府内 定理 I 知 ， 
足 问 余 方 程 66) 的 所 有 的 x 的 值 是 
m 
x=x,(mod 2). 《6) 


0 上面 讨论 知 ， 式 (6) 也 给 出 了 满足 问 祭 方程 (1 的 扎 有 的 < 的 什 
是 解数 )。 由 第 三 章 32 定理 4 的 式 (7)( 取 m= mgsr=xoy 
1=9) 知 ， 出 式 (6) 给 出 的 楼 mj9 的 同 余 类 xomodcm/9) 就 是 以 
Fy 个 模 抑 的 同 余 类 之 和 - 
m 
(x, 二 mod m, t=0,"9-1, 
这 就 赴 明 了 定理 的 后 一 半 
证 法 二 我 们 通过 讨论 一 次 同 余 方 程 和 一 次 不 定 方程 的 关系 
来 证 明定 理 。 显 见 ， 同 余 方 程 (1) 与 不 定 方程 
ax=my+b 《7? 
同时 有 解 或 光 解 ， 革 村 解 时 祸 足 这 两 个 方程 的 x 的 值 完全 相同 。 
由 第 二 棍 $1 定 前 1 知 ， 不 定 方程 (7) 有 解 的 充 要 条 件 是 (4,m) = 
《Cas 一 mm)|5。 这 就 证 明了 定 六 结论 . 当 问 余 方程 (1) 有 解 
xu 时 ,不 定 方 各 677 有 解 xo'yo* 这 里 
yo = Caxo 一 BA (8) 
进而 ， 由 第 二 章 $ 1 定理 2 知 ， 不 定 方程 (7) 的 金 部 解 为 ( 注 
负 号 ): 


全。 


上 =D) 土 1 士 2。 《9》 
出 前 面 讨 论 知 ， 谨 中 性 余 方程 (1) 的 所 有 的 * 的 伪 为 


m 
X=x0t fy 十 2 
?” 《ar “ 


这 就 是 模 m/(4a,m) 的 一 个 同 余 英 
xo mod 
o Tm 
由 第 三 章 $ 2 定理 4 前 式 (7 兴 取 ma = my/(a,m)ir= Xo,4= 9) 知 ,这 
个 模 m/Ca,m) 的 同 余 类 就 是 式 (4) 给 出 的 C4,m) 个 筑 严 的 局 余 类 
之 和 ， 这 就 证 明了 定理 的 后 一 闪 结 论 。 
定理 1 和 定理 2 不 仅 从 理论 上 完全 解决 了 同 祭 方 答 (1) 的 求 
解 问题 ， 而 且 给 出 的 不 同 的 证 法 实际 上 是 指出 了 具体 求解 的 各 种 
方法 .下 而 来 介绍 一 种 直接 求解 同 余 方 程 (1) 的 算法 , 它 类 似 于 第 
二 章 $1 例 3 中 解 二 元 一 次 不 定 方程 的 算法 . 
CD) 一 eekmodm)， -mm/2<& Sm/2 bb(mod my, 
~-m/2 二 hm/2。 由 $1 恒 等 变 形 ( 了 工 ) 知 ， 同 余 方 税 (1) 就 是 厅 
余 方程 


ax=biCmod m), 《11) 
(ii) 同 余 方 程 Ci17 与 问 祭 方程 
my= -tC(mod [all) 《127 


同时 有 解 或 无 解 。 这 是 因为 由 定型 2 复 证 共 二 中 知 , 同 余 方 程 (11》 
与 不 定 方程 


TX= my + 
同时 有 解 或 无 解 ， 而 这 不 定 方程 可 号 为 
my = — btax, 
同 祥 理 市 ， 上 述 不 定 方程 与 同 侈 方程 (12) 问 时 有 解 或 无 解 。 
(ii) 医 yo mod1ai| 是 (012) 的 和 解 ， 则 xmaod 严 是 1， 姥 51) 


xo= (myo + hb) /ar. C13) 
反 过 来 ， 苦 xemodf 是 (1) 即 (170 的 解 ， 则 yomodicl| 是 (12) 药 
解 ， 这 里 - 
yo= (aixo 一 加 ?Arms (14》 
比 外 ， 车 yo mod a， mod|m| 是 (42) 的 两 个 不 同 的 解 ， 则 根 
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应 地 确定 的 Xmo0d mw，x5mod mm 也 起 (11) 由 HC1) 的 两 个 不 同 的 解 。 
所 以 (122 和 (1D 则 CD 的 解数 相间 (请 谍 者 身上 性 结论 )- 

议 圭 的 步 对 (站 ,Cii) ,(G5D 表明 :求解 模 严 的 同 余 方 从 (1)， 
通过 同 余 方程 (1 转化 为 求解 较 小 的 械 14, 1 的 同 祭 方 理 (12>。 如 
- 果 5122 能 立即 解 出 ， 则 由 (13) 就 得 到 (1 的 浴 ; 世 呆 (12) 还 
不 容易 解 出 ， 则 继 绪 对 它 用 步 又 多,(iD， 任 为 一 模 更 小 的 同 仿 
方程 ， 这 样 进行 下 去 总 能 使 问题 归结 为 求解 一 模 很 小 尼 能 直接 用 
型 其 是 否 在 角 的 则 祭 方 程 。 理 依次 利用 式 543)( 即 步骤 (iiD) 反 加 
-上 去 即 可 求 得 (1) 的 全 部 解 - 下 面 来 举 个 县 体例 子 。 

例 1 解 同 祭 方 释 S80 T0286 Cmod 817) 。 


589x=ss1026(mod 81 < 一 228r 


cii) ci) 


< 他 817y 王 一 209(mod 228) -> — 95y=19 tm0d 228) 


《ii Cy 
>2282= -19 (mod 2 <>382 一 -190moq 95) 


<iiy 
>95w 二 ]9 (mod 38) < 19 19 Cmod 38) 


《iiy 


<=->38uss ~ 19 0nod 19) <- SS 0.u=utmod 197 
这 表明 最 后 ~… 个 甘于 4 的 同 余 方程 对 琉 19 有 I9 个 解 : 
129,18Cmod 19) 。 
按 GiD ， 即 式 (43)? 逐 次 反 避 上皮 得， 关于 双 对 模 38 的 同 佘 方程 有 
19 个 解 


09 (mod 817> 


ws (BB8u 4 49) /19-=24 + 1Cmod 38)， 

=D),1. 18; 
关于 z 对 模 65 的 同 余 方 各 有 19 个 解 ， 
580192738 一 3 Cnmod95)y 

u=0,1 18s 
大寺 5 对 模 228 的 问 余 方程 丰 19 个 解 : 
228> + 197/( ~ 95 — 12u 

uD, , "18 


Smod 228), 
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最 后 得 到 x 对 模 817 的 同 余 方 程 有 19 个 解 : 
x= 817y + 209)/( ~ 228) =434 + 17 Cmod 817), 
u=0 1 …，18。 
在 运用 这 一 方法 时 ， 千 五 不 枚 把 me 六 摘 错 (特别 是 4 的 正 
负 号 )。 此 外 ， 如 果 在 运用 这 方法 的 过 程 中 ， 利 用 同 余 式 的 人 性质 
化 向 癌 余 方程 时 ， 改 变 了 同 余 方 程 的 贷 ， 则 要 注 疮 方程 的 解数 。 
例如 ， 在 例 1 中 ， 当 得 到 了 同 余 方 程 
38z== 一 19Cmod 95) C15) 
后 ， 如 果 利 用 第 三 章 8 I 性 质 苛 ， 就 得 到 
22 二 一 1tmod 5), 
容易 看 出 ， 满 足 这 同 余 方 程 的 所 有 的 = 的 信和 是 
2=2 mod 5) . 
阳 原 来 对 = 的 同 余 方程 的 模 为 95， 为 了 得 到 原 方程 (15) 的 解数 ， 
就 要 利用 第 三 章 8 3 定理 4 ， 得 到 (15) 有 19 个 解 * 
z=2+5u, t=0,1,"",18, 
这 就 是 在 例 1 中 得 到 的 。 下 面 的 做 法 和 例 1 一样 ， 
例 2 21x=38(mod 117) 。 
21x=38 Cmod 117) 
ii CD 
< 乓 >1173 二 -38(mod 21) > -9y=14(mod 21) 
人 >alz= — 4Cmod 9 < > 3x== 
{iiy Gy》 
-> 004Cmod 3) >0"w: 


4Cmod 9) 


Cmod 3)» 


最 后 的 回 余 方程 无 解 ， 所 以 诛 方 程 无 解 。 


习 题 二 
1. 求解 下 列 一 元 一 次 回 余 方程 。 
C1) & 2Ctmod 


Qi) 9x 一 [2(Cood T525 
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vd 
nod 30); 
Cr) 7x2sl{tmod 21)s 
YE) IYER 
Ci 128 
Ci) 987 
Gs) 37 
Cx) 4 
2 利 册 回 务 以 下 通 个 性 质 
(1) as=5(mod Mm) < 
(2) 时 


Engd 1N378 
T0017: 


59725 


QO 


+ rnod mm) 

Cmod HD) SS >a od tm)s 
向 单方 iess 

y= 1 

stmod m), (3,7) = 1, 

中 的 方法 来 和解 : 

CD ri; 

337) 


(i) 
(1i) 258x..- 7 
《iii》 L215" 
(iy) .1296x 2415)。 

设 a 昌 正 整 欠 ，a 由、 以 及 ai 是 冉 对 视 和 的 最 小 正 剩 
余 。 证 滑 ， 同 余 方程 sxsmeod 四) 的 解 一 定 是 加 涂 方程 ax 一 
J Wil 4 TS? 举例 说 明 。 

人 -。 。 


各 的 方法 加 ? 
ii) Srl(mod 12), 


6 进 人 (0,my = 1， 妆 是 ax 二 itoznd 语 ) 册 从 。 和 再 设 玉 是正 整 
多 =1- -ex 证 时，alyk， 以 及 xx = yxja 是 同 余 方程 


{i) 3rz=1(mod 125)8 
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Ci) 5x 一 1Cmod 243? 。 
8， 设 (4a,m) = 1， 2 是 台 芒 。 再 设 fc 是 整 系数 馆 项 式 ， 
Y= + 

证 明 ， 同 余 方 种 /Co) 二 0G0aod ma) 与 gD 二 0Cmod m) 的 解数 相同 。 
并 指出 如 何 从 解 几 Fe==0Gmnod 加 的 解 求 求 敌 9522 二 0Cmod m) 
的 解 。 

9 利用 上 是 来 解 $1 中 的 例 1, 例 2 及 例 3。 

10， 如 果 你 已 经 裘 册 了 同人 猎 方程 必 二 b Cmod m) 的 和 解 ， 那 么 ， 
刀 何 由 此 求 册 不 定 大 积 ax my= 上 的 解 ? 以 第 1 题 的 CD ,Kiiiy ， 
CY) ,CYi) 题 为 例 ， 来 说 明 如 何 求 和 迪 的 不 定 方程 的 解 。 


§3 一 次 辐 余 方程 组 ， 和 孙子 定理 


在 讨论 一 次 网 余 方程 组 之 前 ， 对 引进 -: 般 同 余 方 程 组 的 解 与 


解数 的 概念 。 设 记 Cx) 赴 整 系 茹 多 项 式 ( 人 所/ 且 倍 。 我 们 把 含有 变 
数 x 的 一 组 岂 祭 式 


Ji Cx) = C1) 
称 为 是 赔 余 方程 组 ， 芳 性 数 e 国 时 满足 
Fed Umod mj), 
则 称 6 是 同 余 方程 组 (1) 的 终 ， 显 见 ， 避 
oc mod Mm, m= Tm, ,mr] (2) 
中 的 任 一 避 数 也 是 同 余 方 程 引 (C1) 的 解 ， 我 们 把 这 些 解 都 看 作 古 
相同 和 的， 也 常 说 同 例 类 (2) 龙 问 余 方程 组 芍 一 个 解 ， 我 们 写 为 : 


Xmod my 
是 同 余 方 程 组 书 ) 的 解 。 当 0 ,62 均 为 同 余 方 积 组 (1) 的 解 且 对 模 交 
不 癌 余 是 才 把 它们 看 作 是 同 余 方 程 组 (的 不 同 的 解 . 我 们 把 所 
有 对 梳 页 两 两 不同 余 的 同 祭 方程 组 (的 解 的 个 数 称 为 是 向 余 
方程 组 (1) 的 解数 。 因此， 我 们 只 要 在 和 模式 的 一 组 完全 剩余 系 中 
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bs 


: 数 至 多 为 详 . 此 外 ， 只 要 同 余 方 
和 万福 则 (D 一 定 无 解 。 

没 mmk 是 克 两 斌 约 的 正 整 数 。 那 
和 ex， -次 同 余 方 程 组 


Xa; (mod ny), 171Ek, {3) 
少 有 解 ， 且 解数 为 1 。 事实 上 ， 同 余 方 程 纪 (3) 的 解 是 “ 
= NT) i+ Me Mrar (mod 了 {1) 
这 里 严 = mmg， 二 = ma 二 扑 ， 以 及 Mi 是 湖 足 
MjMi lmod m;), LI 《5) 
的 - 一 个 整数 《( 即 是 My 双全 7 的 雍 ) 吕 。 
证 法 一 由 于 mi,… :两 两 既 约 ， 所 以 
oa 《67 
先 来 证 漂 同 余 方 程 组 (3) 有 鲜 站 ,ca， 则 必 有 
= Cmod m) 。 


这 因为 当 ca,es 均 是 阿 余 方 各 组 (3) 的 解 时 ， 必 有 

1 modiny), TS 下。 

由 于 ma , 俯 : 枉 琴 既 约 ， 利 用 第 三 党 § 1 性 质 及 ,从 上 式 及 式 (6? 
就 推 由 所 要 的 结论 。 这 就 证 有 明了 同 余 方 程 组 C03) 车 有 解 则 解数 为 
i， 下 而 来 证 由 式 ( 中 给 时 的 

MMI lA et Me ME A 《7) 
，。 漠 网 ， (G8, 六 = 1， 所 以 满足 式 (5) 
下 


0 


cu 
确 是 同 余 方 程 组 (3) 让 
的 Mi 必 存 在 。 由 式 (5) 及 mj Lafaiy 广 ED 就 
Mi Mi a 0 Cnod mj), LIE 


PC 区 
即 “ 是 解 ， 证 毕 。 
评 法 一 虽然 简单 ， 但 为 什么 有 形式 (4) 的 解 则 看 不 清 妨 。 下 


耐 米 给 出 另 .证 站 。 


名 这 趾 1 只 杰 到 由 一 个 整数 ， 对 相同 的 取 值 ， 式 (4) 表 苘 上 含有 六 


同 的 位 ， 人 得 对 网 各 是 同 祭 的 。 
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证 法 二 ”为 简单 起 见 考虑 KK= 2 的 情 形 ， 现 在 ， 严 = 中 may 
Mi1= ma，Mz= mi， 及 同 余 方程 组 (3) 是 


人 (mod ?ni cgy 


XA (mod Ms)}, 


由 第 一 个 方程 知 ， 可 把 x 表 为 
=a + my 《9》 
这 样 ， 同 傅 方 程 组 (8) 变 为 网 余 方 程 


Ny = ~ a (mod mo), 


即 


a 


Ms 
由 》 2 定理 1 的 证 法 二 
y=M3! (4s ~ 41) Cod me), 


2— dmod ns), 一 


进而 吾 

mysM Mi (4, — a) (mod m). 
由 此 及 式 (9) 得 

aa + MMil as — on (nnd m) 
=(1— MMi') a + MMi! dtmod m), 《107 

由 minrzs 的 对 称 狂 ， 同 样 可 得 
MITa tC MM DA (mod mt)。 (11) 
但 式 (10), C11) 还 都 不 是 孤 们 需要 的 式 C4)《=2) 的 形 忒 .但 利用 
式 (5)KK2)，、 容 易 看 出 : 

MMi! -1 i! Cmod mi)y 

MM 


x 


3 Cmod m2) 


所 以 
MIMI! =1— MoMa! Caud m). 


四 此 及 式 G0) (或 (11)) 立 即 推 出， 著 x 是 解 则 必 有 
MMila + MMa!a(mod m), 
容易 验证 MMi14, + MaMa14; 的 确 是 同 余 方 种 组 (9 的 解 ， 证 
毕 。 
用 证 法 二 来 证 &>>2 的 德 形 并 不 方便 。 下 面 再 介绍 一 种 证 法 。 
166 


= 


证 法 三 首先， 我 们 来 指出 这 样 一 个 事实 ;车 *。 渗 是 同 余 方 
程 组 (3)，x6 主 足 店面 的 同 佘 方程 组 
X43 (mod m;), 1<j<k, 
那么 ，*o + xz- - 定 是 同 你 方程 组 
Xa +a mod mi), lI<k 
的 解 ， 国 此 ， 我 们 可 以 用 下 而 的 营 加 方法 来 求 同 余 方 程 组 (3 的 
解 ， 设 


2 
0， 1 

对 每 个 头 定 的 i(1<<iSk) 考虑 同 余 方 程 组 
X=sadi) (mod m3), 1<TSSEC。 (13) 


注意 到 7 庆 ce 生 = 0， 所 以 由 这 方程 组 的 第 1,*… ,i 一 1,1+ ,kk 
个 方程 知 ( 注 意 rr) 两 两 既 约 》 


即 
X= AT。 C14) 


代入 第 i 个 方程 得 
M iY; mod mie), 
由 8$2 定 理工 的 证 法 二 知 


y=Milad: mod nt), 


即 
Myy=M ;Mila (mod m). 
由 此 及 式 《1 人 得 
X=MiATila; (mod nr) 
容易 蛤 证，31 ;Mi*ai 确 是 间 余 方程 


余 方程 组 C183) 有 钱 吕 解数 为 I)， 到 由 式 C12 可 得 
9 二 二 ja 
所 以 ，M Mi +*+ MME!Ak 定 是 同 余 方 程 组 (3) 的 解 。 在 
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证 法 -中 已 证 明了 洁 有 解 ， 则 解数 必 为 1 。 定 理 证 毕 - 
第 一 章 33 的 例 2 实 际 就 是 解 同 佘 方程 组 的 例 手 ， 比 如 上 其 中 的 
Gi) 就 是 说 辣 余 方 程 组 
人 27， 
x==LCmod 3) 


的 解 是 
r=4(Cmod 8) 。 
大 约 在 公元 5~6 屁 纪 ， 我 国 南 北朝 时 期 有 一 部 著名 的 算术 浅 
作 《孙子 禾 经 》， 其 中 有 这 样 一 个 “ 物 不 知 数 ” 问 题 “ 今 有 物 ， 
不 知 其 数 ， 三 三 数 之 翻 荆 ， 五 五 数 之 剩 三 ， 七 七 数 之 剩 二 ， 间 物 
几何? ”这 就 是 要 求 同 余 方程 组 
‘x=2 (mod 3)7， 
(mod 5) > C15) 
《mod 7) 
的 正 整 数 解 。 书 中 求 出 了 满足 这 一 问题 的 在 小 正 整 数 解 x- 23, 所 
用 的 县 休 解 活 实质 上 就 是 求 这 辣 余 方程 组 的 形 如 式 (4) 的 解 。 因 
时 ， 把 定理 1 称 为 孙子 剩余 定理 .国际 . 上 称 为 中 国 利 余 定理 。 我 
们 来 解 同 祭 方程 组 C15》， 这 里 
Hi = 3, Ms = 5 Mas=7> 
Mi=35, M2=21, Ms=15. 
容易 算出 可 取 Mi! =2，Mz! = 1，Mi+ =1， 因 此 (15) 的 解 为 
2+21°1:3+15"1°2 
Cmod 105), 
因此 ， 满 足 “ 物 不 知 数 ”问题 的 正 整 数 解 是 
x=23+105t, t=0,1,2°", 


最 小 的 为 23。 
让 子 定理 是 数论 中 
媳 余 系 的 结构 (我 们 已 在 第 三 
出 ， 
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要 的 基本 定理 之 一 。 它 实质 上 刻画 了 
瘟 和 2 由 讨论 过 )。 设 由 式 (7 给 


CAT 《16》 
容 品 证明: 
c=0" (mod m) 
的 充 呢 条 件 是 
aayfmodmi)，1<pnc ks 

2 和 严 既 约 的 充 要 条 件 赴 s; 和 mm; 部 度 约 ， 因 此 ， 直 孙子 定理 立 
如 推出 : 

定理 2 设 mksymy M nA MT! Mil 同 定理 1。 
再 设 


X= MMIIX + oo F Me MElX RY, (C17) 


那么 ，x* 遍历 模 严 的 完全 (婚约 ?剩余 系 的 充 机 条件 是 x3 分 别 沁 


历 借 呈 的 完全 (5 攻 约 ) 重 这 里 “ 通 历 ”的 意义 同 第 三 章 $2 
定理 12( 或 定理 14)?。 有 此外， 还 有 


Xx i mod my), LI<R, (18) 

其 传 论证 留 给 读者 ， 应 读 指 出 ， 定 理 2 是 第 三 章 8$2 定理 16 
的 特殊 形式 ( 取 4 = 中》。 上 事实. 上， 我 们 可 以 利用 第 三 章 8$2 定 
理 15 米 证 明 补 子 定理 .因为 同 余 方程 给 (3) 的 解 具 要 在 楼 普 的 一 
全 完全 制 余 系 中 法 找 ， 所 以 可 以 假定 同 余 方 程 组 (3) 有 第 三 党 82 
式 (20) 形 式 的 解 ， 然 后 具体 定 出 共 中 的 每 个 xG5CLs7 委 所 ， 就 得 
漳 辣 余 方 程 组 (3) 的 解 由 式 (4) 给 出 。 详 细 推 导 留 给 读者 。 

王 面 来 党 几 个 例 。 

倒 1 解 同 余 方 程 组 

[I 3)， 
= -1rmnd 5)， 

| :2 Cmoad 7), 
X=—2Cmod T1)。 


解 ” 取 mm=3，nmi 一，mm = 
件 。 这 时 ，swf = 5941 ,A 


每 是 定理 1 的 条 
3°7°11, Ms = 3.5:11, M4= 8.5"7., 


|] 


， R= 11, 
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我 们 来 求 Mj。 由 下 af 一 -TD (TiCmod3)， 所 以 


下 
名 


MMI TMi' (mod3), 


因 生 可取 A477 =1。 C2) 11 mod 0, 

1 Cmod 5), 

3-44(mod 7) 知 ， 

1 fi! Cmod 7), 

d+?7=-6Cmod 11) 知 ， 

=6 Ni! (mod 11), 

因此 可 联 M17 = 2， 进击 出 定 再 1 工 知 同 余 方 释 给 解 为 

xs=(57*11)。l*1+ (3 .711)。1-( 一 1) +(3.511) 2.2 

+《3.5*7)-2。(-2)Cmod3.5-7.TI1)， 


四 于 可 取 M23? = 1。 


即 
t=385— 231 + 660 ~ 420 
例 2 求 相 邻 的 四 个 # 站 使 次 可 波 22 ,32,52 及 7 防除。 
解 ” 设 这 中 个 相 邻 糙 数 是 xz- 1)r x+1 x+2。 按 要 求 应 漠 是 
x—-1=0(C(mod 22), x (mod 32), 
x+1=0Cmod 52), x +2=0(mod 74)。 
所 以 ， 这 是 一 个 解 问 余 方 牺 组 问题 ， 


mM = 2 is = 3, fts 


4 Cmod 1155), 


4 = 72 

的， 满足 定理 I 的 条 御 ，M) = 3?5*72， AM， = 22527:,， Ma = 
Mi = 223253。 轩 Mi 一 1 1 一 1Cmnod 2?) i, 

I! Cmod 39 

二 1.4==4(mod 38) 知 

M3! mod 3), 


Moda! 


岗 些 可取 Mi' = 一 2。 由 Ms 二 2:+21: 二 2 4 一 Cmod 53) 知 ， 


so Mg! Cd 3), 
2 Cnod 57), 


170 


64 Mil Cund 52) 
137 7 —24)=3°6 E130d 1) 


ee 0) +0 + 2:3 
BC DC— 2) mod 2.925 
11025 ~ 1:5876 9a49 (mod :LI1U65。 

和 的 四 个 栓 旬 组 ， 它 们 起 
29348 + 44100t, 20819 + 14100f, 
29350 + 441007， 1+41100¢, 
0, 士 1， 土 2v 
基 小 的 这 样 的 四 个 和 杏 邻 下 十 江 古 : 
29348,29349,29850,29351。 
例 3 求 模 11 的 “组 完全 剩余 系 ; 杞 其 中 每 个 数 被 2,3,5,1 除 
后 的 余数 分 别 为 1, 一 ,1,1。 
解 ”在 定理 2 中 取 靖 
雇 放 X=1 x= 一 11， xX 
通 访 各 1 的 完全 测 侠 系 时 ， 
X= MMIil — MoMat + MsMi! — MedMil + MoMsilx'Y. 


:9 一 了 


所 以 小 足 


;= 3 fs=5, me=7, ms=11, 


X= 1。 这 样 :再 定理 2 知 ， 


《19) 
7、 和 机 “和 


村 出 了 所 归 求 的 完全 对 
Cmod 2) 知 | ， 


Mj! 


11 Mi (mod2), 
所 以 可 取 A171= 414。 用 Mi 三 一 10mod 3) 詹 ， 
IM Mil = DMi' Cmod3), 
- 上。 由 如 ;三 2Cmod 5) 后 ， 
1 


所 以 可 取 MM2' 


Modfa' a2Ma' (mod 5), 
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所 以 可 取 Mi = -2。 由 MM 二 1(mod 7) 知 ， 
1=MAMi! =Mi (mod 7), 
所 以 可 取 Mi! =1。 出 Ms 二 1Cmod 11) 知 ， 
- 1=MsMi!:aN i (mod ll， 
所 这 可 取 M5' = 1。 这 到 
x=3.5*7-11+2.5.7-11T237 1 (一 2 
一 2.3。 呈 11 十 呈 357x5) 
= 1155 + 770— 924— 330+210x 
=671+210x =210(x + 3) +41, 
具有 这 样 性 质 的 最 小 的 下 的 模 11[ 的 完全 剩余 系 ? 
41, 210+41, 210.2+41, 
210:3+41, 2104+141, 210-5+41, - 
210.:6+ 4I1, 210:7 +41, 210-8+41, 
210°9 + 41, 210°10+ 41, 
例 4 解 问 余 方 程 组 
X= mod 8), x=11Cmod 20) ，x= 一 1COnaod 15) 。 
解 ”这 里 mi=8，ma=20，ms= 15 不 是 两 既 约 ， 所 以 不 能 直 
接 用 定理 1 ， 容 易 看 四 ， 这 同 余 方 答 织 的 解 和 辣 余 方程 组 
X=3(mod 8) ， 


| 11Cmoa 4) ， 
11Cmod 5), 

x=1(mod 5), 

‘x=1(mod 3) 


的 解禁 同 。 显 见 ， 满 足 第 一 全 方程 的 x 必 满 足 第 二 个 方程 ， 而 第 
所， 四 全 方程 旦 一 样 的 。 因 此 ， 原 间 余 方程 组 和 癌 余 方程 纽 
Xmod 8), 
{= (mod 5)， C20) 
X=] (modl 3) 
国事 实 上 可 以 不 求 烛 ;1 。 在 式 G19) 中 池 。 村 :1x 中 这 项 可 用 时 sz 人 要 称 (为 计 
么 )。 
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的 阁 招 问 。 周 余 方 程 组 《20) 酒 足 定理 工 的 条 什 ， 容 易 解 出 《 留 给 
谈 霄 ) 同 祭 方 瑟 组 (20) 的 解 为 
xs 二 ~29(mod 120) 。 

由 8,20,151= 120， 所 以 这 也 就 是 原 同 余 方程 组 的 解 ， 且 解 
数 为 工 - 

击 4 给 出 了 模 严 mx 不 是 两 两 腊 约 星 ， 同 祭 方 穆 组 (3) 如 
何 求 钾 的 县 体例 辽 。 对 于 -一 般 博 形 的 退 渤 原则 上 也 是 这 样 。 这 些 
讨论 将 放 在 习题 中 ， 


例 5 和解 同 余 方 程 19x 二 556《mod 1155)， 
解 这 个 -- 深 问 余 方程 ， 妆 然 可 以 用 $2 的 方法 来 解 , 这 


里 我 及 把 它 化 小 的 一 次 问 人 方程 组 来 解 ， 这 各 了 让 有 间作 
方便 的 。 山 村 1155= 35*?1]， 所 以 由 第 三 章 §1 人 性 质 区 知 , 这 

同 余 方程 和 辐 余 方 各 组 

19x=556Cmo0d 3), 19x=556 (mod 5)， 
19x=556(mod 7), 19x=556(mod 11) 

的 解 相同 。 利 用 $ 工 的 恒 等 变形 (TI)， 这 同 余 方 程 组 就 是 
==T(mod3)。、 -zs 一 (mod5)， 

3(mod 7)}, — 3x=6 Cnod 11). 

‘JD 和 E( 即 解 出 上 述 局 佘 方程 组 
余 方 程 组 就 变 为 

一 于 mod 5), 

一 2Cmod 11) 。 

实际 上 ， 这 器 是 我 们 的 


站 和 有 


2 (mod 了) ， 
昌 工 的 方 六 
它 的 和 解 是 
394d Cmod 1155) 。 


例 8 解 同 你 
xx 一 3Kmod7)，6x 一 10Cmod 8) 。 
解 ”这 个 是 定 环 中 的 同 余 方程 纽 的 形式 。 和 容易 看 出 ， 第 二 
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”个 同 余 方 穆 有 解 昌 解 数 为 2 (具体 采 解 留 给 读者 ): 
x 二 一 1,3Cmod 3) 。 


网 此 ， 原 问 余 方 程 组 的 解 就 是 以 下 两 个 同 余 方程 组 的 解 : 


x=:3(mod 7)，x= 一 一 1Cmod 8); C21) 

及 
x=3 mod 7), rx:3(mod 3) 。 292) 
发 出 ( 留 结 谈 玫 )， 癌 余 广 程 组 (20) 的 解 是 x 下 31Cmod 56)3 


同人 余 方程 组 (22) 的 3 (mod 56)。， 所 以 ， 原 同 余 方 程 组 的 解 


数 为 2， 其 解 为 


x=:3,31Cmod 56) 。 


倒 7 解 同 余 方 程 组 
EE 10) ， 
4x=7 (mod 15) 。 
解 ” 利 用 解 例 4 的 方法 ， 这 辣 余 方程 插 的 解 与 同 余 方 与 组 
3x=:1 (mod 2), 
3x=1(mod 5)， 
4x 一 TCmod 3)， 
4x=7 Cmod 5) 
的 解 相同 , 但 第 一 个 同 祭 方 程 3z 王 1Cmod 外 可 化 为 x 二 2 Cmod5)， 
第 四 个 同 余 方 程 4x 二 ?7amo45) 可 化 为 x 二 -2m0d 引 )， 与 +=2 
mod 5) 巴 盾 ， 序 以 原 同 你 方程 组 无 解 。 


习 题 三 


1. 求解 下 列 一 元 一 次 同 余 方 程 
i 《mod 3) 
Cmod 17)s 

{mad 8), x—=3Cm6d 7), 


limod 4Y, x 


ACmed 11), 
{mod 5), 
x=0Cmodll)ys 
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Kivy Sr=1Cmed 11), 5x7(mod 1375 
人 God 10), 3rs=10(mpd 17728 
TCmod 10), 3Cmod 12), x* 2Cmod 15)s 
GOnod 35), x=1l(mod 55), x=2Cmod 33), 
< 夫 中 (ii),(iv),CY》 表 定 二 了 衣 

2. 把 同 余 方 程 伦 为 回 余 方程 组 米 解 

(i 28xr= (mud 140)s Ci 17x229(mod 1540).。 

3， 求 所 有 被 3.4,5 除 后 余数 分 别 为 1,2,3 的 全 数 。 

4. 有 -- 个 人 每 于 作 八 天 后 休 避 两 天 。 有 一 次 他 在 此 其 六 、 
时 期 理 体 息 ， 问 最 少 要 几 周 后 他 可 以 在 星期 天 休 

5， 设 kK 是 给 定 的 正 否 数 . 证 明 : 一 定 在 在 个 相 邻 整 
数 ， 其 中 任何 一 个 数 帮 能 被 大 于 工 的 立方 数 弛 

6、 设 有 是 给 定 的 正 整 数 ，a …,az 是 两 丁 既 约 的 下 
存在 出 得 第 7 个 数 补 aj 
7. 设 Ca, 有 = 1，c 天 0 证明: 一 定 存 在 整 


Ka+Tbrnye)=]。 
8， 设 ma 和 ,mx 酚 阿 是 约 、 那么 ， 癌 祭 方 程 组 
有 解 的 充 要 条 件 是 每 一 个 局 余 方程 2x 三 bs (mod my》 均 可 解 ,有 旭 
Caji ypzj [bs Cl 7。 当 mb nx 不 网 酚 婚约 时 这 结论 成 立 
了 


ciKmod mi) li<k 


9. 证 明 ， 辣 余 方程 组 x 二 a; Cmod my) 《7=1,2) 有 了 和解 的 充 
要 条 件 是 Cm,ma? 1 Cay 一 4a)， 若 有 解 次 :nb ,fs 的 解数 为 1 

10， 证 明 ， 辣 余 方 程 组 x 二 aj (mod m;)( 
要 条 件 是 (mi,my) l(a; 一 aj) 1 
si] 的 解 元 为 1。 

11. 设 m=[rm ,eme]。 1 

Go 一 定 吕 找到 


ARE 
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友 )。 ma yyrm 两 两 误 的 ， 帮 由 = ieee 
Cy 着 奖 祭 万 程 组 xsoj Cmed ii (ES 有 解 ， 则 它 的 
解 与 问 余 点 程 组 *==aj (mod my )》 的 解 相 癌 。 


12， 求 下 列 二 元 一 人 次回 余 方程 组 的 解 : 
(DD) 3x7 Ay:5Cmod 13), 2x+ 57 一 ?7(mod 13), 
(Ciiy x+2y—"1{mod 5), 2x+ 1mod 5)s 


Ciii) x 139i(mod 8), 3x i 4y=2(mod 5)s 


Civ) fx + y=2(med 5), 2x 3y=1iC(mod 5)s 
Cv 2x+3y5Cmod 7), x+5y=6(mod 7)s 
《Yi》 4x 十 5Cmod 7), x +2y=4(mod 7). 


13， 设 m 宇 I， 人 A=ad -Je，(m, 人 六 )= 1]。 那 么 , 二 元 一 次 同 祭 


{ + by=6Cmod m), 


cr+dy=fCmod m) 
对 模 m 有 唯一 解 : 

x=A"ide bf)(modm), y=A (af - ce) Gnod m), 
这 里 AA==1(mod im)。 


余 于 什 阵 如 机 mm， 如果 
有 a1j=biy Cmod mn), Liser ,这 时 记 作 4 一 BCmod nm) 。 
这 样 ， 第 13 题 中 的 二 元 一 次 同人 方程 组 可 家 为 


的 和 
A 就 是 怎 阵 (。 “ ) 的 行列 式 。 当 5Avmo = 工时， 有 唯一 -组 解 ， 
Ca OD) am. 


15， 设 4= (4; 由 是 nm 阶 申 数 箱 阵 ,行列 虑 | 人 1 = 全, (A,1)= 1， 
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再 设 4* = Caby) 是 4 的 伴随 矩阵 ， 即 全 j= Ais4i 是 所 阵 人 

中 元 索 oj 的 代数 余地 世 《 即 市 阵 4 中 除去 第 1 行 及 第 绚 元 

素 后 ， 所 得 的 nm 一 1 阶 扎 阵 葛 行列 式 滋 以 (-D 入 ")。 证 明 ， 

A-1A*A=ECmod m)， 玉 是 1 阶 单位 集 际 《 即 在 主 对 角 线 上 的 元 

为 震 ). A 1Cmad 1m), 

符号 各 条 休 下 ，n 元 “次 同 余 方 舟 组 
b, 


El 
-een 
\ bn 


Xn 


XL 
人 : je ( : J 1 ), 


8 4 一 般 同 余 方程 的 求解 “ 


在 $2, $3 中 忆 完 人 金 解 央 了 -次 同 余 方程 与 -次 同 余 方 程 组 
的 求解 问题 、 们 是 ， 对 于 商 次 癌 余 方 径 ， 即使 基 二 次 癌 余 方程 也 
没有 一般 的 求解 方法 , .本 节 将 介绍 一 种 具体 求解 的 一 般 算法 。 
我 们 以 TCm;7) 表示 同 余力 程 
f=0Cmod m) 《17 
定理 1 设 严 = mmk，mtoeeymk 丙 两 赋 约 那么， 同 余 方 
程 (1) 与 同 余 上 方程 红 


f=0mod mi) 1Sk (C2) 
的 解 和 解数 相 问 ， 有 内 有 
Tomsf)= Tm CS )。 《3) 


证 由 第 三 营 $ 1 性 质 衣 知 。 同 余 方程 (1) 与 同 余 方 程 组 (27 
的 解 ( 妈 满足 两 者 的 的 值 ) 相 同 。 设 上 = 工 (ms 六 t= Tmsf) 
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CH<7<z)。 若 (2》 中 的 某 个 方 千 (不妨 设 是 第 训 个 方程 元 
解 ， 则 (1) 必 区 解 , 这 时 与 。= 0, t=0, 所 以 式 (3) 成 立 。 现 设 与 二 
0 EFS), 


X= ,a at (mod my 《47 
是 (2》 中 第 7 个 癌 余 方程 的 全 部 解 ; 
X00 sd (mod my {5) 


是 同 余 方 程 (1) 的 全 部 解 。 对 每 一 个 4arC1<<r!， 由 于 它 是 (2) 
中 第 7 个 辣 余 方 程 的 解 ， 所 以 有 且 仅 有 一 个 az CI<ryso) 满 
是 


ar =ayiCmod my ). 《6) 
这 样 ， 对 每 个 a; (1<r 示 纺 必 有 了 唯 -的 一 组 数 
{a a ,ee sa} (7 


与 之 对 应 。 反 过 来 ， 对 由 式 (7) 给 弄 的 每 一 组 数 ， 直 8 3 定理 1 
知 ， 园 余 方 程 组 

xsaHiCmod mi Ts 《8) 
必 有 唯一 解 


xcCCmod m), 


显 见 ，。 是 问 祭 方程 组 〈2) 的 解 ， 因 而 也 是 同 余 方 程 〈1) 的 解 ， 
所 以 有 其 仅 有 一 个 ar 对 所 有 的 1 入 1 满足 式 (6?。 因 此 ， 上面 
所 说 的 对 应 是 一 一 对 和 证 。 央 此 有 上 “zs 这 就 证 明了 解数 相同 ， 
且 有 式 (3》 成 六 ,证 毕 。 

定理 1 实际 上 是 给 出 了 和 如何 求 解 问 余 方程 (1) 的 具体 办 法 : 
即 把 模 严 分 解 为 两 柄 既 约 的 较 小 模 za; 的 乘积 ， 然 后 去 求 出 短 个 
同 余 方程 f(x) 二 0Cmod mi) 的 全 部 解 〈4)， 耻 一 组 数 (7) 
(共有 4*… 标 组》 去 解 一 次 同 余 方 程 组 (8)， 这 样 就 求 峰 了 同 余 
方程 CI1) 的 全 部 解 。 这 个 办 法 当然 也 可 以 用 来 求解 同 余 方程 组 。 
通常 ， 当 内 有 素 因 数 分 解 式 


m= pe 


1 


ee 
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时 ， 我 们 取 mi = p91 (CTSFSSR)。 这 样 ， 解 一 般 合 数 模 的 同 余 方 


程 (1》 就 被 归结 为 解 模 为 过 娄 客 的 网 余 方程 

fx (mod P ?> 《9) 
其 中 p 为 素数 ， 为 了 县 体 找 这 种 同 余 方程 的 解 ， 我 们 来 指 山 这 样 
一 个 简单 的 事实 。 

定理 2 车 问 余 方 各 (4) 有 恨 ， 网 对 任意 的 正 整 数 4,2lm， 

同 余 方 程 

fx)0mod dy (10) 
也 丰 解 DD 。 进 而 ， 车 设 

X= emod d) (C11) 


是 间 余 方程 (10) 的 全 部 角 、 列 对 同 余 方 程 (1) 的 每 个 饼 4 有 用 仅 
有 一 个 ci (LIESS) 消 岂 - 
4=¢ (mod 4). (12) 
定理 的 证 明 十 分 简单 ， 留 给 读者 。 这 个 定理 告诉 我 们 为 了 求 
较 大 洲 妈 的 同 余 方 程 民 ) 的 解 ， 我 们 可 以 先 找 一 个 较 修 的 dd41m， 
求 出 横 4 的 同 余 方程 (10》 的 金 部 解 (11)〔 当 (10) 无 解 则 C1) 当然 
也 无 解 )， 然 后 对 每 个 i 求 癌 祭 方程 (1? 的 形 如 


x=ctdy . (13) 
的 鲜 ， 印 解 变数 ”的 同 余 方程 
gf + dS mod m), C14) 


由 此 ， 就 可 求 出 (1) 的 多 部 解 。 特 别 的 ， 当 下 = P" 时 , 取 4d=p”!， 
同 余 方 程 (14) 是 一 个 一 次 同 余 方 程 ( 下 面 将 证 明 这 一 点 ), 是 一 定 
可 以 和 解 出 和 的， 因此 ， 数 5 的 同 余 方 程 一 一 
同 余 方 程 (0D Ca = 1)， 误 可 以 依次 通 这 人 外 “次 同 余 方 程 ， 来 解 出 
模 为 p?,P,… 的 则 一 一 局 余 上 方程 《9) (a= 2,3,"*), 

定理 5 设 p 中 去 笋 ， 整 条 数 多 项 式 


四 这 就 是 1 定理 2 
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HL) = an an tT To FAX; 2。 


C15) 
证 投 整 数 4 宇 2,。 是 
7 一 0Cmog pe 1) C16) 
的 解 。 那 么 ， 同 会 方程 
fl NCmad p°) C17) 
药 尘 是 
(modgP C18) 
的 解 尾 . 
Xr + yp (mod p"), 7= ,el, (193 
这 里 
YE Cmnd p) (C20 
是 一 次 问 余 方程 
CY -fp “Cmod py C21》 


的 全 部 触 ， 其 中 
f= HaaxznTt 二 (一 1)an icnr2+e+aasxr+a (20) 
证 这 实际 本 是 求 由 式 《17), (18) 给 出 的 辣 余 方 程 组 的 解 ， 
满足 (018) 的 x 必 为 
xs CD "Iy, {23) 
把 上 式 代 入 辣妹 六 程 (17)， 同 余 方 程 (17) 变 为 


anCO tp TI tan oth gt 
十 @azKe tp I tA ota ty a 
= fC HP I OY Ap yet ee FAD Tty™ 
=0Cmod p" )， (24) 
其 中 42,…,A, 是 整数 。 册 于 cz2， 从 .上 式 知 同 余 方程 17? 变 为 
乡 的 一 次 阿 余 方程 
pf OV fmod py), 
a 5 是 同 余 方 各 (16) 的 解 ， 所 以 p" -1|fce》。 因 而 ， 由 第 三 
$1 性 质 仙 知 ， 上 面 的 间 余 方 各 与 同 余 方 程 (21) 的 解 相同 、 这 
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幸 ， 利 川 式 《23):(24) 就 可 证 明 所 要 的 结论 相应 于 问 余 方 程 
部 解 (20)， 式 519? 给 出 了 同 余 方 各 组 《17) 一 (18》 的 
坚 ， 以 及 同 余 方程 组 np 的 每 一 个 解 一 定 可 表 为 
式 (19) 的 形式 ， 其 浊 yj 为 同 余 方 程 (21) 的 解 ， 证 毕 。 
中 $2 定理 1, 定 理 2 及 是 间 余 方程 (21) 的 解 可 以 
省 型 二 部 情形 ; . 
CID t+ 了 0)， 这 肝 国 余 方 程 《21) 的 解数 为 1。 所 以 ， 问 
余 方 程 (17) 满足 条 件 《18) 的 解数 为 1， 即 上 = 1。 
<) elf ce), ptfeco)p ,Wt 
fC0) Emod py), 
这 地 闻 余 方程 (21) 无 解 ， 所 以 问 余 方程 (17》 没有 满足 条 件 (18) 
鸭 解 ， 芭 了 = 0。 
CD plf’Ce), PIA(e pT ,tT 
fe) =0(mod p°), 
这 时 间 祭 方程 (21)》 的 解数 为 p， 即 
3 王 0,1,…p 一 1 (modp) 
均 为 (21》 的 解 ， 所 以 同 余 方 各 (17》 满足 条 件 〈18》 的 解数 为 
PP， 芭 = p。 
由 以 上 讨论 立即 可 得 到 一 个 右 用 的 站 论 : 
推论 4 在 定理 3 的 符号 和 条 件 下 ， 若 "是 
fr 0(mod py 《25) 
的 解 ， 引 Pi 了 C3。， 那 系 4 宇 2， 闻 余 方 程 (17) 满 是 
条 件 《18) 的 解数 均 为 1 。 I 余 方程 《25) 与 门 祭 方 各 
77 一 0Cmoap) 
计 ， 问 余 方 程 《17) 的 as 工 解数 均 相同 。 
1 证明 中 给 读者 。 下 面 必 党 几 个 例子 。 
会 方程 x+ 5x3 90Cmod 31)。 


苹 


x3 + x + 9=0Cmod 8) 
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有 两 个 解 : 
x=0,1(mod 3)。 
规 在 了 (x)= X95x2+9, f(x =3r+10x, fC0=0, fC1)= 
13。 所 以 
3[1’C0), 3 了 Cl)。 
进而 解 同 侈 方程 
+5x+0=0(mod 37), 


先 疏 相应 于 x 二 0Cmod 3) 的 解 。 由 于 31 00), 及 
f00)=9=0Cmod 32), 


所 以 ， 
X= -3,0,3(mod 32) > 
古 解 。 竺 求 相应 于 x==1(mod 3》 的 解 。 击 于 31 7 Ci, 根 应 的 车 
余 方 程 (21) 是 
13y== 一 5Cmnod 3)， 
其 解 为 y 寺 1Cmod 3)， 所 以 ， 得 到 解 
x==4Cmod 8°). 
进而 解 同 余 方 程 
x3+5x2 十 有 DOCmoqd 33), 
先 求 它 相 应 于 x 二 一 3,0,3Cmod 3?) 的 解 。 由 于 
fe-3)=27, f(0)=9, /1(3)=81, 
所 以 ， 由 《了 》 知 ， 相 应 于 x 二 -3Cmod 3:》 的 解 为 
X= — 12,~3,6(mod 33); 
相应 于 x 三 3(mod 3 的 解 为 
-6,3,12Cmed 33)。 
由 (1H)》 知 ， 没 三 0(mod 3?》 的 解 。 再 求 相 应 于 x 志 
4Cmod 33) 的 解 。 这 时 ，f 和 《4D 二 /C1 二 13 二 1 (mod 3)，/(4) = 
153， 相 应 的 同 余 方 程 (21) 是 
J 三 一 17 三 1Cmod 3)， 


所 以 ， 得 到 解 
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< 一 13(mod 3°), 
最 后 ， 解 间 余 方程 
xs3+5x2 二 9 一 0dmod 31), 
先 求 它 相 应 于 x 二 -12, -3,6(mod 3?) 的 解 。 这 时 ， 
(~12)= 一 999， FFC-37=27， 7(C6)=405。 

蚤 以 3: 十 代 一 12)，3:1T 了 (一 3)，3+ 十 fC6)， 因 地 由 CH) 和 WIID 
知 仅 有 剖 应 于 1(6) 的 解 ， 军 求 相应 于 x 宇 “ -6,3,12(mod3) 的 解 。 
这 时 


f¢12) = 2457, 1(3) = 81, FC-6)= ~27, 
网 证 ， 册 《有 人》 知 没 有 相应 于 x 二 ~6,12Cmod 35) 的 解 。 几 (全 》 
知 烛 应 于 xz 二 -6 ;3(mod33) 的 解 有 
x -21,6,33; =24,.3,30Cmod3), 《26》 
再 求 相应 于 x 二 13《mod 83》 的 解 。 由 于 f(13) = 3051， 所 以 相应 
的 同 余 方 程 (21) 是 


-1i3= 一 ICmod 3)。 
相应 的 解 是 
X=40(mod 31), 27) 
这 样 ， 式 (26), (2?) 就 给 出 了 所 要 求 的 全 部 解 ， 解 数 为 7.。 
例 2 和 解 同 全 方程 x?+5x?+9==0C(mod 7 ，34)。 
解 ” 由 定理 1 知 ， 这 就 是 要 解 同 余 方 程 组 
[i +5x? + 9==0(mod 7), 
xZa+5x2 9 一 0Cmod 347。 
由 直接 计算 知 ， 第 一 个 同 余 方 程 的 解 为 
-2Cmod 7)。 
于 例 1 知 第 二 个 癌 余 方 程 解 为 
= -21,.6,33,.7-24,3,30,40timod37), 
进而 解 一 次 同 余 方程 组 
{X= Cmod 7), 


lnmod 34)。 


x 
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利用 $ 3 定理 3， 这 昱 mi ,Me = AM = 3 Eh 


-— 3Cmod 7) 


知 ， 可 取 xf1= 2， 
ada==7Cmod3G) 
知 ， 可 取 M5'= -23。 园 此， 这 个 - -次 问 剑 方程 组 的 解 是 
AB tT (23) dz 
一 162a — 161as( mod 567)。 
分 别 用 ai= 一 2， 一 一 2156,33, 24)3;3 双 呈 0 人 人 就 得 到 
三 3057,— 1209,— S03 355403548U7 , -23 1 <676afinod567 7)， 
即 . 
x 222—156,337138,—240,—51.40(imod567). 
这 就 是 所 要 求 的 同 余 方 程 的 全 部 解 ， 解 数 为 7。 
虽然 定理 3 给 出 了 模 为 崇 数 每 的 同 余 方程 的 一 般 解 法 ， 但 有 
于 是 很 麻 糯 的 。 把 它 和 辐 余 式 的 性 合 起 来 ,往往 能 简化 计 
例 5 解 同 余 方程 x? +x+7 寺 0Gnod 35)。 
解 由 和 1 重 等 变形 (页 ) 知 ， 这 同 余 方 体 的 任 与 局 余 方程 
了 (2 十 区 十 ==0Cmod 8) 
的 解 棚 同 ， 这 同 余 方 程 就 是 
《2x +1)? +27=(2r+ D0C(mod 33)。 
最 赎 。 这 间 余 方程 的 解 ( 指 x 的 倩 》 与 
2x+1=0(mod 0*) 
的 解 胡 同 ， 直 接 计 算 知 ， 解 为 
x==4C(mod 32)。 
所 以 ， 原 同 余 方 程 的 解 是 《为 什么 ) 
x 王 一 5,4,13(Cmod 37), 


例 4 求 同 余 方 程 x 二 1Cmod 21》 的 解 。 
解 当 5=1 时 ， 解 数 为 1， 
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x==1(mod 9}. 
当 1= 2 有时， 解数 为 2， 
xx 三 一 1,1Cmod 22)。 
当 {123 时 ， 同 余 方程 可 写 为 
Cx— (x+1)=0(mod 2!), 
由 于 x 是 解 时 ， 必 可 表 为 x=2y+1， 代 入 上 式 符 
43《3 + 1 D0Cmod 21), 


El 
- yy + IACmod 2 )。 


所 以 必 丰 

y=0, 一 1Cmod 2 )。 
上 六 此 ， 解 荆 必 注 足 

x 三 1, ~ 1(mod 21-1)》。 


x=1,1+2"1,—-1,—-1+2i-i(mod 21), 
二。 
例 5 设 素 数 2。 求 
鲜 ” 门 余 方 君 可 写 为 
Cr DIO ny, 
竺 末 Csx+I 2， 所 以 上 式 


<-1Cmod Pp!) 的 解 。 


同 余 方 程 


x 二 = 1,Umod py, 


解数 为 2 。 
例 6 解 同 余 方程 二 2Cmod 7')。 
解 ” 模 7* 的 完全 剩余 系 可 表 为 
X=xo+xi* Tras" TX +» 7, 
- 3X3 QI 
我 们 依次 解 同 余 方程 
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(Xotxie T+ tr TICmod 7111), 0<JS3 
染 采 出 xosx49X2sxs。 当 X00 时 ， 解 
X=2Cmod 7), 
得 xo= 土 3。 当 j=1 时 ， 要 解 
(+3+X7)=2Cmod 7),。 


我 们 有 
9+6 :7x=2Cmod 7°), 


6 二 -Elmod 7), 
得 xi= 土 I。 当 7=2 时 ， 要 求解 
C+3t1: 7+x27 :2mod 73), 
我 们 有 
(+3+1:7) +2. (+3) :7x2(mod 73), 
+6xs 二 -2C(mod 了) 


得 x= 主 2。 当 1=3 时 要 解 
《 士 3 土 I< 了 7 土 2。， 72 +xa :72(mod7+), 
我 们 有 
〔 士 S 土 1J。7 士 2。72)2 士 6。，7sx3a=2Cmod 74)， 
100 + 40* 7:+6* ?7x3=2Cmod 74), 
2~ 40Cmod 72), 
— 6(mod 7), 
得 xa= 二 ]。 这 样 ， 问 余 方 程 有 两 个 解 ， 
m3+1* ?7+2+7 -7= -235Cmo0d 7), 
x -3-1.7-2*.7 +7 =235C(mod 7:), 
全 6 的 解 甘 就 是 用 整数 的 kk 进位 表示 来 解 模 k! 的 同 余 方 程 ， 
天 不 一 定 是 素数 。 


习题 四 


1. 求 下 列 同 余 方 程 的 解 
(i) x? +2x— 3=0(mod 45), 
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(i 4x2 一 5x+]13=0Cmnod 33)3 
(iii) xs ~ 9x?+23x— 15=0(mod 143), 
2， 求 下 列 模 为 素数 车 的 同 余 方程 的 解 * 
Ki》 xs+x2+TI0Oxr+1lssOCmod 3 
ii) rs+25x+3=0Cmod 33); 
Kiii) xs 一 5xz+3 一 0OCmod3)8 
(ifr) xx 二 TOCmnod 31), 
Cr) aa 一 2x 十 4 (mod 52)3 
OCmod 53)s 
Cvii) x? + x ~ d=0(mod 73), 
Cviii) x + x — 5=0(mod 73), 
(ix) x?+ 6x+13=0Cmod 33)5 
(x) XI+5x+13=0(mo0d 3), 
《xiy x3(mod 11373 《xii》 x?= 一 2(mod 194) 。 

3, 求 同 余 方程 (x+D'-x7-1 二 0C(mod77) 满足 条 件 
?+xCI+x) 的 解 。 

+ 以 TiCniP 表示 同 余 方 程 1(x) 三 0(mod m) 满足 条 件 
LX,m)=1 的 解数 .证明 ， 当 《mym2)=1 时 ，TiCm masf) = 
Tm FTCmasf), 

5， 设 dlm， 整 系数 多 项 式 f(x) 的 每 项 系数 均 被 4 整除 ， 
d 福 1 证 志 ， TGny 让 =dTm/di1f/4)， 这 里 Tl(msf》 表 $4 同 
余 方 程 (1) 的 解数 ，f/d 表 多 项 式 f(x)/d。 

6. 证 明 ，(i》 同 余 方 程 组 fx) 寺 0Cmod mm)， x 二 lL(mod 有) 
有 解 的 必要 条 忻 是 《m,Kk) [f(D)s 

CD 以 TGnsk, 缮 1) 天 (让 D 中 的 同 余 方 程 组 的 解数 , 逆 么 ， 当 
Cmi, me) = 4， 朋 mm 均 无 大 杆 1 的 平方 因数 时 ， 
TOm mayk, tf) = Tom ER, tf TK, Lyf)s 
KiiiD 这 Ti(m,k, 缮 让 表 (让 ) 中 的 同 余 方 程 组 满足 条 件 (x,m》 
= 1 的 解数 。 那 么 ， 在 (并) 的 条 件 下 ， 


(Yi) x x+D 
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Tm ma ks ls = Tm ks lf TiCmask, lf) 
7. 设 m=2°0p5 “7 ,Pj 盐 不 同 的 奇 素 1 
7)，oo 基 0。 证明， 同 余 方程 *? 三 1Cmodm)》 的 解数 
27， da=0,1, 
了 =1 21, 00=2, 
27"?2, Qo3, 


8， 把 间 余 方程 x 二 1(mod mn) 写 为 (x -D(x+1)=0Cmodim). 
当 贡 由 上 题 给 出 时 ， 利 用 杷 问 余 方程 化 为 同 你 方程 组 的 汶 尘 ， 拱 
出 一 个 求解 x 二 1(mod 的 全 部 解 的 具体 方法 。 并 用 以 求解 
m=233?2.52,2。32。5，7 的 情形 : 

8， 设 ma 六 3, 丰 由 第 7 题 给 出 证明: 


TT +=- DCmod m), 
rmodm 
由 此 证 明 第 二 让 8$ 4 习题 四 第 11 题 。 
10. 设 > 是 内 的 不 同 素 因 子 个 数 . 证 明 ; 同 余 方 程 刀 二 
emoa™) 的 解数 为 27。 
. 求 辣 余 方 各 x = 1《mod m) 的 解数 《提示 : 利用 第 三 党 
sa 题 ， 或 利用 本 章 5 的 
12. (Ci 设 274a,， 21n。 还 
almod 21) 恰 记 一 解 * 
Cii) 设 P 为 硒 素 数 ，p+a，p+mn， 证 明 对 任意 上 ， 同 余 方 程 
xnrsra(modp) 的 解数 相间 ， 
了 (Ci 用例 5 的 方法 旨 


多 


同 余 方 程 *" 二 


续 解 回 余 方 程 x: 二 2Cmod ?71),l=5， 


6,7: 
Cii) x2s= lmod 55); CGN)x?=1(mod 742 
开设 fCx) 是 不 等 于 常数 的 整 系数 多 项 式 。 证 明 ;， 一 定 存 


方程 1(X)==0Cmod p) 有 和解 。 
常数 的 整 系数 多 项 式 , r,s 为 任 给 的 


在 无 穷 多 个 开 数 7 ， 
15， 设 jx) 是 不 等 了 
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正 葵 数 。 证明; 一 定 存在 装 数 a， 使 得 Fo)，Fe+ 了 D， 
flatr 一 1) 中 的 每 个 数 至 少 有 * 个 不 同 的 崇 因 数 。 


85 模 为 素数 的 二 次 向 余 方程 


本 闻 讨论 裕 为 素数 的 二 次 同 佟 方程 的 一 般 理论 ， 并 在下 两 节 
讨论 由 此 引出 的 Legendre 镍 号 ，Gauss 二 次 互 反 律 ， 以 及 Jacobi 
守 号 。 由 于 P=2 的 销 形 是 型 然 的 ， 下 面 恒 假定 p 是 理 春 数 . 设 
3 Tea， 二 次 同 余 方程 的 一 釉 形 式 是 
ax? thx+¢ea=0(mod py。 《17 
由 村 P+44， 所 以 (1) 和 同 余 方程 
dalax® + bx +0)=0 Cmod py 
的 解 相 阿 ，- 人 式 可 写 为 
《2ax 十 二)2==b2 一 dacgmod py 《27 
容易 邦 央 ， 通 过 变数 穆 世 
y=2axr +l(mod p), (3) 
同 余 方程 43) 与 问 余 方程 


*— dacCmod p) (4) 
怀 竺 价 的 。 了 就 是 说 两 寿 同 时 有 租 或 无 解 ; 有 解 时 ,对 (4) 的 每 个 
媚 六 mod 5 ， 通 过 刀 (3) (这 时 是 x 的 一 次 同 余 方 供 ，Cpy2@ 
二 1， 万 以 能 数 为 1) 药 出 (2) 的 一 个 解 XY 二 xoCmod p)， 由 (CD 的 
的 解答 出 (3) 的 不 同 的 且 到 过 来 也 对 ， 此 外 两 形 解 训 相 
引 -由 以 上 过 论 向， 我 们 只 变 计 论 形 如 
xdCmod p) (C5) 

的 柯 余 方 下， 当 P14d 时 ，(《5) 仅 右 一 解 

X=-0 mod 1) ， 
PYd。 为 了 叙述 方便 ， 我 们 可 进 


这 伐 ? 的 同 佘 方程， 变数 荡 换 多 = 20z+ 坟 和 式 (3) 形式 拘 模 站 的 
庆 艇 杰 换 症 一 圈 约 。 
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定义 1 设 素数 p>>2,4 是 整数 ，p + 4。 如 果 同 全 方程 (5) 有 
解 ， 则 称 4 是 摸 p 的 二 次 剩余 ， 医 无 解 , 则 称 4 是 机 P 的 二 次 非 
剩余 。 

例如 ， 当 p=3 有 时 ，d 二 1(mod 3) 是 配 3 的 二 次 剩余 ,2 一 一 1 
《med 3》 是 模 3 的 一 次 非 剩 余 。 当 P= 5 时，d4=1， 一 LICmod 5) 

是 模 5 的 二 次 剩余 ，d 一 2，- 2Cmod 5》 是 模 5 的 二 次 非 剩余 。 当 

?了 =7 时，d 二 1,2, -3Cmoa7) 是 异 7 的 二 次 剩余 ，d4 一 -1, -2,3 
(mod 7) 是 模 7 的 二 次 非 剩余 .一般 地 有 以 下 结论 ， 

定理 1 在 模 p 的 一 个 既 约 剩 例 系 中 ， 洽 有 Cp - ])7/2 个 模 P 
的 二 次 剩余 ，(p -12 个 模 p 的 二 次 非 剩余 ， 此外, 车 4 是 模 p 
的 二 次 剩余 ， 则 同 余 方程 5) 的 解数 为 2。 

证 显 见 ， 只 要 取 模 的 绝对 最 小 既 约 剩余 系 


?7-1 rn-l1 p~1 Pp—1 
-a tl 1 6) 


洲 讨 论 。4 是 模 b 的 二 次 刹 余 当 且 


=( -号 站 (号 yy 《一 132。1z 
(S51- 1) (号 mod 7). 


由 于 (一 让 ?过 (mod p》)。 所 以 4 是 模 P 的 二 次 剩余 当 且 仅 当 
dl12 (S70) (5 全 Cmod p). C7) 


当 1si<7rsp-DZ 时 ， 
Ej Cmod p) ， 《87 
所 以 ， 式 (7 给 出 了 异 ?的 全 部 二 次 剩余 ， 共 有 (p- 1D)V2 个 。 由 
于 模 P 的 既 约 剩余 系 有 p - 1 个 数 ， 所 以 另外 的 (Pp 一 /2 个 必 为 
模 p 的 二 次 非 剩余 ， 这 就 证 明了 前 一 半 结 论 。 当 4 是 模 p 的 二 次 
和 独 余 时 ， 由 式 (7) 及 (8) 知 ， 必 有 唯一 的 lie D/2， 使 
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x 二 iCmod p) 是 人 5) 的 解 ， 进 而 就 推出 在 既 约 剩余 系 (6) 中 有 且 仅 
有 3 二 土 i(mod 六 是 人 5)? 的 解 ， 即 人 5) 的 解数 为 2。 证 毕 。 

以 后 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 就 说 模 p 有 (np 一 -DD /2 个 二 次 独 余 ， 
Cp 一 12/2 个 二 次 非 剩 余 。 

例 1 求 p=11,17,19,29 的 二 次 剩余 与 二 次 非 剩 会 。 


了 | 1 2 3 4 5 
dj Cinod 11) | 1 4 -2 5 3 


局 11 的 二 次 剩余 是 ，1, -2,3,4,5; 二 次 非 剩 余 是 ，- 1,2， 
3, -4,—5, 


了 1 1 2 3 4 5 6 7 8 
dj Cmod 17) 1 4 -8 -1 8 2 -2 ~4 


模 17 的 二 次 剩余 是: 土 I, +2, 圭 4, 土 8; 二 次 非 剩 余 是 上 3， 


土 5, 秆 6, 土 7。 
3 | 1 2 3 4 5 6 了 8 ga 
j* Cinod 19) | 1 4 9 -3 6 ~2 -8 7 5 


模 19 的 二 次 剩余 是 : 1, ~ 2, -3,4,5,6,7, -8,9; 二 次 非 剩 
余 是 -1 2,3, -4 一 5, 一 6. 一 7,8, 一 9 


| 本 | ss 4 56 78 91011 1 13 14 


dE = 六 enog 29》 | 1 4 -13-47 -9 6 -6 13 5 -1 


异 29 的 二 次 测 余 是 土 1, 土 4, 土 5, 士 6, 土 7, 土 0, 土 13; 一 次 非 
剩余 是 ， 土 2, 填 3, +8, 土 10, 土 [1, 二 12, + 14. 

由 这 些 玫 不 仅 得 到 了 模 p 的 二 次 剩余 4 ， 也 可 查 出 相应 的 二 
次 同 余 方程 (5) 的 两 个 解 +7(mod p)。 例 如 ， -2 是 模 19 的 二 次 剩 


191 


余 ，z=- 2《mod 19)? 的 两 个 解 弟 十 6Cmod 19) 。 

下 面 的 定理 从 理论 上 给 出 了 判别 4 是 否 是 模 p 的 二 次 剩余 的 
方法 。 通常 称 为 Euier 判别 法 。 

定理 2 ” 设 素 数 p 汪 2，Pp 4。 那么 ，d 是 模 p 的 二 次 剩余 的 
充 归 条 件 是 


dP7 7? =1 (mod p)s (9) 
5 是 模 p 的 二 次 非 剩余 的 充 要 条 件 是 
dP 1(mod p). C10) 


证 首先 米 证 明 对 任 --d,p da 式 (9) 或 (10) 有 且 仅 有 一 式 
成 立 。 由 第 三 章 和 3 定理 3 知 
dP-1=1tmod p), 


因而 有 
(dP 2 1 dP 1) 0 mod PY, {11) 
由 于 素数 7 汪 2 及 
(Pa ,dP 1 |2, 

所 以 ， 由 式 (11) 立 即 推 出 式 (9) 或 式 (10) 有 有 量 权 有 一 式 成 立 。 

下 面 来 证 明 4 是 模 p 的 二 次 剩余 的 充 要 条 件 是 式 (9) 成 立 。 
先 证 必要 性 ,车 4 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 则 必 有 xo 使 得 

xE=:d (mod p), 
内 而 有 ， 
B71 dn- Cmod py 
由 于 p+ 4， 所 以 pfxo， 朵 此 由 第 三 章 $ 3 定理 3 知 
x 1=1Cmod p), . 
由 以 上 潍 式 就 推出 式 (9》 成 立 。 形 证 充分 人 性。 证 明 的 方法 与 第 
章 $4 完 理 1 的 证 法 一 笠 。 设 式 (9) 成 立 ， 这 时 必 有 p14。 考虑 
“次 同 祭 方 程 


ax 一 dmod P) 。 C12) 


由 $2 定理 1 及 p14d 知 ， 对 由 式 (6) 给 出 的 模 p 的 既 约 剩余 系 中 
的 每 个 7 ， 当 = 了 时 ， 必 有 唯一 的 x = xj 属于 有 既 约 剩余 系 (6)， 
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使 得 式 (12) 成 立 。 营 4 不 是 货 p 的 二 次 剩余 ， 则 必 有 7 壮 x}。 这 
样 ， 既 约 剩余 系 (6) 中 的 5 一 1 个 数 就 可 按 jx 作为 一 对 ,两 两 分 
完 ， 和 由 此 及 第 三 迹 $4 定 理 1 知 


-1=0- Dis De Ca)!) = nod p), 
(13) 

旬 这 和 式 (9 了 矛盾。 所 以 必 有 某 一 me， 使 户 = xi,, 划 此 及 式 (12) 
知 4 是 摸 ? 的 二 次 剩余 。 这 就 证 明了 充分 性 。 

田 已 经 征明 的 这 两 部 分 结论 ， 立 即 失 出 定理 剩 下 的 结论 《为 
什么 ) .证 毕 。 

由 定理 2 立即 推出 两 个 有 用 的 结论 。 

推 沦 3 一 1 是 模 n 的 二 次 剩余 的 充 要 条 件 是 p==1 Cmod4) 
当 Pp 三 1 (mod 4) 时 ， 


(#(531)!) =- 1mod Pp). 《14) 


证 由 定理 2 知 ，- 1 是 模 p 的 二 次 剩余 的 充 要 条 件 是 
CC— DP (moed py. 
出 此 及 p=…2 推出 充 要 条 件 是 
(一 了 -944= 工 ， 

好 p 二 1Cmod 4)。 当 三 1(mod 4) 上 时， 出 式 513) 的 第 一 个 同 祭 关 
系 式 就 推 让 式 吕 力 城 立 

推论 4 设 素数 p>2，p+da，p+d， 那 么 。 

(Ci 苛 抽 ,ds 均 为 模 p 的 二 次 剩余 ， 则 和 办 也 是 模 p 的 二 
次 剩余 ; 

CiD 营 ao32a 均 为 贷 的 二 次 非 剩 余 , 则 4 cas 是 贷 P 的 二 次 
班 祭 : 

(GD 着 号 是 模 p 的 二 次 剩余，ds 是 异 疡 的 二 次 非 剩 余 ， 则 


全 护 论 3 就 是 第 三 享 $ 4 习题 网 的 第 6 过 及 第 4 题 (ii) 。 
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9 ds 是 模 p 的 二 次 非 剩余 。 
这 由 定理 2 及 
Cd dN P12 dP 1M oo dp- 
立即 推出 。 

定理 2 并 不 是 一 个 实用 的 判别 法 ， 因 为 对 具体 的 素数 当 
尾 不 大 大 时 ， 我 们 可 以 通过 直接 计算 式 (6) 的 下 面 的 式 和 子 来 直接 
确定 哪些 4 是 二 :次 剩余 ， 哪 些 是 二 次 非 璋 余 ， 这 了 比 验证 同 余 式 
(9) 观 简 单 。 当 p 较 大 时 ， 这 两 种 办 法 都 不 实用 。 另 外 一 个 问题 
是 给 定 了 4 ， 间 怎样 的 Pp 以 4 为 它 的 二 次 剩余 .例如 推论 3 就 解 
次 了 Ted= -1 这 -一 最 简单 的 情形 。 下 节 将 讨论 这 两 个 问题 。 

例 2 利用 定理 2 来 判断 : 

0i) 3 是 不 是 模 17 的 二 次 剩余 

(ii 了 是 不 是 模 29 的 二 次 匀 祭 。 

解 由 3 二 10C(mod 17)， 34 王 30 二 一 4(mod 17) ,3ss= 一 了 
《mod 17) 知 ，3 是 模 17 的 二 次 韭 剩 余 。 

由 7 二 一 gCmod 29)，7; 二 一 5Cmod 29)， 一 4(mod 29) > 
了 一 1Gmnod 292，74 一 1Cmod 29) 知 ， 7 是 模 29 的 二 次 剩余 。 

例 5 判断 下 列 同 全 方程 的 解数 ， | 
(Hy x2? 一 16Cmod 51)3 

《iii) x= 一 2Cmod 209)s (iy) x?= ~ 63(mod 187)。 

解 ” 由 推论 3 知 方程 CD 的 解数 为 2 。 同 余 方 程 ii) 等 价 于 方 
程 组 : x 二 1(mod 3),x* 二 -1Cmod 17)。 这 两 个 方程 解数 均 为 2。 
由 $4 定理 1 知 ， 问 余 方 程 (这 ) 的 解数 为 4。 辣 余 方 程 (ii》 等 价 
于 方程 组 x? 寺 一 2Cmod 11)，x’ 二 -2Cmod 19》, 由 便 I 的 家 知 ， 
这 两 个 方程 解数 均 为 2， 由 84 定理 1 知 ， 同 祭 方 程 (iii) 的 解数 
为 4 . 同 余 方程 (iy) 等 价 于 方程 组 x 二 3Cmod 11),x* 二 5(mod17)， 
由 例 1 的 表 知 ， 后 一 方程 无 解 ， 扩 以 原 方程 无 解 。 
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习 题 五 


1. =13,23,37,41 的 二 次 剩余 ， 二 次 非 剩 祭 。 

2 不 超过 100 的 素数 p 中 ， 2 是 哪些 民 p 的 二 次 剩余 ? 
-2 是 的 二 次 剩余 ? 

3。 利用 定理 2 判断 : 

Ci) -8 是 不 是 发 53 的 二 次 剩余 


CGii) 8 是 个 是 模 67 的 二 次 剩余 。 
4- 求 下 列 同 余 方 程 的 解数 ; 
Ci x - 2mod 67), (ii) x*=2Cmod 67)3 
一 2Cmod 37)3 Civ) x? (mod 37)3 
—1(mod 221); (yi X= -1mod 427); 
—2Cmod 209)s Cviii) x?e=2 (mod 391); 
dmod 45) (Xx) r=5(mod 539). 
5， 设 p 是 奇 素数 ，p 二 4。 证明: 存在 整数 uCuo=T， 
使 得 江 + ar? 二 0Cmod Pp) 的 充 要 条 件 是 一 4 是 模 p 的 二 次 出 余 、 
6. 谈 p 是 奇 素数 。 拒 1,2,…,p 一 1 分 为 两 个 集 合 SS 
请 是 以 下 条 件 : (i) Sa Sa 均 拦 空 集 ; (ii) 属于 同一 个 集合 中 的 
芝 数 想 科 之 积 必 和 5S1 中 的 某 个 数 同 余 丁 模 p ; tiiiy 属于 不 同 
集合 的 两 数 之 积 必 和 Sa 中 的 某 个 数 同 余 于 楼 z 。 证明，Si 由 I， 
2,"…,p 一 1 中 所 有 的 异 ?P 的 二 次 剩余 组 成 ，S; 由 其 中 的 所 有 简 # 
的 二 次 非 璋 余 组 成 ， 且 各 有 (Cp 一 1)/2 个 数 。 
7. 设 P 是 并 天数. 证明; 
Co 模 p 的 所 有 二 次 剩余 的 对 积 对 模 p 的 剩余 是 
Co +, 
《ii 模 的 所 有 二 次 非 磁 余 的 乘积 对 模 Pp 的 剩余 是 
《一 1 了 1 
Ciii》 模 p 的 所 有 二 次 和 测 余 之 和 对 模 p 的 剩余 是 ,1, 当 P=35 
0， 当 p>3} 
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Cr) 所 有 : 深 韭 利 余 之 和 对 模 p 的 刹 会 古 多 少 ? 
设 p 是 案 数 。(4,7)= (Pp)=1. 证 有 明 : 车? 二 a(mod 7n) 
=bCmod p) 沟 无 解 ， 则 a5(mod n) 有 解 。 

9. 设 (4a,m=1。 车 六 二 almod m) 有 解 则 称 a 是 模 m 的 
二 次 翻 会 - 证 明 : 

GQ》 当 m>2 村 ，a 是 模 癸 的 二 次 剩余 的 必要 条 件 是 44" 
一 Kog 7 条 件 充分 吗 ? 举例 说 明 。 

(i》 闪 a 是 模 n 的 二 次 剩余 ， 引 三 1Cmod m)， 则 6 起 是 和 
如 的 二 次 剩 会 ; 

Gi 利用 (in 证明 第 7 题 的 GD 和 人 iis 

(Ciy) 对 合 数 侥 如， 5 定理 1 成 立 吗 ?. 以 m= 12,15,22， 
25,28 为 例 ， 列 表 说 明 ， 


与 > 


这 


《Y) 对 合 数 重光 来 说 ， 山 个 二 该 全 
mm? 

GD 区 严 的 二 次 剩余 有 9Cm27T 个 ， 了 由 $ 4 习题 四 第 ?是 
给 汕 。 

10， 设 PP 是 奇 素数 三 1Cmod 4)。 迹 品 

(12CP 一 1 中 异 产 的 一 次 剩余 与 二 剩 会 的 个 数 


均 为 (p 一 1)/4 个 ; 

Ci 1,28, 了 一 1 中 有 (Pp 一 1)/4 个 偶数 为 榄 p 的 二 次 剩 侈 ， 
CD 个 奇效 为 伐 p 的 二 次 剩余 ; 

(Ci) 1,2,° 1 中 有 一 DD 入 个 代数 为 痰 Pp 的 二 次 韭 镜 
人 一 TD 个 区 P 的 二 次 括 莘 剑 ， 


(iv) 了 9 


剩余 之 神 徐 于 


np— D/As 
(7) 12 01 中 全 体 模 
POP 一 173。 
汪 丕 12, 呈 .5-1 中 人 金 体 撤 p 的 二 次 


剩余 之 和 
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S=ptn-D/a4-p 3 [S| 


per 
铂 此 推出 ， 当 pasICmoq 1) 几 ，、 
tn ja 网 _D 
?Di ED. 
pr 和 


以 P=3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37 来 具体 验证 
正确 性 。 

12. CD 证 时， 妾 0 过 1zj<172 有 时。 {2x} 一 {x}= {x}s 当 
1/2S& {x} {2x}— {x}= {x}- 1s 

(ii 设 T<1<(p-3)72，p 是 奇 素 数 。 利 用 


“i 2 1 天 
Do}-{s)), 
证 明 ， 疡 对 模 P 的 绝对 最 小 剩余 为 正 的 充 要 条 件 起 {7?/p}- 之 1/2， 
BE277/D 一 2727p= 0 产 对 模 的 绝对 景 小 剩余 为 负 的 充 变 条 
件 是 {fp} 王 1172 iops/p] -2[L72/p]= 1s 
《ii 在 1; 2. ,Cn- 1)72 中 入 关 的 二 次 非 利 余 个 数 等 二 


Pa 


far [2 
和 ) 
1 J 


np 


Gvy 当 p 二 1Cmod 4) 时 ， 


tp 28] 
Np- 


仑 的 正确 开 较 在 12 CPP- 1272 中 搞 吕 的 一 次 剩 祭 与 
非 剩 余 的 个 数 的 多 少 。 


13. 设 训 守 T (4am)= 


还 明 ， 二 元 一 次 同 余 方程 
0Cmod m) 


QAx+ 


一 定 有 一 组 解 x=xo,y= 6 福 足 0<lz | 之 Vm,0 之 1gol 宙 
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《提示 : 利用 篇 梨 原理 )， 

14, 把 上 题 的 结论 进 一 频 收 进 为 xe, 如 请 足 ,0<1xol 必 WV， 
0<|y| < 

15。 设 tm 半 1,(4,m) = 1。 再 设 正 整数 。 ,了 了 满足: “fmy 
e 六 1,f 守 ]。 证 明 ， 二 元 一 次 同 余 方 程 4x + ys“0Cmod mn) 一 定 有 
一 组 解 x= xo,y= yo， 庙 是 : 0<]jxo|<<e,0<|yl < 

16， 设 素数 Pp 三 1Cmod 8) ,证 明 : 必 右 奇 素数 4,0 一 
是 模 呈 的 二 次 非 剩 余 〈 坦 示 ， 任 取 一 个 筑 P 的 二 次 非 称 
说 二 元 一 次 同 余 方程 ax + ys 一 0Cmodzp))。 

17, p>2,《P,4) = 1,4 是 同 余 方 各 tw? +das0 (mod p》 
的 解 。 证明 ， 

Ci ar+y 二 0Cmod p) 的 任 一 组 解 x=%0,9=8r，- 一 害 丰 
dx2+32=0Cmodp) 的 一 组 解 ， 

(ii dx + 2 二 0 Cmod p) 的 任 -- 组 解 x=x0,y= Yo 一定 是 
ax+y 二 0Cmod Pp) 或 sx-Y=0(mod 功 的 一 纽 解 。 


6 Legendre 符 导 ，Gauss 一 次 五 反 律 
(人 人 全 


为 了 便于 讨论 ， 我 们 引进 一 个 表示 模 7 的 二 次 剩 会 、 二 次 在 
鳃 祭 的 符号 一 一 Legendre . : 
定义 1 设 素 数 p 二 2。 


1, 
-| 
0, 


我 们 把 (全 ) 称 为 是 米 p 的 Legendre 符号 。 


利用 引进 的 Legendre 符号 ， 上 节 的 定理 2 ,推论 4 可 表述 为 
J.egendre 符 号 的 性 质 。 
定理 1 Legendre 符号 有 以 下 性 质 ， 
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定义 整 变数 4 的 顷 数 


(DY 
Giy 人 一 zep-aa(mod p)s 
-DE 


Gv》 当 p44 时， ($)=» 


[sp] (二 = 1» (51)= Co 1}P- Ya, 

证 明 是 十 分 简单 的 ， 留 给 读者 。 

这 样 ， 确 定 4 是 否 是 模 的 二 次 到 全 就 变 为 去 计算 Legendre 

可 
符号 (4 ) 的 全 ， 定 理 1 的 性 质 可 以 用 米 计算 ( 全)， 并 由 算术 基本 
定理 知 ， 只 要 能 计算 出 
-1 2 4 
(5) (5). () 

就 可 以 计算 出 任意 的 ( 生 ), 这 里 9>2 是 小 于 的 素数 ， 解 决 这 些 
问题 的 基础 是 下 摧 的 Gauss 引 至。 

引 理 2 ” 设 素 数 p 盖 2，pTf 4， 再 设 1 


ty =7dmod P) ， OLj (1) 
以 表示 这 (p-1DV2 个 与 G 执 二 joy2 中 大 于 p12 的 与 的 个 


数 ， 那 么 ， 有 
(£2)= cD". 


证 对 任意 的 1 所 i <i<p/2， 


np/2, 


tj 土 ti 二 (fF 土 人 d 才 0Cmod p)， 
Ll 
号 去 士 trkKmod p)。 {2) 
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我 们 以 ma 表 纪 (jp/2) 中 所 有 大 于 P/2 的 数 ， 以 sa 
(S77 之 p/2) 中 所 有 小 于 p[2 的 数 。 显 然 家 
1<P -ri<p/2. 
由 式 人 2) 知 
S13FEP -7ri(mod p)， Ts 入 5，1<ai<n， 
六 起 ，si skp 一 mp-rr 这 (pp-J72 个 数 丛 好 就 是 1,2， 
;一 1)/2 的 一 个 排列 。 由 此 及 式 C1) 得 
eR (p11/2 oe dP 1 2st) brntip- 1 
S13 rr 
二 (一 DD "ssp* CP- CPP 一 rr 
= 一 (-1)*。1.2…(p-1)72cmodp)。 
进而 有 
dP (DD "mod p), 
由 此 及 定理 1 Gi)， 定 义 1 就 推出 所 要 结论 。 
由 引 理 2 就 可 推出 
定理 5 我 们 有 


(2)= por, 


证 利用 引 理 2 中 的 符号 ， 取 4=2。 容 易 看 出 。 


lty =27<p/2, 1&Ii<Pp/t, 
Pp/2<ty =21<p, Pp/4<Ii<p/2, 
由 第 二 式 知 


因而 有 


和 锦 此 及 引 理 2 就 得 到 
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土 1Cmod 8 ， 
一 土 2Cmod 8) . 


《37 


2 mf 
(cp 
这 就 是 所 要 证 咀 的 结论 . 式 (3? 表 叮当 内 仅 当 素 数 ps 二 lmod 8) 
陡 ，2 才 是 刍 p 的 二 次 剩余 。 
下 面 来 对 引 理 2 及 共 证 明 作 进一步 分 析 ， 利 用 符号 整数 部 分 
[x3， 式 (1 可 下 为 


dd | 
jd= pl 从 | + 1&7<p/2. 


两 边 对 j 求 和 得 


P12 全 D2 了 失当 3 1P -1 


i 
bes = en 
出 引 四 2 的 盾 明 知 “ 
(pelts 
jr +t tr 
Fer 


St tsk (HP—r) te Pra) -npr + trn) 


‘piv 
= Dy ji-npt2Gst er +ra). 
Fru 
由 以 上 两 式 答 
D2—] 
TB (d~-D=pT-n) +orte ra) (4) 


定理 4 这 可 Pp 六 2。 当 (4d,2p)= 二 1 时， 


(的 三 CDm C5) 
其 中 
了 = > [sls 《6) 
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以 及 定理 3 成 立 ， 
证 当 (d,2P)=1 时 ， 由 式 (4) 得 
TT-n=0Cmod 2) 。 
由 此 及 引 理 2 即 得 式 (4)。 当 4=2 了 时， 显然 有 T=0， 所 以 由 式 
《4) 得 


nt 1 Cmod 3)。 


由 此 及 引 理 2 就 推出 定理 3 《这 给 出 了 定理 3 的 又 一 证 明 )。 

当 芋 为 正 数 时 ， 定 理 4 中 的 荆 有 十 分 明确 几何 意义 。 工 表示 
直角 坐标 平面 中 由 * 轴 、 直 线 *=P/2 及 直线 y=dx/p 所 围 成 的 
三 角形 04B 内 部 的 整 点 个 数 © ( 见 图 1 )。 这 只 要 注意 间 : 在 线 


-一 一 
D PA2 王 


图 1 


段 4B 和 线段 0B8 上 均 无 整 点 (除了 原点 ), 后 省 是 因为 (p,d) = 1 
和 如果 4 也 是 奇 素数 ， 设 芝 一 4 去 p， 班 末 。 同样 有 


(2)=c— bs, (7》 
其 中 , 
s- 当 [多 . 


外 整 点 即 是 绕 标 均 为 整数 的 点 ， 参 在 第 一 剖 针 8 讽 1。 
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局 样 地 , 5 就 是 图 I 中 的 三 角形 OCB 内 局 的 台 点 个 数 (J 访 4 = 4)。 
这 样 -- 米 ，S + 人 就 是 所 形 0ABC 内 部 的 整 点 数 ， 所 以 有 


S+T=251.951, 8) 


pm 


定理 5 表明 : 两 个 奇 素数 pn,9， 只 要 有 一 个 数 二 1(mod 4)， 


-9 
当 且 仅 当 它们 都 是 全 + 3 形式 


(分 - (人 


由 Legendre 符号 定 义 匆 ，( 研 ) 和 (也 ) 分 别 刻画 了 二 次 癌 祭 方程 
卫 a 


Xx:=4(mod 为 ) 
和 


x2s=pftmaod 9) 


是 否 有 解 ， 即 4 是 否 是 横 的 二 次 剩余 和 ? 是 否 是 模 4 的 二 次 剩 
你 ， 这 里 正好 是 模 和 剩余 豆 换 了 位 置 。 定 理 5 就 是 刻 硬 了 这 两 者 
之 间 的 贡 系 ， 所 以 称 为 二 次 互 反 律 。 二 次 互 反 律 是 初等 数论 中 屋 
重要 的 基本 定理 之 一 。 它 不 仅 可 用 来 计 算 Legendre 符号 (结合 
定理 1 和 3)， 询 且 它 有 重要 的 理论 价值 ， 下 面 来 举 几 个 例子 。 
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解 ”227 是 素数 ， 由 定理 1 得 
细 )- (天 人 -二 0) 区 
CD 人 2 二 二 ) 


由 定理 3 得 
(二) 上 


由 定理 5， 定理 1 及 定 者 3 得 
(3)- (Cs )-(3)- 一 上 


1371 .。 
2277 
这 雪 朋 同 祭 方 程 x 一 137Cmod 227) 无 解 。 
他 2 j 断 间 余 产 攻 
Ci sx 一 一 1Cmod365)5 (ii) xz==2Kmoa3599》 
大 天 有 有 和解 ， 在 解 计 i 
解 0) 365 不 
程 组 


由 以 上 三 式 得 


一 了 


数 ，365= 5"73。 所 以 阿 余 方 程 和 间 余 方 


x?a=— 1(med 5), x:= 一 Imod73) 
等 价 。 由 定理 1《W) 知 
-T_T 
(3)- C3) 
所 以 ， 同 余 方 程 组 有 解 。 由 4 定 埋 1 及 5 定理 1 知 ， 原 同 余 方 
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程 有 解 ， 解 数 为 4 。 
Gi》 3599 不 是 素数 ，3599 = 59.61。 辣 余 方 程 等 价 于 同 余 方 


程 组 
X=2Cmo0d 59), xi=2(mod 61), 


由 定理 3 知 (区 ) = - 1， 所 以 无 解 . 
例 5 了 求 所 有 奇 演 数 p ， 它 以 3 为 其 二 次 删 余 。 
解 ” 这 就 臣 要 求 所 有 奇 素数 使 (3.) = 1。 由 定理 5 知 


3 ，_ -ayvafP 
(5) Dr). 
显 见 ，P 是 大 于 3 的 奇 素数 。 由 
1, p=1(mod 4)， 
-1, P= -1(mod4) 


《一 TI? =-{ 


(33)=1, P=1(mod 6), 
(有 -| 


知 ，( 写 )= 1 的 充 要 条 件 足 
P=lmod 4), P=1(mod 6)3 (10) 
或 
Pa: ~ 1(mod 4), p= -1mod6), (11) 

由 辣 余 方程 组 (10) 知 ,pp 一 1Cmod 12? ,用 (11) 知 , p 一 一 1(mod12)。 
内 此 ，3 是 模 P 的 二 次 测 余 的 充 要 条 和 件 是 -= 上 ImodJ23)。 由 屿 
推出 3 是 模 p 的 并 次 韭 唱 余 的 充 要 条 件 是 pn 二 +5Cmod 12)》 《为 
什么 >。 

对 3 这样 小 的 数 仍 然 可 以 直接 用 引 理 2， 如 同 定理 3 那样 来 
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解 例 3 . 利用 引 理 2 的 符号 ， 了 到 = 3。 我 们 有 
lt = 31<pA2， 1&1<p/6, 
Pp/2<ij = BP, PS6<1 <P/3， 
Pi; = 373p/2, P/SLILP/2, 

从 最 后 一 式 得 
0<b -pp<p/2，P/3<J<p/2 


注意 到 73， 从 以 上 讨论 知 
n=[p/3] ~[p/6]. 


因此 ， 
[~ [坚守 =w， Gk +1, 
n= 
Ey [时 4 =k, p=6k—1 
所 以 有 


但 )- { P 尘 二 1C(meod 12)， 

-1, p=+5Cmod 12), 
这 得 到 了 和 上面 同 样 的 结果 。 但 对 天 的 数 用 二 次 互 反 律 来 做 比较 
方便 ， 不 易 出 错 。 

例 4 求 以 11 为 其 二 次 剩余 的 所 在 奇 素 数 p 。 

解 出 定理 5 知 


的 -ore 人 ) 


由 真 接 计 算 知 . 

人 )- [5 p=1, -2,3,4,5Cmod 11), 

11 -1, p= -1,2;,—3,-4,—5(mod 11), 
1, P=1Cmod 4), 


Co PI =-{ 
一 1， P=-1Cmod4). 


解 同 余 方 程 组 
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[ee 了 
=a(mod 11) 


可 得 《 留 给 读者 ); 
x== -11a+ 124(mod 44), 


综合 以 上 讨论 知 ，( 基 )= 1 当 且 仅 站 


7 尘土 ]; 土 5, + 7, 土 9, + 19C(mod 44)， 《12) 
所 以 当 p 为 以 上 形式 的 素数 时 ，11 为 其 一 次 剩余 。 进 而 推出 当 
了 证 为 以 下 形式 的 素数 时 ，( 卫 ) = -1， 印 1 为 模 » 的 二 次 非 科 
余 : 
PP 二 土 3, 午 21, 土 13, 二 15, 土 17(mod 44)。 138) 
例 5 证 明 , 若 (全 )= -1， 则 7 一定 不 能 表 为 避 -dy* 的 形 
式 。 


证 用 反 还 法 。 若 7 了 = 侣 -dy?， 风 Pp 是 素数 ， 故 必 有 (Pp,x》 
= (p,y)= 1。 内 而 由 定 理 1 推出 


-CD 人) 


饿 质 ， 这样， 由 例 3 知 ， 当 pn 二 土 5(Cmod 12) 时 汪 定 不 能 表 为 x? 一 
33? 的 形式 。 由 例 3 可 得 
,~ Smod 12), 


(汉人 


因此 ， 当 pp 一 1,5Cmod 12) 时 - … 定 不 能 表 为 3y* 的 形式 。 进 
后 推出 ， 当 pP 一 5(mod 12) 时 一 定 不 能 下 为 <*+ 3y? 的 形式 

例 6 证 明 ， 有 无 穷 多 个 素数 p==1(mod 4)。 

证 假设 这 样 的 嵌 数 只 有 有 限 个 ,， 设 为 pr,",Pk。 考虑 
《2pi Pk)* +1= 了 。 由 假设 及 了 二 1(mod 4) 知 ,PP 不 是 素数 . 设 p 
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C14) 


是 己 的 素 因数 ， p 当然 是 奇数 ， 所 以 一 1 是 便 7 的 二 次 剩余 ， 毁 
(5)=r. 贞 定 理 1 知 p 二 1Cmod 4), 但 显然 有 pp jj<k)， 
这 和 假设 矛盾 。 证 毕 。 
例 7 证 明 ， x+1 的 奇 素 因 数 7 二 1Cmod 8y》。 进 而 推出 有 无 
穷 多 个 素数 p==1Cmoa 8). 
证 设 p 是 xt+1 的 奇 崇 因数 ， 昌 
(xz2=xY4 1mod p), 


因而 有 (与 直 = 1。 由 定理 1 知 p=1Cmod 人。 而 另 一 方面 


+L= Cx +I 一 2 
所 以 有 
(x2 +1)*=2r:Cmod Pp) 


由 于 Cp,2x》= 1， 所 以 有 《利用 定理 1》 


-DH 


岂 此 从 定理 3 推进 Pp 寺 土 1Cmod 8)。 因 而 必 有 二 1CQmod 8) 。 
让 而 来 证 明 第 二 个 结论 。 阁 这 样 的 素数 只 有 有 限 个 ， 设 为 


Pro "es Pi 各 己 = (2pipr) +1。 由 但 设 及 了 一 15maod 8) 知 太 
不 是 素数 。 设 z 是 了 的 素 周 数 ， 当 然 了 在 奇数 。 由 电话 的 结论 知 
p 志 1(mod 8?， 但 ppispk。 这 各 假设 了 矛盾。 

例 8 设 p 是 素数 ，?=3Cmod 4)。 证明: 2 的 充 


27==1Kmod 2p + 1). C15) 

证 必要 性 逢 4= 20+1 是 索 数 ,由 条 件 知 9= - imod 8)。 
周 而 击 定 于 3 知 (全 ) = 1， 巾 此 及 定理 1 Gii 得 
1=2%Y? =27 (mod 2p + 1)。 
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元 分 性 “着 式 (15) 成 立 。 由 于 P 是 素数 ， 所 以 出 第 一 覃 有 3 
例 5 多 [，P 是 满足 


2a-=1(mod 2p + 1) 
的 最 小 正 幕 数 8， 进击 出 第 三 准 $3 定 再 3 知 plg(2p+1)。 因 此 
必 有 甸 (2p+1= 或 25。 由 于 21g(m)(h 之 2)， 夺 以 $C22+ 4》= 
2p， 这 就 证 明了 2p+ 1 是 索 数 《为 什么 )。 

Legendre 狼 号 (二 ) 的 计算 需要 求 出 4 的 素 因 数 分 解 式 后 才能 
利用 Gauss 二 次 于 反 律 ， 这 当 4 较 大 时 有 时 是 不 方便 的 。 为 了 克 
服 这 一 缺点 引 赤 了 Jacobi 符号 。 这 是 予 一 旧 的 内 容 

习 题 六 
I， 计算 下列 Legendrc 符号 : 


(5 OE ):{ ),(57); (5 者) 3) 
32) 


《mod 511); 
—1iCmod 6193). 


剩 4 


次 和 镜 余 、 一 一 3 为 二 允 非 剩余 的 企 体 素 数 ， 

= 测 余 、 3 为 二 次 利 余 的 全 体 素数 ， 
10023 一 3 《1542+3 的 数 分 解 式 。 
4. 求 以 33 :剩余 ， 2 为 二 次 铀 企 的 全 体 素数 《〈 即 以 
3 为 正 的 最 小 二 次 非 剩余 的 全 体 素数 >。 


5 求 GD 〔 互 )= 前 全 休 素 玫 pi Gi) 《- 蕊 ) = 1 的 全 体 素 
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数 P; Ci》 121*++5,82? +5.11?,273: 圭 5-11? 的 崇 因 数 分 解 式 ， 

《ivy) x 三 25(m0d 1013) 是 否 可 解 。 

6 求 (1) (对)= 1 的 全 体 素数 P，( (了 9)= 1 的 全 体 夫 

万 p 

数 p。 

7. (iD 求 使 x 二 13Cmod p) 有 解 的 爹 体 素数 ps 

《ii) 证明: 六 一 ?+I 的 素 因 数 二 ICmod 12)。 

3. 证 明 下 列 形 式 的 素数 均 有 无 穷 多 个 :， (iD 8 一 1,8k +3， 
Bk 一 3; Cii) 3k + 1,6K+1,12k+7,12k+1 Cii) 十 进位 表示 
的 未 位 数 为 9 。 

9， 设 素数 p= 4m+l:dlm。 证 明 ， (4)=1, 

10. 设 素 数 p>2，。 

Ci) 证 明 , 邮 余 方程 (x 一 Cx -bx2- ab)ss0(mod Pp) 总 有 
解 ， 其 中 se, 为 任意 整数 ; 

《ii 证明: x 一 11x*+36r? 36 二 0Cmod py 总 有 解 。 

11. 设 素数 p 汪 >2。 证 明 ; 4《mod p) 有 解 的 充 要 条 件 是 

pl(mod 4). 

12. 证 明 ，(i) 对 任意 素数 p ，x* 二 16(mod p) 必 有 解 ， 

(Cii) 当 13 时 ，x?' 一 9:1!1(med p) 总 有 解 。 

13。 0G) 设 2+ ?次 素数 pla"- I。 证 明 : (全 )= 1 

《ii 设 素数 p>2， 证 明 27- 1 的 素 因数 二 土 ILCmod 8)， 

14.《i) 不 用 计算 ,证 明 : 23120 -1,47122 一 1,50312251 一 1 

《ii) 洲 有 无 穷 多 个 素数 P= 4n+3， 使 2 + 1 也 是 素数 ， 则 有 
无 穷 多 个 Mersenne 数 《 即 形 如 2 ~ 1,4 为 素数 ) 是 合 数 。 

15. 设 74=4?+1。 证 明 ，4 是 索 数 的 完 要 答 件 是 

sarava mod 9), 


16. 证 明 :Ci) 当 素数 p- 4m+3:( 全) = 工时。x= 上 an 于 
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3almod p) 的 解 ， 

Ci) 当 pP=8m+5, {°)= 了 时，xo= 土 23mt1amr (am 
em*1) 是 x? 一 a(mod p) 的 解 ; 

站 

di) 当 p=srDi( 全 )= 1 时 ， 车 已 知 b 使 (了 ) = -4， 能 束 
出 xs=aCmod P) 的 解 吗 ? 

17，(i) 对 p=11,17,19,29，4=2,9,5;7,13， 具 体 算出 $6 
引 理 2 中 的 n 。 并 与 35 例 1 核对 结果 是 否 相符 。 

《ii》 直 接 利 用 8 63[ 理 2 证 明 : 设 素数 Pp 之 5, 


La 


(3)= DP/SI-tP/ Olt2p/sI tap/ 0 


18. 设 素 数 pb>2,ptd。 再 设 Pp/2<1<SP 一 I 
sj 三 Jd(mod p), 0<sy<p。 
以 nn 下 这 (p -1D/2 个 536p/2<jEP 一 TD 中 小 于 PA/2 的 5; 的 个 数 ，、 
证 明 : (全 ) -一 DD 及 n=， 由 $6 引 | 理 2 给 出， 


19. 设 素 数 pD>2,p 十 4。 再 设 1 坊 1p/2， 
uj={2j ~ 1)d(modp)， 0<us<p, 


是 这 (Pp 一 1)/2 个 4 中 为 侦 数 的 4 的 全 数 ， 证 明 : 
4 = Rn 
(2)=. Dr". 
20， 设 素数 p>2,p 4 再 设 1 所 jp/2， 


vj=2tCmod p), OVP, 
是 这 (Pp 一 1)/2 个 vj 中 为 厅 数 的 v 的 个 数 。 证 明 : 


(2)= CD mm, 


其 中 属 田 第 19 题 给 出 。 
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21. 对 第 1z 题 给 出 的 和 4 ， 具 体 算出 第 18 一 20 题 中 的， 
npn1， 并 与 §5 例 1 核对 结果 是 否 相 符 。 

22， 分别 直接 刊 用 第 18,19,20 题 米 求 (了) 儿 即 6 定理 3)， 

3 : 

(3) ( 即 6 酌 3)。 

28. 设 p,4 及 am 由 第 18 题 给 出 ，2+4。 证明: 

n 人 == >; me 2)。 
psp 
24. 设 Psd,m 由 第 19 题 给 出 ，2+ 4 证明， 


m= 六 [2 二 地 | cmoa2). 


1 了 Pr2 


25. 设 pydmi 由 第 20 题 给 出 ，2 + da。 证明， 


1 2741 d 
ws >») 蝶 jcmod 2)。 
< 了 /2 


26. 分 别 均 后 用 8 6 定理 4， 第 23,24,25 题 ， 对 第 17 题 的 p,4 
Cd 坟 2 具体 算出 相应 的 和 式 及 (全 )。 并 与 $5 例 1 核对 结果 是 否 和 
竹 ， 

27。 设 娄 数 了 三 3Cmod 4)。 设 1,2,…,p 一 1 中 的 二 次 剩余 为 
个 歼 的 数 的 个 数 记 为 RY 证 胡 ， 


N,, 
Re 
Cn /2 Ni, op 


其 中 心 ; 由 5 习题 点 第 12 题 ii 给 出 。 
28， 设 素数 p 王 3Cmod 4)，Ri 是 1,2, 呈 《Pp 一 1)/2 中 入 Pp 的 
二 次 剩余 的 个 数 。 证明 ， 


全》 人 一 


(一 1)P1+D-sX4 (mod pp 
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Cii) 1°3°" CP—2) 
Ciiiy Ctp— 1)/2)1 


— Dm: Cmod py, 
C- Dn" (mod PY, 
29， 说 明 ， 为 了 计算 Legendze 符 苇 ， 可 以 性 锡 利 用 ( ) 的 
计算 公式 。 
30。 设 a 交 是 整数 ， 呈 >1。 证 明 : 《iD 局 + 
Cii) br- +da + 让 《iii》 26 二 号 十 和 一 
(iv 357 4 全 二 2 
31L， 利 用 第 19 题 ， 按 站 
9 对 数 
《PP 一 172，1 < 天 < 
9 时 所 定 多 的， 以 向 表 第 19 
自明: 
(i) 在 这 (Pp 一 1)/2: (9 一 1)/2 个 不 等 杆 稚 的 亿 
且 的 有 + 况 个 满足 — 9<L(,k) 
(ii)》 洲 -9LO,KR) 过 Dp， 则 
TPF DDI C92 
满足 G : 


黄 王 


2 + 13 


证 Dp,9 雹 为 
- C2- TR, 
权 DD=P,d = 


Ls》 中 有 


Cn- /2 C9 19/2 的 闸 pi 本 3 辣 。 
32， 设 妹 数 P23, 14 评 呈 (2 人 =0。 


33， 设 素数 7733,n174。 迹 其 


DE) ED 
T=1 PJ 


和 
34. 设 素数 1223,p74， 以 用 Fe 全 下 


4ac。 


Ki》 苦 p 了 AN: 则 他， 
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加 FON 7 
(ii 车 plA， 由 之 ( 2)= -ve). 


35. 证 明 。 对 任意 素数 p ， 必 有 整数 s,5,2 ,4 使 得 : 
ret lex tar+t+d) (r+ ex+d) (mod p), 


$7 Jacobi 符 号 


定义 ] 设 有 有 数 P>1,P= ppeypiLsfs<s) 是 素数 。 定 义 
(人 人) 
这 里 (号 JI<<Fess) 是 术 py 的 Legendre 符 号 .我 们 把 ( 乞 ) 称 为 
i 


是 Jacobi 符号 。 
显 见 , 当 卫 本身 是 琳 案 数 时 ,Jacobi 符号 就 是 Legondre 符号 。 
让 定义 和 Legendre 符号 的 基本 性 质 立 即 推出 《证 明 留 给 读者 》: 
定理 1 Jacobi 符号 有 了 以 下 性 质 ， 


GD (也 )- 1 当 (4,P>1 时 ，( 串 )- 0 当 (4P2 = 时， 
( 允 ) 取 寺 + 了 

oy (有 =) 

on 的- 的 

oo (2 

cv) PD 6)- (£1L 


为 证 明 进 - - 步 性 质 需要 下 面 的 引 埋 * 
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引 理 2 设 41 二 1Cmod m0) (1 所 1 坟 s)，4 = aa…ar， 我 们 有 


Ell Tl 
mn 十 十 Camog ry), 


证 是 然 上 只 要 证 *= 2 的 情形 。 我 们 有 
a-1=ma -l= -D+ -1 + 1 (a 1), 
直 4j 反 1Cmod mm) 知 4 二 1(mod m)， 所 以 


a ml a1, (0 -14 1) 
mm mh m 二 


LCmod my 
元 
证 毕 。 

定理 5 我 们 有 


(BF) De ， (1) 
( -Doom (2 


证 设 已 =Ppe，Pi 是 奇 素数 .由 定义 及 $6 定理 1Cv) 知 


(3 GDFD= pre, 


在 引 理 2 中 到 m=2,43=P4C1SIEs)， 就 得 到 


Sl g++ ?Tonod 27。 {3) 


由 以 上 两 式 即 得 式 (1)。 由 定义 和 8 6 定理 3 得 
2 2 2 2 /Ets 18 
(2)- (2)(2) -Deri ne, 

由 于 Pj 是 奇数 ， 所 以 P3 二 ICmod 8). 在 引 理 2 中 取 闫 =8 
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对 Jacopi 符号 有 雇 下 抱 熙 反刍 成 亨 ， 
定理 4 设 亲 名 PP 守 1， 琳 小 Q 之 1,(P,@) = 1。 我 们 有 


证 设 忆 =pepnsQ=qgar pi9i 均 为 奇 素 数 。 用 定义 ， 


定理 1 及 $6 站 得 


C9)-110)- 0 
-六 人 人 pope 


fi 


了 


-LG {TT TI per 2 


六 Ti 
=( 习 Tc- De a, 
bn 
类 似 于 式 (3) 可 得 


0-1 4 
2 


gr 一 1cmod2)， 


由 以 上 网民 得 
(2)= (PTI DP 2s 


=( De Sj a 


fe1 
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1 


= (€ = 1 2 C012 


最 后 一 步 用 了 式 (3)。 注 意 到 (Q, 户 = Imy(§)= +1， 用 此 就 扒 
出 所 坚 结 论 。 

明 的 这 些 性 质 表 明 : 为 了 计算 Jaeobi 符 号 《当然 包括 
Legendre 符 续 作为 它 的 特殊 情形 >， 我 们 并 不 需要 求 素 寺 数 分 钙 
式 ， 例 如 ，105 虽 然 不 是 奇 素数 ， 当 我 们 变 计算 Legenare 符 


105 


45) 时 ， 王 以 先 把 它 看 作 大 JacoDi 符号 来 计算 ， 由 定理 4 得 


103Y_ fF317Y_ 2 

)-( 千 )-( 吉 )-， 
后 两 步 用 到 了 定理 16G9D 及 式 (2?， 这 也 就 是 它 作为 Legendre 符号 
的 伟 。 央 此 ， 引 进 Jacobi 符号 后 ， 对 计算 Legendre 符 续 是 
方便 的 。 但 应 该 强调 指出 ，Jacobi 符号 与 Legendre 符 写 的 本 活着 
别 是 ， Jacobi 符号 (二 )= | 绝 不 表示 一 次 同 余 方 程 


2 一 人 Kmod PY 


一 定 有 解 . 例如 ， 奇 类 数 P 三 ~1lGnod4)， 上 坡 P= 户 时 总 有 
(F)=( 二 -二 但 


无 解 ， 当 然 


x = — I(mod py 


x — 1(mod 为 ?7 
也 无 解 。 再 比 恕 Jacobi 符号 


(sis8)= + 


但 由 36 例 2{i) 知 ， 同 余 方程 
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w=2 mod 8599) 


无 解 。 咎 于 这 种 差别 ， 所 以 对 Jacobi 符号 ，$ 6 的 定理 14GiD， 
理 2 太 定理 4 都 不 成 立 。 
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习题 七 
1. 利用 Jacobi 符号 性 质 计算 ; 
> 51 加 一 35 四 3133 di 165 
6) 1), 65 (3), a (We), Gv> GE). 


2. 设 4,5 是 不 整数 ，21+5。 证 明 对 Jacopi 符号 有 公式 : 
a = 
(CE 


3. 设 a,b,c 正 整数 ，(4,5)=1, 21b 及 上 <4as。 证 明 对 
Jacobi 符号 有 公式 ， 
a fa 
(z5.2)-(2)- 


4. 整数 e 是 每 个 内 数 的 二 次 剩余 的 充 要 条 件 是 a= 名，( 做 
本 题 时 假定 以 下 结论 成 立 ， 设 mm 六 1, (erD = 于 则 必 有 素数 ?二 
d(mod m)}.。 


[ ($), a—0,1Cmod 4); 


一 (2) 4=2,3 (mad 4) 。 


8 8 ” 模 为 素数 的 高 次 同 余力 程 


设 p 是 喜 数 ，T0， 
fx) = Qnxn 十 we 十 人 oo 1) 


本 节 要 计 论 同 余 方 程 吕 


B 为 方便 想见， = 0 时， 把 46 守 0Cmod 8) 也 看 作 其 同 余 方程 当 村 os， 它 
不 成 闵 ， 看 作 无 解 ; 当 7|4o 时 ， 它 成 立 ， 玫 放 退 数 为 p。 
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f=0 mod py C2) 
锡 次 数 和 解数 的 关系 ， 以 及 模 p 的 同 祭 方 程 一 定 可 化 为 次 数 “Pp 
的 同 会 方 径 。 杰 节 所 用 的 上 要 工具 是 整 系数 多 项 式 的 除法 ， 及 
Fermat 小 定理 (第 三 台 8 3 式 (14))， 即 模 了 的 Pp 次 问 余 方程 
x? —- x=0 (mod p) (3) 
药 解 数 为 p ， 也 就 是 说 上 < 取 任 意 整 数 时 式 43) 总 成 立 - 
定理 1 设 了 4w。 车 7 次 同 余 方 程 (2) 有 Kk 个 不 向 的 解 


X01 "so Cmod p), 4) 
那么 ，.~ 定 存在 叭 一 的 一 对 整 系数 多 项 式 gkkx) 与 rs (x)， 使 得 
Ce) = oe (COR Rt) thr (TY, (5) 


TECX) 的 次 数 达 ,gsx) 的 次 数 为 9 一 之 0， 且 gx (x) 的 首 项 系数 
是 en。 

证 唯一 性 车 还 有 这 样 的 8 Cx)，rxtx?， 使 得 

f(x) = (xe ORI TCX) tPF CX 

则 有 

x -oD lr ee) (Gr — FEC = pFLCXY 一 rKECx) 7。 
若 gk (xX) (xX)， 则 万 边 是 次 数 汪 kK 的 多 项 式 ， 而 右边 的 次 数 
< 一 5， 所 以 不 可 能 . 知 gx Co = 了 Co09， 则 出 上 式 扒 出 亚 Go = 
rz) 。 这 就 证 明了 瞧 一 性 (事实 下 ， 以 后 用 不 到 唯一 性 )。 

痉 在 性 ”对 # 用 归纳 法 。 当 开 = 1 时 ， 由 p44 知 必 有 7 之 1( 寡 
看 上 页 注 DD)。 作 多 项 式 除 法 可 得 

fx) = x0) 9 +Say 
为 一 副 数 ，91C7) 的 次 数 为 n - 1， 首 项 系数 为 ss。 在 上 式 中 取 
x= ol， 和 由 f (cD)=:0Cmed Pp) 即 得 p1s4，s1= Pe71。 这 样 ， 取 抽 (Y》 
及 mx) = 就 满足 式 (5) CK= 1)。 假设 = 1( 尖 DD 时 结论 成 立 ， 即 
存在 次 数 二! 的 多 项 式 ri (x)， 及 次 数 为 - /2>0、 首 需 系数 为 av 
的 多 项 式 gs Co， 使 得 
7 = Cx CD mx Og tt Her Cr) 《63 
当 k=14+ 3 时， 次 先 由 归纳 假设 知 必 有 式 46? 成 立 。 人 在 式 人 6) 中 取 
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xc=eossi 用 Fe D=0fmod 门 及 (el-o0 《or 一 en) 沪 
0Cmod p)， 众 式 (6 推 市 :=eiicmodap) 是 同 余 方 程 
MC) 0Cmod py (7) 
的 解 。 山 此 及 p + en。， 挫 册 gr 的 次 数 - fz1。 这 样 ， 对 辐 余 
方程 (7) 利 站 kK = 1 的 结 沦 得 
G1 = rer kx) + Debi, 
这 里 h(x 的 并 Cn 一 上 一 10、 共 项 系数 为 4,， 训 为 -一 整数 。 
把 上 式 代 入 式 (6) 用 得 
CD DC er) Cx) 

TEC ON) tr Cx), 

10) = hx), Ti =ti(r edDm x or) +ri《7) 就 证 


下 可 加 品 ( ( 见 岂可 其 作 第 1 题 )。 定 理 1 已 经 证 且 
定理 2 设 P+ar。 那么 ，7 深 辐 余 方程 (2 的 解数 
min(n, p). 
证 解数 过 p 丰 显然 的 。 无 解 ( 印 解数 为 0 时 结论 当然 成 立 。 
梁 解 ] 了 时 ， 册 定理 1 知 存在 94 (Xx)，?k《X) 使 式 (5) 成 立 外 
9x( 中 的 存在 性 及 其 次 数 2 -Kk 主 0 就 推出 En。 壕 毕 ， 

定理 2 通常 称 为 Lagrange 定 理 。 我们 了 世 可 以 不 利用 定理 1 
而 直接 证 明定 理 2. 

定理 2 的 直接 证 绷 ”对 次 数 ” 用 时 纳 站 。 昆 然 具 要 证 大 sm 
当 ? = 0 时 ，f CX = Qo， Pq， 由 约定 ( 见 第 218 页 注 人 DD) 知 同 祭 方 
本 (2 无 解 , 所 以 对 于 = 起 六 的 成立 。 少 于 = 
时 。 攻 结论 不 成 立 ， 央 局 售 方 址 (2) C= 141,P 十 84, 由 东 少 有 
1+2 个 解 ， 设 为 


x 0 02 2 Cod p) 《8) 


凶 项 心 


FY FY ai ol) Ft ta x oe) 
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一 Ce 《92 
显 见 ， Ac 是 上 次 吉 硕 式 且 pa 1， 所 以 
h(x) :OKmodq ny (10) 
是 ! 次 同 余 方程 。 但 由 假定 (8) 及 式 (9) 知 ， 上 次 问 念 妆 往 5107 至 
少 有 ! + 1 个 解 
EE 
这 和 归纳 假设 广 盾 。 证 毕 。 
定理 2 的 一 个 直接 排 论 是 
推论 若 同 余 全 
证 ”用 反 证 甘 。 背 结论 不 成 立 ， 
pla， dj<n，pP1 as， 这样， 问 祭 方 各 中 站 你 方程 
daxd te +e20Cmnod p) 
的 解数 相间 。 介 由 定理 2 知 ， 它 的 解数 二 4 二 #4， 了 矛盾. 证 毕 . 
定理 1 和 2 中 的 条 件 P1an 是 十 分 下 要 和 的， 不 然 定 理 1 和 定 
理 2 都 不 成 立 。 例 如，f C(x) =Px，Px 三 0 (mod 至 少 有 两 个 和解 
x 三 0,1Cmod p)， 所 以 定理 2 不成立， 也 不 可 能 存 件 9a(X) 卜 7a》 
《次 数 三 上 使 得 


PX=X(x— 179aCxr) theralx). 

所 以 定理 1 也 不 成 立 。 定理 了 和 定理 2 中 的 条 件 p+fan 改 为 
pT Care ;结论 也 成 立 ,这 时 定理 1 中 的 gi (x) 也 
处 能 整 y(n) 的 系数 的 最 大 公约 数 ( 详 细 证 明 贸 二 
指出 ， 从 定理 2( 它 可 以 交接 证 叫 ?) 也 可 推出 定理 1， 
定理 是 等 价 的 ， 下 面 来 给 出 这 样 的 证 叫 . 

由 定理 2 推出 定理 1 的 证 明 由 定理 2 知 ， 必 有 天 sm 所 地 
可 作 多 项 式 除法 ， 得 到 

f= ee tr Cn) GN) t+ HCXY, 
其 中 9(x) 的 次 数 为 9 一 Kas0, 首 项 系数 为 4a ,以太 s(xX) 的 次 数 二 大。 
由 此 及 条 件 知 ， 回 从 方程 
SA 一 0Cmod pY 
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至 少 在 由 式 5 人 给 出 


的 K 个 解 。 因 而 由 推论 3 (这 是 由 定 理 2 推 出 
所 以 sGCr = prr《x)。 这 就 证 明 
的 相同 。 证 毕 。 
!12) 还 村 立即 推出 : 
推论 4 设 p 寺 ar。 那么，? 次 同 余 方 程 (2? 恰 有 个 解 ( 子 解 
数 为 n》 


x=c1y on Cmod p) C11) 
的 充 要 条 件 是 存在 对 希 ? 棒 内 不 同 的 ccas…，cu 使 得 
fry =argr 一 er 一 en)+PDorCx)s 《12) 


共 中 7 () 是 光 数 “<n 的 整 系 数 多 项 式 。 
证 明 贸 给 读者 ,特别 地 ， 在 推论 4 中 取 f(x)=x?"!-1， 由 
Fermat 小 定理 知 ，P 一 1 次 辣 余 方程 
XP 1 -j=0(mod p) 


恰 有 一 1 个 解 
xael1,2,"" ,Pp— 1(mod Pp). 
而 由 推论 4 得 
“xP 1 Cre p+1) tp ?CX (13) 
取 x=P 由 式 (13) 即 得 


(p- D1 二 -1(mod p)., 
这 就 给 出 了 鸡 ilson 定 理 ( 第 三 章 8 4 定理 1) 的 又 一 个 证 明 。 
下 面 来 证 明 ”次 同 你 方程 险 有 ? 个 解 的 判别 法 。 
定理 5 设 44 = 1。 那 么 ， 叶 次 同 余 方程 (2) 的 解数 等 于 的 
充 要 条 件 是 
NP X= FI) + Per ， 《147 
其 中 ?Co ,rC*) 是 整 系数 多 项 式 ， 且 r(x) 的 次 数 二 7n。 
证 六 和 妥 性 显 见 m% 寺 Pp。 所 以 作 多 项 式 除法 可 得 ， 
XP X= fx a) + sr) 
s(x 的 次 数 二 n。 由 此 及 Fermat 小 定理 知 ， 同 余 方 程 (2) 的 解 都 是 
司祭 方程 


s(x)=0(mod p) 
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的 解 ， 因 而 由 推论 3 推出 sCo) 的 系数 都 是 哺 的 倍数 ， 这 就 证 明了 
充分 性 “这 时 必 有 1 雪 P 为 什么 )，7Cx) 是 于 次 多 项 式 ，909 
是 一 ?次 多 项 式 。 由 式 C14) 及 FEermat 小 定理 知 ， 同 你 方 怪 
fx) qx) =0 Cmod p) 
的 解数 为 p， 设 辣 余 认 程 
f=0(modp) 
的 解数 为 k， 同 余 方 程 
4 -0mod p) 
的 解数 为 h。 因 此 有 PEK +h。 但 另 - -方面 由 定理 23 知 ，K 委 rm 
hp 一 n， 所 以 Ek +h=PpP。 由 此 就 推出 k= na。 证 毕 。 
下 面 来 举 几 个 应 用 定理 5 的 例子 
例 1 判断 同 余 方 程 2xs +5x?+6x +11 寺 0Cmod 7) 是 否 有 三 个 
解 。 
这 里 首 项 系数 为 2， 先 作 伯 党 空 形 ， 可 各! 原 方 程 与 
4(2xz + HX + x +1) = x + 3=0(mod7) 
的 解 相同 。 作 多 项 式 除法 可 得 
x x (xza-x2+3x-3)(zs+xz 一 2x 一 2) 基 + 一 1)。 
所 以 ， 原 问 余 方程 的 解 效 为 3 。 
例 2 设 素数 p 一 2，p+4d， 求 二 次 同 余 方程 
了 2 一 40Cmod p) C15) 
的 解数 为 2 的 充 要 条 件 。 
解 ”由 于 
xp xP dP dP 
= Cx dq Cx) + aD EX 1, 
所 以 由 定理 5 知 ， 解 数 为 2 的 充 归 条 件 是 
EP 1 tmod p). C16) 
出 于 p>2， 所 以 同 余 方程 (15) 划 本 无 和 能， 要 来 有 解 旦 解 葡 必 为 
2 。 所 以 ，(16) 也 是 以 杷 有 解 的 充 炎 条 件 ， 这 就 给 山 了 Enler 判 
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别 站 (5 定型 2) 的 又 一 证 时 ， 此 外 ， 注 意 到 
区 了 一 1 = xP- 1372 一 1) KxCP /2 + 13y 

所 以 癌 余 方程 A16) (把 4 大作 x) 的 解数 为 (p 一 号 /2， 即 模 p (二 2) 
的 二 次 剩余 答 有 号 一 /2 个 。 这 就 给 出 了 55 定理 | 的 又 一 证 
明 。 这 种 证 明 方 法 ， 对 二 次 剩 佘 来 说 似乎 “ 太 高 级 ”， 介 在 讨论 
高 次 剩余 ( 见 定 理 7,8,9) 时 ， 这 种 一 般 方 法 就 是 漠 了 优越 性 ， 

虽然 可 以 出 现任 党 次 的 模 的 同 余 方 积 ， 世 下 面 的 定理 表明 
我 们 总 可 以 把 它 化 为 之 p 的 问 余 方程 。 

定理 6 (i)》 同 余 方 程 (2) 的 解数 为 p 的 充 此 条 件 是 

FOXY = Cx xg + Pr), (17) 

共 中 牲 系 数 多 项 式 r (x) 的 次 数 二 ps; 

Gi) 同 余 方程 (2) 的 解数 二 7 的 充 要 条 什 症 存在 一 个 次 数 二 Pp、 
首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 忒 /* (x)、， 修 得 同 余 方 程 (2) 与 同 余 方 
程 


f* C0) 0Cmod p) (18》 
的 解 相同 。 间 余 方 程 (18) 称 为 起 同 余 方程 (2) 的 等 价 同 余 方程 。 
证 先 征 四。 充分 性 由 式 人 17? 及 Fermat 小 定理 扒 出 。 由 多 

项 式 除 法 可 得 


fx) = xP — x 9) + sx), (19) 
其 中 s(x) 是 次 数 守 Pp 的 整 系 数 多 项 式 。 由 问 余 方 程 (2) 的 解数 为 Pp 
及 Fermat 小 定理 推进 ， 同 余 方 各 
S307) I Cmod PY C20) 
的 解数 也 为 p。 出 此 及 推论 3 推出 s(x) = Per(o，rGxz) 为 次 数 
二 Pp 的 整 系 数 多 项 式 ， 这 就 证 明了 必 归 性 。 
霸 来 证 kiD ， 充 分 人 性 由 定理 2 推出， 下 证 必要 性 。 这 时 同样 
有 式 人 19? 成 立 。 山 此 及 Fermat 小 定理 知 ， 辐 余 太 办 (27 与 (20) 的 
解 相同 ， 央 此 ， 问 佘 方程 (29) 的 解数 二 p， 进而 推出 5Cx) 的 系数 
一 汗 不 能 全 被 吕 灼 除 ( 为 付 么 )。 变 
SCXY = bx + ee ho, DECPy 


一 定 有 0 坊 4 志 ! 使 得 p15j， 4 
就 与 同 余 方 程 
baxd+ eth,=0 mod pn), 


的 解 相同 。 到 05 臣 起 :对 模 nn 的 


py+aga。 这 样 ， 同 佘 方程 62 门 


bi ba= 1 


所 得 的 同 余 方 程 (8 就 和 同 全 访 f 程 怠 ) 的 解 玉 网 。 这 
要 性 . 证 毕 ， 

这 样 ， 对 于 一 个 同 余 方 程 (2) 可 以 裕 史 

批 其 中 系 舱 为 p 的 信和 数 的 项 世 果 所 

数 宇 ?， 那 末 ， 扶 按 定理 5 作 

数 是 否 为 p。 若 个 是 了 ， 斌 可 

程 (18)。 下 仙 汪 举 几 个 现 字 。 

例 3 简化 同 余 方 

Dlx + ar rm dr BN (md 7) 

解 先 坟 控 系 数 湾 

Ql x + dX 

作 多 项 式 除 法 (19) (P=) 得 ， 

2x15 一 x+T4 一 3= DC x +2) 

十 (一 ” 十 223 4x 一 各》 


出 此 就 得 到 等 价 册 余 方程 
xi 一 2xs 一 4z+3 一 0Cmod7)。 

由 直接 代入 x=0, 土 1, 土 2, 3 计算 知 ， 四 

为 了 求 出 等 价 癌 余 方 竺 ， 我 们 六 
中 的 g(x)， 而 且 当 次 数 匀 5 时 ， 惊 这 种 险 
上 上 ， 我 们 可 以 利川 屋 等 襄 余 式 C3) 《好 Fermat 小 定 
以 求 得 等 价 同 余 方 程 。 

例 4 简化 问 余 方 各 


= 


本 接 化 简 ， 


+ 12x2 + X=0(mod 5)。 


解 RC8) (p= 5) 可 得 
xi(mod 5), x13 x{mod 5), 
Xl=x3(mod 5), X=x =x(mod 5)y 
xta=x Cmod 57。 
因而 原 同 余 方程 等 价 于 
3x3 + 16x2 +6x=0OCmod5)。 
进而 等 价 于 


2(3x + 16x + 6X) Sx? 十 2x? 2X0(mod 5)。 
由 直接 计算 知 ， 解 为 x 三 0,1,2Cmod 5) 。 如 果 利 用 多 项 式 除法 可 
得 ， 


FX) = Cx x) CAI 二 dz 十 2 二 SBXS + Bx 
+ OX? 4x1 5)+ (Bx t+ 16x? + GX), 
得 到 同样 的 结 内 。 
作为 本 节 结 果 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 讨论 横 为 素数 的 二 项 辐 
余 方程 : 


2 a=0mod py, p+a, 
即 


xn=-a(modap)， n+a, 《22) 
当 同 余 方程 C22) 有 有 解 时 。 4 称 为 是 模 p 的 * 次 剩余 ; 无 解 时 , 称 为 
是 模 Pp 的 n 次 非 剩 余 。 在 35 中 已 经 讨论 了 模 p 的 二 次 剩余 ， 先 来 
举 一 个 例子 。 了 到 p = 11，#=2,4,5， 天 11 列 击 了 ,x*,x 对 模 1 的 


剩余 。 


{mod 11) 
z | 5 
2 3 5 2 4 1 1 4 一 2 3 3 | 
ED 2 3 4 5 1 1 5 4 3 -2 | 
于 一 开 一 上 -1 1 一 工 1 1 1 1 1 | 


下 涤 1 可 以 ， 模 11 的 2 次 和 4 次 剩余 均 为 1, - 2,3,4,5， 
和 神 2 次 程 4 次 非 剩 侠 均 为 -1,2, -3, 一 4, 一 5; 对 每 个 2 次 或 4 次 
剩余 a ， 同 从 方程 (22) 恰 有 了 两 个 解 。 模 11 的 5 次 剩余 仅 有 一 1,1， 
而 +2, 土 3, 4, 十 5 均 为 5 次 非 剩 侠 ， 对 每 个 5 次 剩余 ， 辣 余 方 
程 (22) 座 有 五 个 解 。 
定理 7 若 n1p -1， 则 同 余 方 程 (22) 有 解 的 充 归 条 件 是 
at nl (mod Pp), 《23) 


并 且 在 有 解 时 解数 为 n 。 

证 ”共和 要 性 “着 zx 是 22> 的 解 ， 由 pa 知 p+ xo， 由 此 及 Fer- 
mat 小 定理 就 推出 

了 7 二 一 x2)P- Tnxh” 1==1(mod PP 。 
充分 性 “车 式 (33) 成立， 由 有 
Xp-1 l= (xy 一 ai taP Mol (24) 
2 KP PN DC, 

e 为 一 整数 用 此 知人 必 有 整 系数 多 项 式 9(x) 使 得 


xpP -xzx=Cxn a qr) + p+ox, 


玉 此 及 定理 5 就 推出 (22) 有 解 革 解数 为 ? (事实 -上 ， 由 式 C24? 的 
第 - - 式 及 定理 5 也 推出 必 罗 性) 。 

二 面 对 模 11 所 举 的 例 中 ，n = 2,5 就 是 定理 7 了 的 情形 ， 实 际 计 
算 和 结论 相符 。 

定理 8 ”车 +*17 一 1， 则 同 余 方 程 (22) 有 解 的 充 娄 条 件 是 同 余 


方程 
xxaa(modp), Pia C25) 
有 和 解 ， 其 中 = (n,p 一 1)， 且 两 者 的 解数 相国 。 也 就 是 说 同 余 方 
竹 (22)? 有 解 的 充 要 条 件 是 
ap- Lvks1(mod P)， 《26) 
且 有 解 时 解数 为 k。 
证 由 第 一 章 8$ 4 定理 13 缸 ， 存 在 正 整数 ”， s 使 得 
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天 =roa-sCp-1D。 C27) 
若 虽 有 解 x*=c， 则 x = cr 是 [25) 的 解 ， 反 之 ， 若 (25) 有 解 x*= 
2， 朵 由 式 (27? 知 ， 

{er)t=erretP- 1 =a(mod p)， 
步 用 到 了 pe 及 Fermat 小 定 埋 , 这 扒 出 x=e7 是 (22) 的 解 。 
这 驱 证 明了 (22) 有 解 的 充 要 条 件 是 625) 有 和解 ， 由 此 及 定理 7 推 
出 : (22) 有 和 解 的 s 件 起 式 C26》 成 立 。 现 设 C22) 有 解 ， 这 时 式 
526) 成 立 。 凑 xz = “是 (22) 的 和 解 ， 由 式 (27) 逢 
Eck sp Donr iar (mod p), 
这 里 用 到 了 nc 及 Fermat 小 定理 ， 所 以 x*= < 一 定 是 同 余 方 程 
xk =ar (mod p) {28) 

的 解 。 用 定理 了 7 知 (28) 的 解数 为 fg， 所 以 (32) 的 解数 去 上。 反之 ， 
车 xz= 4 是 (28) 的 盘 ， 则 四 式 C277，P 十 ea 及 Fermat 小 定理 知 


ar2dkedktasip-DKmod)。 


进而 有 
a WAR- Rt sp Dn/ Cmod 万 ] 。 

由 此 及 式 527)? 律 

ClL+eiP-1MEE=C9rCsRieiP- (mod py, 
由 式 (26)，P 了 4 及 Fermat 小 定型 ， 从 上 式 得 到 

a=d"(mod p), 

即 x= di 一 定 是 (22) 的 解 。 这 总 还 明了 ， 在 (222 有 解 的 索 件 下 ， 同 
余 方程 (22) 与 (28) 的 解 与 解数 相同 。 由 定理 7 知 (28) 的 解数 为 k，、 
所 以 C22? 的 解数 也 总 5。 证 毕 。 
寺前 对 模 11 所 举 的 例 中 ，m = 4 就 是 定理 8 的 情形 ， 实 际 计 算 
和 结论 相符 。 
由 定理 7、 定 蛙 8( 式 626)) 鱼 避 以 立 名 持 红 < 证明 留 给 读 


者 ); 
定理 9 ”在 模 的 一 个 茎 约 测 余 系 中 ， 模 P 的 次 剩余 的 元 
崇 个 数 是 (Pp 一 1)/ Cn,p 一 1)。 
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、 对 费 吕 的 二 次 非 判 余 s ， 人 不 - 


一 1Cme3P) 
上 成立 例如。 对 = 1， 5D 一 DVN 一 2， 对 结 11 的 5 次 
非 简 余 有 

{tid1D), C+):=- 2m°06 11), 

(+ (mod11), (+=3mod 11) 


《 汶 什 么 这 于 一 个 阅 余 于 一 1 的 也 没 有 )。 容 电 证 明 “两 个 寻 次 剩 


余 相 浅 仍 号 ?次 币 余 ; 一 个 次 剩余 与 一 个 49 次 
是 丑 次 3 正明 留 给 读者 . 和 全 二 全 和 当 n 2 
时 、 7 议和 镜 余 了 。 例 和 如， 对 械 11 ， (多 ，[ 土 3 


就 郁 不 钙 j 议 剩余 ， 而 (十 2 。 < 就 拓 三 
出 很 复 付 的 情形 。 
对 于 六 上 哇 a 是 
Legendre 竹 污 ( 或 了 
Gauss 根 巴 7( ~=>2) 深 村 
宇 形 ， 他 发 现 这 是 
从 pe 柑 仇 ， 0, +1, ,£2,… 施 有 内 区 
这 就 导致 对 代数 数 与 代数 
数 数 论 ，HJ| 东 大 学 出 1992) 。 
在 下 一 章 讨论 了 厌 和 根 后 ， 定 出 7 与 定理 
人 来 征明。 


、 这 里 呈现 


i 尽 模 p 的 二 次 剩余 ， 我 wy 以 通过 1 


可 题 及 


fxXD= (人 一 ci) 
这 里 sslx》 的 次 数 a 


0 
esi xz) 的 次 数 等 于 
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~ 《oil+ 和 +apsE0v 首 项 系数 是 ae, 且 庙 足 
holes) EO0Cmod p), 了 = 1， ,Kk 


2 求 下 列 问 余 方 程 f(x 二 0(mod p) 的 全 部 解 ， 并 把 f(x) 下 
成 §88 定 理 1 .及 上 题 中 的 形式 : 

OG) fx) = 14x — 6xt+8x3 +6x2 13x+5, P=7 

CGD) f= Bx + +X+9, P=7, 

Kiii f(x) = xT + Dx 3 x + BOxt + Bx — 18x7+ 3x+1, 

p= 13, 

3， 设 素数 pf ea. 问 祭 方程 4wx? + ++ao 寺 0Cmod Pp) 恰 有 " 

个 解 ， x 三 c1,"… ,cntmod p)。 再 设 


n 
01= Dy eis 02= >) EL et di 
tI 15177 en 


证 明 : &w-jy 王 (一 Dianoy (mod p), 1&1IEn, 
4. 利用 8 定理 5 证 明 : 
Cy 2x3 一 x+3x+11 志 0(mod 5) 的 解数 为 3 ， 
(iiy xs 一 4xzs+6x4+6xs+3x2 -+3=0mod 13) 的 解数 为 


5. 求 下 列 同 祭 方程 的 等 价 同 余 方程 : 

(i) 3xlt+ 3x 150Cmod 7)3 

Kii) dre +3xi+2x7+3x 一 2 一 DCmod5)) 

(iiiy 2x'5— 9x + Bx +7xs + Ox +2x— d=0mod 7)3 


Kir》 Ox rh xl Bx + xl? + 6x Ore + Bx + x? + 22%S 


+ 3rt+ Bx — Sx+12x+3=0(mod 11). 
6， 列 出 下 列 素 数 哺 的 于 次 剩 祭 : 
(iD p= 7,7=2,3,4,5s 
Qi) p= 13,n=2,3,4,58 
Ciii) p= 17,n= 2,3,4,83 
Civ》 p=19,n=2,3,4,5,6。 并 验证 定理 7.8、 9 的 结论 。 
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7、 利 用 上 题 举 出 两 个 ”= 次 非 惠 余 的 乘 积 不 一 定 呈 次 璋 余 
的 例子 . 

8. 设 相 = pileprr Gn,4) = 1。 

人 GD 证 明 ， 当 (mr = 1 时， 同 余 方 程 x" 寺 1(mod m) 的 解数 
为 (p11) :Cn,pe 1) ni, pr — 1)s 

(iy 当 <= co 是 x* 呈 oaCmod m) 的 -- 个 解 时 ， 它 的 全 部 解 为 
zs=cog(mod m)，2 是 如 二 1Cmodm) 的 解 。 

9. 举例 说 明 3 8 中 的 问 余 方程 (28》 有 解 ， 不 一 定 同 余 方 种 
(22) 有 解 。 
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第 五 章 ”指数 与 原 根 


本 章 是 应 肌 坷 余 方程 理论 米 研究 皮 约 剩余 系 的 构造 。 企 31 
中 引进 并 讨论 指 歼 的 概念 与 性 质 ， 指 数 是 刻 曾 模 扣 的 紧 约 剩余 系 
中 的 宛 素 的 特征 的 -个 显 ， 指数 等 于 $(m)》 的 元 素 称 为 是 借 刀 的 
原 根 。 在 $2 中 讨论 模 吉 存在 原 根 的 充 此 条 件 及 求 愿 根 的 算法 ; 当 
楼 灵 存 在 原 根 g 时 ,gg 099 ! 就 给 出 了 模 抽 的 一 组 既 
的 剩余 系 ， 册 而 纷 出 了 上 既 约 剩 会 系 的 一 个 上 分 简 划 月 便于 癸 究 的 
形式 。 在 $ 3 中 ,通过 引进 指标 、 指 标 纽 的 概念 及 其 性 质 的 讨论 ， 
对 一 般 模 严 的 既 约 利 余 系 也 结 ! 届 的 简单 的 构造 形式 ， 
人 4 是 介绍 如 何 利 用 指标 和 指标 组 求解 二 项 同 余 方程 。 


十 


8i 指 数 
我 作 己 经 多 次 讨论 了 以 下 的 问题 , 设 msT Ca 二 1 那 
么 ， 必 有 正 整 数 了 使 得 
aa=1LCrmod fm 。 《1》 
车 由 是 使 式 C1) 成 立 的 暴 小 正 整 数 了 , 则 对 任意 的 使 1 成 立 的 正 


整数 了, 必 各 
dold BE ZDOCmod do 。 (2) 


在 第 一 高 8 
证 明了 这 一 
hermat-Euler 


5 中 讨论 了 4=2 的 情形 .在 4 例 7 中 完全 

, 江 指 图 当 贡 实 2 时 ;do 之 w 一 1 在 第 三 党 33 定 理 3 

型) 中 证 明了 :， 对 任意 的 (4,m) =1, 当 d= 中 Cm》 

时 式 GD) 必 成 立 。 对 给 定 的 认 症 :da 是 由 和 唯一 确定 的 ， 是 < 的 图 

数 ， do 是 闫 画 (与 员 赋 约 的 ) a 闫 十 模 训 的 性 眠 的 一 个 二 分 重要 的 
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基 ( 在 第 三 章 $ 3 定理 和 对 此 作 了 慨 初 步 的 讨论 ) ,为 此 。 我 们 引进 
以 下 概念 : 

定义 1 设 m3T, (csm) =1 使 式 (1 成 立 的 最 小 正 整数 4 称 
为 ea 对 模 普 的 指数 (或 阶 ) ,把 它 忆 作 bm (2)。 

定义 2 当 gn5o =g(p0 时 , 称 a 是 模 普 的 原 根 - 

首先 来 举 几 个 例子 .m= 1 时， 所 有 整数 的 指数 岁 为 1, 且 均 
为 原 根 。 我们 不 计 论 这 种 显然 情形 ， 

例 1 m=7,%(7)=6。 


由 表 知 , 原 根 为 -2,3Cmoda7)。 这样 的 表 称 为 是 模 亚 (= 人 的 
指数 志 . 
例 2 m=10=3 5, 中 (10) =4， 模 10 的 指数 表 是 : 


to) | 4 2 1 a | 


由 表 知 原 根 为 +3tmod 10). 
例 3 m=15=3。5，%(15) =8。 人 模 15 的 指数 表 是 : 


a | -7 - -2 -1 1 2 4 7 
an) 4 2 4 2 1 4 2 4 
由 表 知 无 原 檬 . 


例 4 训 = 昌 = 侍 ,8(9) =6。 横 9 的 指数 下 呈 : 


由 表 知 原粮 为 -4,2(mod 32) 。 
例 5 m=8=23,$(8) =4。 模 8 的 指数 表 是 : 


由 表 知 无 原 根 。 

例 8 由 第 三 齐 83 例 上 中 的 式 人 420) 知 , 当 上 3 时 , 模 25 无 原 
要 ;5555) = 2 由 直接 验算 知 ,m=2 时 厌 根 为 站 ,mr= 2?= 4 时 ， 
一 13 臣 原 根 。 

下 面 米 列 出 指数 的 基本 注 质 ， 有 的 前 面 已 经 证 明 ， 有 的 则 是 
显然 的 ， 以 后 经 常 紫 应 用 。 

性 质 1 此 balmod n9,《&,m) =1 则 

Sm{b) = dm (4), 
性 质 2 ” 著 式 (CD 或 立 、 则 有 
Smo |d Hm d=0Cmod 6m(4)). 
性 质 5 Sm CD [G0 ,6 (0 912 >3. 
性 质 4 车 (2,m9 = 1， 


akaan mod my, 


由 
大 = (mod 5m Ca)。 


性 质 5 ” 河 (Ce;rm = 1 则 
A Al ,a 
这 wd) 个 数 对 借 严 两 雌 不 同 余 。 特别 地 , 当 4 是 模 人 的 原 根 时 ， 
Edm C2) = Bn pC) 个 数 是 模 坝 的 一 组 既 约 剩余 系 ， 
人 性质 5 是 第 3 定理 4 的 - -部 分 其它 的 证 明 留 给 读者 。 
下 面 来 证 明 进 一 志 
性 质 8 设 s :是 a 对 贷 吉 的 道 ， 旭 


a“la=1mod my). 


Smo 


这 


我 们 有 
Gm la) = dn (de 
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证 这 由 
ad=1tmod m) 
成 立 的 充 变 条 件 是 
(a-1D08 王 1Cmnod my 


立即 推出 ， 
性 质 7” 设 大 是 非 负 整 数 ， 则 有 
68mCd) 
Sm(ak) Tone Ey 《3) 


此 外 ， 在 模 二 的 一 个 既 约 剩余 系 中 ,至 少 有 中 (im(Ca)) 个 数 对 模 卫 
的 指数 等 于 6m (42)。 
证 记 6=6m(0) ,6 =6/(6,k) ,6*= Om(as), 由 定义 知 
ars*—=1(mod m), ake =1Cmod m), 


因而 由 性 质 2 得 


Blke*, 6*|6’, 
由 第 一 式 得 
| 
(3k) (8,k) 
因而 玉 18 所以， 入 =5 和 , 即 式 63) 成 立 。 当 (k,6mC0))=1 时 ， 
dmCax) 6a) 由 此 及 性 质 5 就 证 明了 后 … 部 分 辣 论 。 
性质 8。6m《4b) = SmCay6m( 匀 的 充 严 条件 是 (mm Bm Cb)Y 


人 一 


= 上。 
证 设 8r = 5atas6" = 56mtb),6= Gm(ab) Lanko)， Gm Cb) J] 


充分 性 ”我 们 有 
三 (ab5=(a0s4 
所 以 ,61156*, 由 此 及 (6 和 5”》 = 1 推出 8156。 同样 ,有 
=(ab)’ = (ab) bs" Cmod my), 


2 Cmod my, 


所 以 ,521887 ;用 此 及 087,67) = 1 推出 到 15。 进 而 ,下 8 18393515 
及 (067,85") = 工 推出 576715。 此外， 显然 入 
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《ab i 1 Cnod pe), 


所 以 ,516'&8*。 因 此 6=6’6"。 
必要 性 ”我 们 有 


(aD) =:1 (mod m), 
所 以 5l7。 另 一 方面 显然 有 ?509。 由 此 下 5=857 就 推出 ?= 
了 出 IC6“,57) = 工 证 毕 。 

性 质 9 人 GD 车 2 出 5n 50) |6m (a)s 

(5 浒 Cm,mz) = 工 则 有 


Gmima C2) = [Lem, (OD ,dm, (0) I. 《4》 


证 CD 可 由 性 质 2 直接 挫 出 。 由 但 即 得 绪 |5m,ms(4)， 这 
里 于 = [sm Ca) 6m.50)j. 男 ~- 方面 , 退 然 有 4a 二 1Cmod my), j= 
1,2， 和 由 此 及 Cm m2) = 1 推 则 4s ”二 1Cmod nmrms)。 因 曾 由 性 质 和 
推出 6m msC0D15*。 所 以 起 (9D 成立。 证 毕 . 

显 见 , 式 (4) 可 推广 为 苦 杰 bs 两 关 愤 约 : 三 = 
则 


6m(a) = [5m CO) ss dm 4), 《57 
南 此 ， 改 性质 3 立即 推出 。 
Bm 《GD | 的 (ma sD Cn) J 《6》 
特别 地 , 当 严 =2"opllprrypji 是 不 同 拘 奇 素数 ， 我 们 有 
Smka) I[2°°, BDL ,os PDT YT= ACm), 《7) 
其 中 
0, an 二 有 ,1 
co= Yl, co=28 C8} 
ao 一 2， dF3. 


些 外， 利用 式 ( 人 9 可 计算 指数 。 例 如 ， 由 例 工程 例 3 可 得 
Sost—2) =[61( ~ 2) 6521= L011= 12。 
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性 质 10 设 (msms) = T。 那 么 ， 对 作 意 的 atya， 必 有 4 使 
行 
bm ms Ca) = [Lom (aD) ,jms (2) J 
证 考虑 同 余 方 程 组 _ 
Xa (mod mM), x 一 ayCmodins 
出 孙子 洁 理 《第 四 大 $ 3 定理 1 ) 知 ， 这 
x= aCmod mins). 
显然 有 5m, C0) = Bm 《02 ,6m, (9) =in (4s)， 由 此 从 人 性质 9 就 推 
出 所 要 结论 。 
对 于 模 摧 米 说 ， 不 一 定 有 
Om 人 (ah) = [Lim ,Sm(b}] 
成 站 。 例 吉 ， 由 例 2 知 
G03.3) = B10(3) , 61463)J = 1。 
G10l3°7) = LT OB) ,1067) J = 4 


组 有 唯一 解 ， 


得 有 一 
G103°9) = 4= [0.03) ,01069) = 二 


5in(T-0) = 二 = T0760(9)]= 1 
一 般 可 还 妇 以 上 结论 - 
性 质 11 对 任 启 的 4,7?， 一 定 存 你 6, 使 得 
Fa {0) = TOm(aY ,Gm CH) J, 
证 设 6 = 6m) ,6”=Sm( 引 ,9= 人 59]。 一 证 可 以 把 5 人 ， 
5* 作 这 样 的 分 解 (为 什么 ): 


TB 
B=TN, OF= TN", 


使 得 。 
N= I, 
用 性 和 质 了 知 
5mCar 一 7 bm Y= 7, 
这 样 ， 中 性 质 8 推 


dm ld” Br = em 《er )gm(br = 人 97 一 9。 


237 


因此 , 取 “= a” 5 “就 清 足 要 求 。 
由 式 (7? 可 推 成 根 存在 的 必要 条 件 。 
性 质 12 ” 借 普 存在 原 根 的 必要 条 件 是 ; 
m=1,2,4,7",27°, 《9) 
共 中 呈 是 奇 素数 。 
证 当 严 不 属于 式 (9) 列 出 的 情形 时 ， 必 有 
m=2° (C038), 2pllep?r (a2,71), 
或 
2 pT pr Care0,r2e2), (10) 


法 中 pmp; 为 不 同 的 奇 素数 ,oj TEFS . 役 2GD 由 式 (7) 给 出 ， 
容易 验证 ， 当 于 属于 式 (10? 列 出 的 任 一 情形 时 ， 必 有 
ORD Pm) ,> 0119 
由 此 及 式 《7) 知 ， 这 财神 避 役 有 原 根 。 
下 节 将 证 明 ， 当 w 由 式 (9) 给 出 时 ， 模 扣 必 有 原 根 存在 。 


习 题 一 

1. 设 m=5,11,12,13,14,15,17,19,20,21,23,36,40,63. 

人 多 出 模 mm 的 指数 表 ; 

《ia 如 果 模 扣 有 原 根 ， 找 出 异 吉 的 最 小 正 剩余 系 中 的 所 有 原 
根 ， 及 模 扣 的 北 小 正 原 要 

Ciiy 各 上 果 绚 没有 原 祖 ， 找 而 模 严 的 最 小 正 剩 余 系 中 所 有 
对 异 普 的 指数 为 最 大 的 整数 。 把 这 个 最 大 的 指数 和 4Cr)( 见 81 
起 (7) 的 但 想 比 较 ， 

2. 球 641 C5109 ,564s(7) ,655(2),665(8) ,601(11) ,665 C4) ,56231C5) 。 

3. 设 XGDH 31 式 (7) 给 出 。 

G) 求 出 所 有 下 效 数 加 ,使 得 4Cm) = 1,2,3,4,5,6,7,8,12s 

GD Gm,mD = mn) = Am) ,deny ls 

Gii》 设 4 是 给 定 的 下 整数 ,m 是 使 40m) = 人 的 最 大 应 鉴 数 二， 
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证 有 明 ， 当 (RD =4 计 , 必 有 1。 

4 证明; 3 是 1459 的 最 小 正 原 雪 ， 

5， 秋 各 = 37.43。 求 出 模 严 的 最 小 正 剩 父系 中 所 有 指数 为 f 

6. 设 贡 六 1,n 守 1 及 (tn,98Cm)) =1。 证 明 ; 当 * 过 于 模 刀 的 
婚约 剩余 系 时 ,x" 也 遍历 模 坟 的 既 约 测 余 系 ， 

7.。 设 素数 p 盖 2. 和 证明:5p(Cq =2 充 蓝 条件 是 as 一 1Cmnodp)y 。 
这 结论 对 合 数 寞 成 立 吗 ? 

8. 设 p 为 素数 ,5p Ca) =3。 证 明 : 6p(l1+D=6。 

9. 车 smCa = 严 - 二 则 严 是 素数 。 

10. 设 p 为 素数 ,5pCey =h， 证明: 

CD 若 2|h, 则 a* ~- 1Cmod p)s 

Gi 藻 414, 则 5p(- a) = 

Giiy 车 21k,4+h, 则 Sn( 一 a = h/2。 

11， 设 素数 petiCnoda 和， 和 芥 9 为 模 P 的 原 根 , 则 -9 也 是 原 


根 。 
12. 车 虚数 ps3(mod 4)， 则 9 为 模 P 的 原 根 的 沦 民 条 仁 是 
BpC— 0 = (人 DTDr2。 
13. 设 严 = 2 ,0 这 3, 担 设 -2。 求 整数 “使 sn(2a) = 
234 。 


14、 设 严 = 2 ,4 这 4， 证 明 ，6m(a) = 3 "的 充当 条 件 是 ea== 
3(mod 8) 。 

15， 设 第 4 个 Fermat 数 Fs=2”+ 1。 证明 ， 

(Ci Gr, 2) 一 2 

Ciiy 车 素数 p|Fw: 则 6p (2) = 2 

Gii) ;的 过 因数 P10mod 2” 1 

(Civ) 海 En 数 ,n 记 1, 则 2 不 是 En 的 原 根 * 

Cv) 苦 Fr 是 素数 ， 则 代 Fa 的 任 - 二 次 非 剩 余 必 为 Fo 的 原 


和 
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(CD 若 Fn 是 素数 ， 则 土 3, 土 7 都 是 原 根 。 

16， 设 Pp,9 是 素数 ,证 明 ; 

(i) 车 4 二 1GQnod 4) ,P=24+1, 则 2 是 模 p 的 原 根 ， 

位) 洲 一 14Cmod 力 ,p=29+1; 则 一 2 是 模 的 原 根 : 

Gi) 车 9 二 1(mod 2) ,49>3,P=24+1, 则 -3, 一 4 都 是 柿 p 
的 原 扒 ; 

Civ) 若 9 二 1Cmod 2) ,p= 44+1, 则 2 是 模 p 的 原 根 ; 

CGY) 分 唱 对 每 种 情形 举 出 瑚 个 实例 来 验证 结论 。 

17， 设 素数 了 =2"+1, 证 明 :; 模 呈 的 二 次 韭 剩余 a 一 定 超 模 
五 的 原 根 。 

18。 车 3:9 一 3Cmod 4) ,n=29+1 都 是 素数 ， 则 至 少 有 三 个 
相 邻 整数 都 是 模 P 的 原 根 。 举 出 两 个 实例 具体 说 帅 结论 . 

19, 设 光 >>1, (Cab,m) = 1， 再 设 和 是 使 44 二 bs Cmod my) 成 迷 
的 最 小 下 整数 4。 证明，CG) BCm)3 (ii) 车 a* 二 bt 《mod tn)。 
则 元 | 天 。 

20.， 设 np>>1,a>5 之 1。 证明， 

GD a" - 的 素 固 数 一 定 娶 么 是 形 旭 Km + 1. 要 全 是 oo 
的 因数 ，m|nymm 

Giiy ar +b? 的 素 因 数 一 定 要 么 是 撒 如 2kn+1, 要 么 是 e+ 
如: 的 因数 ， 这 里 nm], can 2 一 1 

Giiy Fa=22 ”+ 工 的 未 因数 必 为 27 天 +I 的 形式 。 

21， 设 m>>1,c 字 1, (4,m) = 1。 再 设 Sm(eac)》 = dd 让 决定 5m(a) 
的 值 所 应 满足 的 条 件 ， 及 这 种 可 能 取 到 欧 值 的 个 数 。 

22、 设 全 疡 1,C095,m) 二 11, 及 4= (pc ,6m(5)》。 证 明 : 

(CD Figm( (Cab) = Gn(a) om Ds 

Cii) Ar6m Cab) = C6m(ab) Adm (a Bm Cb) 

23. 设 4,7 给 为 奇 素数 ,p= 47+1。 证 明 : 

《iy 同 余 方 程 Y= 二 -14mod 户 恰 有 了 和 解 ， 且 都 是 模 7 的 二 次 
非 剩 余 ， 
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Ty 


-次 非 笠 余 中 ,除了 号 中 同 余 方 程 的 目 个 解 
之 外 ， 部 症 模 靖 的 弃 根 * 
《iiD 用 以 上 方法 求 : 


设 人 9, 


的 所 有 原 根 。 
数 ,p=2*qg+1。 再 设 a 是 模 P 了 的 
am- 证 胃 ，a 是 Pp 的 原 根 。 


26， 证 明 ， GD 27-1=131071 是 素数 
(iiy C29 二 1D/3 是 崇 数 ， 


27- 上 p>2, 9 是 p 的 原 根 。 证 明 ， 存 车 正 辟 数 #, 使 得 
gesgt +] (mod 7), 

28. 设 素数 p>2, 9 起 7 的 原 根 。 证 明 : 对 任意 主 站 数 ,不 
可 能 有 0s 二 g* "11+1 王 9g* 二 2《mod 有 成 立 。 

29。 其 横 欣 有 原 根 9 , 则 gr;1sK 雪 gm , (kK, 四 Cm )=1 是 两 
两 对 模 如 不 癌 祭 的 找 训 的 所 有 厌 撒 ， 个 数 为 (4m)。 

380， 共和 借 岗 容 原委 .全 3,4,6, 其 模 允 的 所 有 下 原 根 9(1<< 
9 万 吧 之 积 对 模 识 同 伏 于 1。 

31. (GD 设 P=27+1(m 之 DD), 证 明 ，3 是 Pp 的 不 要 》 


(iD 设 训 =2741(9 记 1)。 证 明光 是 素数 的 充 竖 条 件 是 
3 1mod m), 
32. 设 数 p=2:"+1。 征 明 7 是 疡 的 原 恨 。 


8$82 损 人 恨 


本 节 上 要 还 明 
定理 1 模 岂 有 大 和 根 的 充 要 条 件 蛛 
加 =,2: 寺 :2P 
起 息 p 是 奇 素数 ,51 
定理 的 必要 性 已 下 $ 1 性 质 12 推 出 。 当 和 = 1,2,4 时 原 根 分 别 
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为 1,1, - 1。 所以， 定理 归结 为 要 证 明 m= p" ,2p” 时 有 原 根 。 下 
面 分 两 个 定理 来 证 明 这 -结论 。 
定理 2 设 p 是 素数 ， 则 模 p 必 有 原 人 恨 。 亡 实 上 ,对 每 一 正 整 
数 4i1z- 1, 在 使 p 的 一 个 既 约 剩余 条 中 褒 有 (Cd) 个 数 对 模 p 的 指 
数 为 了 
证 法 一 ”由 凶 I 性 质 11 知 ， 一 定 存在 整数 g 使 得 
5p(9)》= TEp(1), 6nC2) ppCp 一 1I)]=6。 
显 见 ,651P 一 1 及 5p(D13:7= 1 2:p-1。 因 而 ， 同 祭 方 种 
x J=0(mod p) 
有 解 x 二 1,2,…,p 一 1(mod p) .由 第 四 意 §8 定 理 2 知 : p - 1376。 
所 以 ,5=p 一 1. 这 谣 涪 明了 g 是 模 p 的 原 根 。 由 此 及 $1 性 质 5 和 
7 〈 取 4a=9) 就 可 扒 出 定理 的 后 一 部 分 结论 〈 留 给 读者 ) 。 
证 法 二 、 设 dp-1, 以 #w(W) 表 示 模 p 的 一 个 既 约 剩余 系 中 :对 
杰 p 的 指数 壬 于 4 的 元 素 的 个 数 ， 我 们 有 


DD =p- 1. C1) 
dlp-1 
对 模 p 指数 为 4 的 数 必 满 足疗 余 方 程 
xzd- 1==0Cnod p), 《27 


显然 有 x 一 1|x? 一 x=x(x?7 -1 所 以 由 第 四 掌 88 定理 5 知 困 
余 方 积 (2) 的 解数 为 4 。 如 果 存 在 a 对 模 的 指数 为 4 ， 则 由 $1 
性 质 5 知 , 3? 的 全 部 解 为 

Xad, al, ead-1 Cmod py 。 (3) 
而 由 性 质 7 知 , (3) 中 公有 aa = 1,0: 世 7 坟 4 一 1) 对 楼 p 的 指 
数 为 4 , 即 有 中 ( 力 个 数 对 各 Pp 的 指数 为 4 。 这 样 就 证 明了 ， 

yed) =- 人， 存在 a 对 模 p 的 指数 为 4 
0， 不 存在 4 对 模 p 的 指数 为 4。 
由 第 三 章 $3 定 理 2 知 
DP =p-1, 


elp-1 


C4) 
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由 此 及 式 (D 得 
DB -$04)) = 0. 


dp- 
由 此 及 式 (《49D 就 推出 ， 对 所 有 的 4p -1 必 育 
入 fd = 中 Cd)。 《57 
特别 地 有 
pp- D= 人 Pp. 1), 《6) 


这 就 证 时 了 原 很 的 存在 性 以 及 全 部 结 

定理 5 设 为 奇 素数 。 那么 ， 对 任意 的 ‘ll, 模 p” 必 有 源 
根 。 事 实 上 ,存在 使 得 对 所 有 的 < 之 1,3 是 模 p°, 模 2p” 的 公共 
的 原 根 。 

证 分 以 下 几 步 求证 。 

GD 车 9g 是 模 2"1'( 
设 5=5p*(9)。 由 SI 性 } 


"的 厌 祖 ， 则 9- - 定 是 模 p% 的 原 根 。 
tbCP" 7。 出 
8 1] (mod p”) 


可 推出 (为 什么 》 
g7 =1 Cmod por 


进而 ,从 $1 性 质 2 及 很 设 知 、 
PD) = Bpo+1C8)| Pp, 
由 于 ( 见 第 三 帝 §2 定 理 8》 
PPLY= PEP-1), kal, (7) 
从 以 上 两 式 得 cp")15， 因 此 5= 中 Cp”) 这 就 证 明了 所 要 结论 ， 
Ci) 考 是 模 p*(a 尝 1) 的 原 根 ， 则 必 有 
Spaerikg) 一 的 (PP RB Bp TD), 
再 由 假设 及 有 1 性 质 9(D 知 ，%(P 7= 6po(9)165r+1(9)， 阐 由 31 
性 质 3 知 iporaiC0109(0p 9。 由 此 御用 式 人 (77 就 推出 所 要 结论 ， 
《ii) 当 呈 为 太 素 数 时 ， 若 9 蚌 镜 三 的 原 恨 ， 且 有 
gi=1rrp, ptr, 《8) 
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则 g 是 所 有 措 P" (Co 六 1 的 原 根 。 我 们 求证 明 ; 对 cs 有 


5 《9) 
其 中 的 拉 是 一 整数 。 当 xz= 工 时 ， 83， 六 以 成 立 。 
设 式 (9) 对 = BT 上 成立。 当 z=2+I 时 ， 由 归纳 假设 得 


ge ™) 


= C1 +7 pp)? 
=1+rtnnn 十 1 站 (有一 TFTCT7TD2m 十 ee 


一 工 十 下 十 2 
这 里 
rn rn)+ Cn- om Cp (mod p), 


由 于 Pp 是 奇数 玉 p+rgnr， 所 以 PrGa+1)。 明了 式 《9》 
对 a=z+T 成 立 。 因 此 ， 式 69 对 任意 的 “1 缉 成 立 。 由 式 5C9) 
及 (ii 就 扒 出 9 在 所 有 模 p” 的 原 根 。 
Civ) 设 P 为 奇 素数 ，? 是 模 p 的 原 殷 是 为 奇数 ( 旧 9“ 是 偶 
数 姻 以 9 +p 代 957。 那 么 ， 
=D +tp, =0,1I. ,PP 一 1， C10> 
都 足 横 P 的 原 根 ， 上 疆 除 了 一 个 以 外 ， 邦 满足 条 
gP = (9 + = (C9)7 CR 一 1DC9O 
甘 中 有 4 为 整 灼 。 设 (9g ?71=1+a4n， 由 上 式 得 
P11+ OB DOI i Op AAP, 
由 于 (p,Cp -19 = 1， 所 以 ， 上 的 -次 问 作 方程 
BY? GO Cmod py) 


数 为 1 第 四 益 呈 2 
iD lp 中 至 少 有 两 个 相 数 及 3 
模 ”的 一 个 原 狠 9 为 奇数 且 泪 中 条 件 (8)。3 
《> 由 GD 和 (iv) 立 印 推出 是 所 有 楼 ， 
于 了 为 奇数 ， 所 以 
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总 可 让 到 
己 为 了。 
六 了 的 原 根 。 由 


CPI Cmod py 


CE | (raod Bp’) 

等 价 。 央 此 5spvf 罗 本 5po(8) DC， 省 光 下 中 (2p4 = CE) 
就 推出 了 是 所 有 入 27" Ca 的 原 根 . 
理 3 
-个 很 因 礁 的 问题 ， 首 先 雪 去 求职 1 
拘 证 所 站 的 方法 去 求 模 P” 及 2p" 的 原 根 -下 习 

is， 上 能 对 县 体 的 索 数 P 技 原 根 的 定 
: 儿 个 例 。 


直上 。 帮 | 何 
然 抽 依照 
咒 也 的 原 
有 个 数 去 


共 没 有 


指数 必 旦 了 ~1 的 除 履 。 挤 以 为 求 出 指 
ad 对 模 疡 的 竹 全 dp- 1。 
22=2。114， 它 的 除数 d= 1,2,11,22。 商 


对 模 23 的 指数 ， 


2 一 4(mod 23), 

2 一 (2 2 一 (7 BB Caod 28). 
所 以 6za《2) = 11， 2 不 是 模 23 的 原 执 ,向 求 a=3 对 模 23 的 指 
数 : 


所 以 ，62a39=11， 3 不 是 桩 23 的 原 根 。 具 求 73(D)。 
42-= 一 了 (mod23)， dC) 4 = (—5)=] (mod 23), 
于 以 52aC4)=11，4 不 3 的 原 似 。 亩 求 5aaC5) 。 
(mod 23)， 
S115) + 5 = 10 
=4。(-6)-- -ICmod23)。 
522 一 ](mod 23) 。 

所 以 - Sask57 =22，5 是 借 ? zt 是 丰 最小 正 > 

为 了 进 - : 步 求 出 模 D ,2P 的 原 根 ， 就 娄 验 证 


23 2 + 24==10 + 23— TCmod 232)， 
23 77)(23 ~ 2)=13， 23—14 

一 1 .23 9 (mnd 282), 
B12 33 410) Af + 23 +81=13 23- 11(mod 232)， 
3 03 -1D 2 23 - 22 
2 。 
了 了 5 是 所 有 神 23" ,2 - 23" 的 原 根 。 


根 。 
依 


=16(mod 41), 2s=— NCmad 41), 
20 一 一 Emog 41), 2*a=1(mod 41), 
所 以 54(2)120， 由 本 4120，4d 过 20 有 时 ，2s 去 1Cmod 41)。 所 以 ， 
02) = 20。 2 不 夺 原 根 。 
gmoddl), 3 一 -Imod8l)， 3=1(mod 41)。 
Bak3》 = 8。 所 以 3 也 不 是 原 根 。 
痊 草 -284 人 (3) = [20,8]= 40。 所 以 我 们 不 出 依次 计 
算 4,5, 呈 的 指数 ， 击 本 利用 $1 性 质 i1 来 求 ) : 
iiC27=4.5， M3)=1.8, 
中 条 条 =2 3=48 直 原 绒 ， 关 紫 ，7 了 出 是 模 11 的 原 很 。 这 
i 是 定理 2 的 证 法 一 ， 内 此 证 法 -在 某 些 
方 总 
为 求 44"，2 "4 的 而 根 要 计算 ?4 对 借 1 = 1681 的 草 余 。 
TAl + Bmod 41), 
(C411 8)*=18(41 — Dmor 112), 
8» CAl+ D41- 1- 3(mod 41°), 


了 
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dy mod 11:), T==8] (mod 41)°, 
(Da 


由 41+ z， 训 推测 7 了 是 所 有 有 伐 245，23，41" 的 原 根 、 
例 3 求 措 43 的 原 根 。 
解 43-1=42=2"3"7。 除 至 4=1,2,3,7;6:1d4,21:412 


2 的 指数 。 

mo 193), 一 Cnmod 43)， 25 31Cmod 43), 
2 -1mod 43), 3-1 (mod 4143). 

3 的 指数 。 


总 


所 以 ，64sC2》 


—16Cmod 3), 
三 ~ 5Ctmod 43), (5) -20mod .13), 
~ 6Cmod 43), 3 二 36 一 一 7Cmod 48), 

3 一 一 1Cmnod 43). 


= 1849 的 测 伟 ， 
43 一 5Cmod 432), 
5(1. 43- 5)Cmoa 3°), 


3 143 1725) (2. 43— 5)—5(35. 43— 125), 
SCI。 43— 4), 
3 2 DL D7 4m 132), 


“2 3mod 


牛 43 了 2 此 3 
例 工 利 [ 价 
dj i a 对 入 n 的 
证 明了 
理 5 让 时 禄 给 

定理 4 设 六 古奇 一 1 的 所 有 的 不 回 的 索 因 数 是 9 
5 那么， 是 模 疡 的 原 根 的 充 世 条 件 是 


过 


余 ， 
7 的 所 根 。 这 个 方 字 
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HD (modp), = 1 CU 

进 见 ， 定 理 和 把 P 改 为 任意 正 整 虹 i 语 2，P 一 1 政 为 DC1m》 
定理 盘 然 成立 ， 但 实质 上 用 其 体 数 秆 验 征 式 (11) 并 不 比 给 证 P -1 
的 所 有 正 除数 dn 一 1 方便 多 少 。 请 谈 者 自己 用 定理 4 的 方法 米 
和 做 例 2， 例 3 ， 半 比较 之 。 

定 开 1 及 第 三 章 人 3 定理 二 立 妈 推出 : 
了 设 mm31。 模 挛 的 既 约 剩 公示 能 表 为 : 
Om (12) 

这 里 9 为 一 整 狼 ， 当 里 仪 当 击 =1.2,4,p”,2p"(p 厅 素数 ，4 
芋 1)， 轩 模 贡 有 原 根 。 

并 实 上 上， 第 三 误 $ 3 定理 4 就 是 证 明了 杰 避 有 形 如 C12) 的 莽 
约 季 祭 系 的 充 要 条 件 足 错 上 m 有 原 根 。 由 此 太 定 于 1 就 完全 证 明了 
定 理 5。 

形式 C12) 给 出 了 婚约 剩余 系 的 一 个 十 分 便于 研究 的 形式 ， 虽 
然 这 点 对 大 部 分 合 数 模 部 不 成 立 ， 伍 合 数 贷 的 婚约 利 余 夭 可 以 
通过 芒 下 个 来 数 第 找 的 既 约 剩余 系 来 构造 〈 见 第 三 章 52, § 3)， 
这 些 我 们 将 在 下 节 讨 论 。 


习 题 二 
Ti,13,17.19,31.37;,53,71 的 最 小 正 原 败 。 
和 但 不 此 模 p? 的 原 根 : 


P= :17,.31 
3. 是 10 是 487 的 原 供 ， 但 不 是 487? 的 原 根 。 
4， 试 求 一 个 9， 对 所 有 的 Gis1， 它 是 户 ,2 的 版 报 : 


p=11,13,17,19,31,37,53,71。 
5， 设 Pp 是 素数 ，F1。 证 虹 
0 Cmod P)， DPD—1+tk, 
-1 Caodp), PT 
6， 设 素数 六 =*2，p 一 1 的 标准 娄 因 数 分 解 式 是 994% 人 fr。 
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Eto Cp De 二 


7)， 存在 oj 对 模 上 的 指数 是 92《 个 能 


Ciii) 全 说 鳃 世人 用 这 一方 法 : 
7 设 1075%0 1983， 呈 世 ， 下 脚 些 半 有 有 原委。 
8. 家 010% 上 和 根 的 统 小 未 烧 。 


得 月 


8. gp;: P=19.31,37,53,71, 
10. 2 igop: p19.31,37,53.71. 
11. 没 Z0m 由 这 57) 给 出 。 还 叫 : 必 作 人 在 4a， 鸽 


mca 二 ZCm)s 扣 至少 用 QC 个 两 两 对 模 吏 不 同 余 的 4 有 这 


, 


$3 指标 、 指 标 组 与 既 约 璋 余 系 的 构造 


% 节 定理 5) 广 吕 了 ， 疝 模 凡 有 上 不 根 5 


H， 它 的 胆 约 剩余 寄 可 夫 为 
=1,0 ,9m , 0) 

出 就 迄 首 ， 对 秆 a.ta.m)=4， 必 可 唯一 地 米 

Yomod m), 0 i 

通过 原委 4: 校 疡 的 婚 1 余 

站 的 甘 系 ， 这 本 - 应 由 x 

当 BargKoo=2 时 。 模 


下 


时 当 严 有 有 厌 广 


小 ， 


= +1, + +t (3) 


a gr (Cmod 2°), (4) 
Or li2, [3 
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多 是 约 启 会 条 ， 授 过 一 1 和 jj、 同 卉 2 的 完全 
系 构成 的 数 对 {YO 下,7%)) 之 河 可 建 
由 式 (4) 给 出 。 这 类 表示 形式 的 优 
物 数 米 光 ， 它 们 对 械 i 的 梯 法 运算 可 转化 
。 夺 以， 这 种 炎 示 形式 让 理论 与 应 用 .上 [都 是 
这 种 表示 形式 的 东 
让 《es 二 了。 我们 拒 下 基 式 (2 中 
# 为 许 的 指标 ， 记 放 Yn,s Ca)， 当 不 会 
A) 
3，(4,2)=1， 我们 把 表示 式 (了 D 中 的 ?1 
?0' 称 为 是 8 对 措 2” 的 以 -1,go 为 认 的 指标 组 , 记 作 Ys,g, C4)， 
7 9902， 当 不 会 温 涪 时 简 记 作 
Yo C0), CC) 或 Ya), Ya), 
下 耐 分 出来 讨论 指标 与 指 祭 组 的 性 质 ， 实 际 上 它们 是 1 关 
于 指数 性 上 质 的 往 单 推论 ， 只 北 到 模 姻 的 忒 根 对 懂 严 的 指 妆 为 
多 CD 以 及 9 对 模 2 C03) 的 指数 为 2"?。 
关于 指标 ”mgga) 帮 以 下 人 性质 。 
性 质 1 设 9 是 模 训 的 碌 根 ，(4,m)=1。 六 
ga Cnod nr), 
则 有 二 ?mg Co) 《mod BC(m))， 且 反 过 米 忠 成 这 。 
这 出 此 标 yY(a) 的 定义 、cntg = 名 C0D 及 1 人 性质 4 扒 1 
性 质 ?” 洪 9g 基 异 于 的 原 根 (= 1， 关 存 


Tin gC mg (a) pm,g Ch) Cmod Bm) {5) 
证 记 Y0) = Ya,s (0), 们 有 
Ba ger mod 14) 


1 有 得 所 要 
谈 9g,5 是 近 如 的 其 个 人 不同 的 帮 根 ，(4,m) = 4。 我 和 


Yn) rm C9) Yn.g a) (mod BLm)). C6) 
证 由 


9 ‘(mod m), 


gmod my 


(mod ) 


pr 
a ?mg m0 Cmod my 


六、 式 (6) 


下 而 的 绪论 。 
性 质 4 设 9 是 六 虽 ，(e-m) = 1。 泸 们 有 


0 人 CD) 


机 让 俯 


54), 让 Bm (C9) = Pm) 
笋 从 | 诬 出 式 


系 中 让 


Em)): 


CPR) ,7 = Pm) 4d, rn 
设 了 =t Ci) A 
Cd = 
满 吓 F 式 的 上 恰 有 伙 C 四 个 。 变 的 结论 ， 


福 质 4 的 证 明 表 明了 厢 
质 4 的 证 明知 ， 当 模 普 有 有 
多 Cd 个 数 是 


# 旭 (1 的 婚约 剩余 系 的 优 瓜 。 由 性 
要 有 如， 对 任 -4d| 吕 Cm)， 指数 为 4 的 


gitimvd, Oi<d, (£4)=1, C9y 
转 别 地 ， 中 (Co 个 原 根 是 


Or》， (中 (= 1. 《10) 
村 ， 我 们 通过 依次 计 算 式 G) 中 的 
f 就 可 得 


当 记 知 模 所 的 个 厌 
9f(0 二 0 》 允 模 二 
到 模 的 绝对 功 小 际 约 条 喜 小 既 约 正 晋 余下 


此 标 ， 外 此 从 式 58 ) 得 把 所 得 这 些 结果 ， 按 指标 的 人 小 
顺序 或 婚约 列表 .这 种 表 ( 通 常 称 为 指标 袁 ) 
可 供 兵 件 是 十 分 方便 的 . 下 面 求 举 儿 个 例 . 

例 1 23 以 原 根 5 为 底 的 指标 表 。 


由 $2 例 1 知 ，5 芝 楼 23 的 原 根 ，g(23) = 22。 先 按 指 标的 次 
序 来 列表 1， 天 为 依次 计算 5 对 模 23 的 绝对 最 小 剩余 比较 容易 。 


按照 绝对 最 小 既 约 删 余 系 的 天 小 次 序 来 排 ,指标 表 ! 就 变 为 表 2 。 
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一 人 一 
a 


| _- 
a 1 1 2 3 马 3 9 了 8 9 10 1 | 
| i -一 -- 1 
Posss ta) | a 2 16 4 1 18 i9 站 10 3 9 | 
- i -| 
人 1 11 11 1 2 11 22 11 11 22 23 | 
由 形 知 , 模 23 的 原 根 ( 如 皆 数 等 于 22 的 元 素 ) 有 有 10 个 ,它们 是 : 
~9,—8,—6,—-4, —3,—2,5,7,10,11. C11) 
指数 为 11 的 元 素 有 10 个 ， 它 们 臣 : 
— 11, ~ 10,—7,~5,2,3,4,6,8,9. C12) 


指数 为 2 : 一 1。 指数 为 了 的 有 - -个 : 1。 
关 3) 的 指标 组 yo C07 ,Yi,g。 《DD)， 我 


信 仅 评论 9,=5 的 情形 ， 并 把 它们 简 记 作 YC Ge， 21D。 
性 质 5” 昔 o 二 (一 1 上 D157 Cmo4 2*)， 则 有 
Ya a 1) /2 Co 29), C13) 


hy Ca) Cmod 2°. '). C11) 
证 市 人 条件 及 式 ( (go= 5 得 
a i DD (mo 4), 
出 上 星 即 得 民 C13>。 由 条 作 ， 式 Cd tg9o= 中 ， 及 式 Q13) 得 ， 
5 (mod 2°). 
出 于 2ar(5) =2° 由 上 式 及 $1 性 质 4 驶 推出 式 (14)。 
性 质 8” 设 (ab,2》 = 1。 我 们 有 
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YCaby sy Ca) + HI) Cmod 2)» 《1I5?》 


Vo Caby 7 (Ca) + FOC Cmod 2 2 。 (16) 
证 起 式 (d4? 每 
ab 127 arr Doper ar yb) mod 2 。 
表册 总 此 质 5 朝 得 所 要 结 沦 。 
狂 质 7 设 t4a,2) = 工 我 们 可 
das Ca) =| 2 “2 0 C17) 
27 CF (al ,2)， ya) = 0 
证 “ke) = 0 的 充 由 条 件 是 4 二 (一 上 D” Cmod2°), 
容易 直接 验证 这 时 式 (17) 成 立 ， 当 027 (0) 之 2” 时， 一定 有 
4 天 1Caivd 29)， 所 以 21020 09 (为 什么 )。 设 V=57 WY 以 下 记 
5C0) = book ,6D)=62o(0)。 和 让 $1 广 质 7 得 (注意 6(8) = 2 了 ); 
EC0) = Qf CA) ,2 2 《18) 
由 0<<60) Ca) <22 得 25 的。 出 215Co 推出。 
1 一 aaie)s(( 一 DY pepbe'e Cmod 0°), 
上 34175682 推出 
xb (CC 一 了 Dpy sb pith =1 (mod 2°). 
利用 $ 1 炸 质 2 ， 由 以 上 两 式 分 知 锥 出 516Ca) 及 6(a915(5》。 
卤 狂 有 Be = 的， 进而 出 式 518 推出 这 时 式 人 17? 也 成 立 。 证 


i7 推出 : 
之 3。1ssd12， 及 以 “的 记 在 借 2” 的 一 个 既 
二 4 的 元 素 个 数 。 我 们 有 
工 ， d=1, 
VC) = 3， d=2, {19) 
2P(d), 2<<di2 2。 
证 我 们 塘 式 (4 (go= 引 给 出 的 寞 2” 的 既 约 剩余 系 。 出 式 
《177 知 ，aaska) = 工 的 充 效 条 信和 蚌 六 ia) =YXDGo=0， 其 
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a=if (mod 2 .所 以 式 (19) 成 立 .由 式 (17) 甸 issoCo7 一 2 的 
件 是 Ya =0. 2 (Ca ”CD =0,1, 
所 以 在 … 个 婚约 蚀 食 系 中 这 个 ， 因此 式 (19: 也 
成 立 。 当 42，d|2”? 了 时， HR 
知 ，Bzr (0) = 了 = 2f 的 3 

Va, 2" 0) = 4 
设 基 Co =2" 2 二 式 如 

(2 1 0 一 21。 

这 样 的 二 在 中 (257 = 四 fd) 个 ， 及 (由) 可 应 0,1 两 个 全 ,所 
为 dd 2 人 的 革 索 恰 有 


， 我 们 和 ji 档 2° Ca 3》 
”9 由 式 C77 推 则 。 


基 伺 于 有 原 根 时 模 严 的 指 
的 指标 细节 的 指头 
例 2 构 


"ot 0 


10 1112 13 


的 太 小 尝 


由 此 可 得 到 接 懂 时 的 绝对 最 小 王 信 了 系 排列 的 指标 


ay 
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天 〈 见 开 47。 


j icoy | 四 1 0 1 0 1 0 1 


Tn) 日 31 9 2 14 13 7 12 


21 23 25 27 29 SI 


当 ai2 有 时， 模 2” 根 、 它 的 始 约 剩 您 系 可 由 式 (1D 的 于 
式 给 出 ; 当 23 轩 ， 模 2” 没有 原 根 ; 它 的 奔 芍 利 余 系 吕 由 
CD 和 提 们 各 廊 定 ga= 名 给 出 ， 为 了 技 述 方便 、 我 们 把 运 同 种 情 


形 统 -由 来 ， 没 


-所 = 
P10) = 6-1= ys eofe2 =7 A 
Col 


那么 ， 当 1 
《一 1 Tee :0 - 
各 入 2 的 论 对 01.3 得 容 


证 。 当 2 尖 3 竺 ， 是 式 C (9 = 5)。 泥 论 休 和 信 


25f 


a 1 57 9 Cmod 2°) 
2 称 为 对 措 2” 的 指标 组 。 纯 见 ，a= 4:2 时 


量 } .我们 者 Bj 
4 有 Y= 0 

于 此 ， 我 们 讨论 了 模 2" 的 既 约 剩余 系 的 形 如 01) 或 (3) 的 构 
造形 式 ， 以 及 每 atta = 了 必 肘 一 对 诫 二 :个 指标 ， 或 指标 
组 (如 式 人 G) 或 CD)。， 利 用 第 四 章 $3 羡 理 1 即 引 了 定理 ?， 沁 此 就 
可 每 到 对 让 贡 的 相应 结果 。 

定理 ] 设 Py(11%2 中 是 不 癌 的 奇 迪 数 ，2j 富 C11)， 
m= 2 p11 op rs ” 《22) 


C= C400 00= C0k900)HI 式 (2 们 给 者， 


DC 


再 设 下 2 MP sj， 
的 一 组 囊 数 ， 满 足 〈 记 Po 2) 

My 1 《mod 六， Te {24) 
再 加 6) 中 摸 597 的 原 根 ( 访 f 和 7)。 才 么 、 


了 


MoMo! 《DG 


| x 
| 


就 给 出 了 模 扣 的 一 组 
更" oem 及 7=04 的 需 。 
出 起 QD 太 Si 的 定 芝 


太子 中 不 纪 


J 弹 仿 系 。 当 ac 一 0l、 收 


1 0 


xD Cmod 2"0), 


Cnaod PP 1), 

了 
所 以 2 PEI 是 x 对 横 
1 的 指标 。 此 外 让 定理 工 并 ， 刘 上 a = 1， 必 有 只 
的 一 给 满 是 条 人 御 避 6D 的 1= YKOD (4-15. 各 站， 使 得 
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MM DID50 -MTT 
Ft Mr MFG Cmod my, (27) 

这 样 ， 我 们 斌 可 对 任意 重 严 引进 指标 组 的 凡 念 。 

定义 3 设 症 >1L 由 式 C22? 给 出 ,(e:m) = 上。 我 们 把 使 式 (27》 
焉 立 的 三 (aoKeD VCD) omgY TMA) 称 为 是 4 对 神 坟 的 
以 一 5:91 为 底 的 指标 组 记 作 ?mCo) = {7 Ca) ， 
Ya HIG ,soe Tay} 

对 一 1,5 及 诛 概 gt ,9r， 指 慰 组 显然 具有 以 下 性 
时 《证 读 考 上 证 ， 

生 质 9 ?ymCa? eo? 的 完 要 条 件 是 :7 '， 
?是 4 对 机 2 的 指 祭 组 ，Y 人 是 4 对 模 p5i1 的 这 标 ， 以 及 a 通 
市 余 妹 的 充 要 条 件 是 xy 分别 过 所 和 oj 的 完 爹 剩余 


= = 
性 质 10 车 
soaMqi 《CTS MMi oY 


YA 8 "Cmodm), 
则 =V 人 人 Ca) Cmodey), 一 1 
性 质 11 车 (ab ,rm)= TI， 则 
条 天 yb) mod et), -IAIi<r, 
5 轻 约 利 余 系 ， 在 应 用 中 让 完全 足够 
: 足 的 古方 是 ， 在 式 (C25) 中山 如 法， 及 Ai， 
二 nc 和 完全 由 车 上 个 元 未 的 滋 芝 给 出 。 


加 
定理 2 在 定理 1 的 符号 下 ， 设 


四 nt 
BF = MM Dr 5 MMiign! 


te MM! gM — lier, (28) 
让 中 充 定 
(293 
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卷 么 ， 以 下 四 OD 个 数 就 给 出 了 入 尺 的 -组 媒 约 剩余 系 : 
,A 
{cynee,, -1Lss7<r- 
证 明 贸 给 读者。 
例 3 求 模 由 = 22*3?*52.72 的 形 如 式 C25)，(30) 的 经 约 
解 ” 先 来 构造 形 如 式 (25) 的 既 名 

97, m= ma= 7。 所 以 Mu= 32.5%*7?， Mf =25 

22.32.7:，M， = 98.87。 由 第 四 帝 33 例 2 知 ， 可 了 下 1 

Mi!= -2，M3i! =9，M3!= -19。 容易 验证 35，5， 

根 分 别 可 到 32,2, 2。 这 样 ， 

887 ”+9572 — 2) 2 2 
229757.( — 19)*C — 2)7, (31) 
OY 02, OEP ELH, O07H 0 07Y® 42 

就 是 所 要 茎 约 剩余 系 。 为 了 均 造 形 如 式 (30) 的 既 约 剩余 系 ， 

先 归 求 让 《注意 :也 于 cs= 1， 所 以 不 用 求 8 为 此 可 利 肯 过 

《31)。 我 们 有 

BT 1 25 2 

+23.32.52( 一 19) 

— 11025 -9800 + 15876 — 34200 

— 39115 51Cmod 41100), 

7 2072) 

+ 5 — 19) 

19600 + 15876 - 34200 

=17201(Cmod 44100), 


(3830 


蜡 记 mo=22,mi= 


1, 
的 顷 


yt 
T5927 


11025 — 9800 + 31752 - 34200=7 — 1223020T14100), 
2 23 2) + 
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二 2-3352 CC 一 19)( 一 27 
1025 -- 9800 + 15876 + 68400 二 85501 
2699 Gmod 44100), 


所 以 


1 


x= 4951”  ，。17201 (~ 1223)7 (一 2699)7 ， 

OECD 2, OY D6, 0E7 "20 07 
就 给 出 了 模 区 = 22.33-5?72= 44100 的 妍 约 剩余 系 - 

例 4 六 模 贡 = 83:5*7-11=1155 的 形 如 式 (25)， 式 (C30) 的 既 
约 剩余 系 . 

解 ” 鞠 求 撒 如 式 (25) 的 既 约 剩余 系 。 取 m= 3，ma = 5，mzs 一 
7， ma=31。 所 以 ， Mi=5*7*11=385, Ma=3.7.II=231， 
Ms=35.11=165，M =3*5.7= 105。， 册 第 四 竟 83 例 1 知 ， 可 忆 
Mi!=1，AM2! =]，M3=2， 邮 站 2。 和 容易 验证 ，3,5,7,11 的 
原 根 可 分 别 取 为 12， 2.2. 这 样 ， 


x 717 +3.7-1127™ 
| -3°5°11°2.C -2 +3.5.7.2.27", 《32) 
0 和 DO0， 


给 出 了 模 1155 的 形 妈 成 (25) 的 这 约 剩余 系 . 

为 了 构造 形 如 式 (30) 的 既 约 油 余 系 ， 先 要 求 出 满足 式 (28) 与 
i 和 4)， 这 可 利用 式 (32)。 我 们 有 
I+3711+3.5"11*3+3.5"7.2 

=~ 385 +231+330+ 0980 (mod 1155), 
Fe==5°7"11 + 3.711*3+3.5-11"2+8.5.7"2 

一 335 + 462 + 330 + 210—1387-232¢ mod 1155), 
33711 + 87 11+3 5 8112 一 2)》+3.57- 全 
一 385 1 231 -660 +210 汪 166(mod ]155). 
711+3°7°11+3*5-11"2+3.5.7-2.2 
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圭 385+231 + 330+420==]3866=2]11tm" 1155)。 


.6072117 
?4 O06, O70 10 


融 给 出 了 所 娄 的 既 约 刑 念 系 . 
:结束 本 节 时 ， 我 们 东 
表示 形式 一 一 起 (1)，(3)。(25) 太 (530)， 


利用 本 家 答 到 的 弃 红 惠 余 系 的 


和 


定理 4 及 11 题 。 这 些 读 上 党 。 人 是 ， 
看 来 很 简 洛 ， 代 晤 到 了 闽 恨 的 性 质 ， 证 明 这 些 是 并 不 容易 的 。 所 
以 仍 是 下 来 的 证 唱 更 其 本。 


习 题 三 

1， 利 用 指标 的 性 质 及 3 例 1， 构 造 模 ?3 以 原 根 11 为 底 的 指 
标 表 。 

2. 列 出 模 13,17,19,41.47.53,71 以 最 小 正 原 根 为 谋 的 指标 
表 。 

3. 求 错 普 =3.13".17 的 形 如 S 3 式 (25) 和 式 (30 的 既 约 箭 余 

4. 有 谍 下 =7211 的 形 如 83 式 (25 和 式 (30) 的 贱 约 剩 祭 

5. 求 秘 下 2443 的 形 如 3 式 (25) 和 式 C30) 的 友 约 剩余 
系 - 


6。 设 模 m:>2 在 在 原 概 证明: 以 任 - : 原 根 力 底 ，-1 对 
模 贡 的 指标 总 是 $Cm)/2， 
7. 列 出 模 25.27 28 的 指标 表 。 
8 求 3 对 模 严 的 指标 组 ( 选 定 相应 的 原 根 ): 
Ci) m= 25-29-414 Oi) m=2.13.23+11.47, 
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§4 二 项 同 余 方程 


设 z2。、 我 们 把 问 余 方程 
xm=:a(mod my (1) 

称 为 模 中 的 二 项 辣 余 方 程 。 我 们 已 经 不 目 一 次 地 讨论 过 这 种 类 型 
的 同 余 方 程 。 例 各， 第 四 癌 §1 中 的 例 4Cn m=25,4= 1) 和 例 
5Cn= 2,m=p! ,pA ，4=1)， 第 西 章 
数 p 的 情形 ， 以 及 委 四 音译 8 的 定理 7、 定 理 
ER 利用 号 3 关于 指标 、 指 
把 这 站 -一 


Cusm) = 了 “2 和 如果 


定理 1 设 吕 基 2，《e; 划 ) = 1， 及 校风 有 原 根 9。 那么 ， 同 余 
方程 (1) 沿 解 ， 即 a 是 借 避 的 7 次 剩余 的 充 要 条 件 是 
Cn, Bm | , 《2》 
这 里 >(e = ne (四 是 4 对 模 丹 的 以 9 为 座 的 指标 。 此 外 ， 有 解 
时 (1) 恰 和 GoCm) 7 个 解 。 
证 淋 一 xiCmod 澡 ) 是 C1) 的 解 ， 由 (2, 后) = Txt 二 1， 


所 以 ， 由 $83 定理 5 知 ， 必 有 如 仑 代 


TI nod m) 《37 
因而 有 
god my, C2 
簿 而 由 $ 3 性 质 1 知 
ry VC Cmod $Cm) Ys, 

一 次 同 余 方程 
8 Cay Cmod bm)) 53 
的 解 。 反 过 米 ， 洲 y 二 Cmod Cm)) 是 (5) 的 解 ， 则 问 样 由 $3 性 
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这 总 明 Y 兰 见 (mod 史 #4 吓 


质 工 推 册 有 式 5 和 成 立 。 朵 此, 当 c 由 式 9 给 轴 时 ,rr= XCm dm) 
必 是 (10) 的 解 ， 这 误 证 明了 局 余 方程 (17 (C4,m) = TD 与 同 余 方程 
(5) 癌 时 有 解 或 邢 解 。 此 外 ， 对 任意 的 
xs 一 9gYzCmod m), 

由 S$1 泪 质 4 取 2= 9) 知 ，x 二 zagmod ma) 的 充 要 人 条件 是 纺 二 性 
Cmog BG)。 基 此， 辣 余 方程 (I)(Ca,m2 = 1) 有 解 时 和 问 余 方程 
(5) 的 解数 相同 

由 $2 定理 2 知 。(5) 有 解 的 充 要 条 件 是 式 (2) 成 立 ， 且 
有 解 时 千 有 Cn. 个 解 ， 咎 此 及 前 面 移 过 论 识 汗 明 了 

定 青 I 给 出 了 当 模 严 有 原 限 时 具体 求解 方 秽 (DCCa:py = 1) 
葛 方 芒 : (i 利用 指标 表 拒 出 4 的 指标 :C4)，(ii} 解 同 余 方程 
C5)， CD 划 65)? 右 和 解 。 则 对 夭 个 解 9: Cmod WCm)) 利用 夫 潜 表 找 
fizi 谐 是 式 (3)。 这 检 得 到 的 所 有 的 za(med 亚 ) 就 古人 的 全 部 
解 。 


例 1 解 辣 侈 方程 41Cmod 23)。 
解 由 8$2 例 ! 知 ，5 尽 杖 33 的 原 人 可，4f4= 一 5(mod 23), 从 8&3 
侈 1 的 家 2 中 找 册 YeogsC47) = 12。 所 以 ， 贾 解 门 佘 方程 
8x-:19(mnd 22) 
用 于 《8.223 = 32112。 所 以 上 述 同 佘 方程 三 解 ， 解 数 为 ?2。 容 易 看 


中 ， 它 的 两 个 解 是 


Ee 


呈 工 中 找 而 并 


-4,7(mod 22), 


从 人 3 例 1 的 


4《mod82)) 的 数 是 6， 指 


标 为 ?的 数 是- 一 6， 所 以 原 放 为 
x -6,6(mod 23)。 
在 模 扣 有 原 当 9 时 ， 
a= gf, OF HEm) (6) 


FPC) = 7 朵 其、 用 宅 剖 1 知 ，4 是 楼 于 的 
证 屎 Gn, 色 C947。 诡 纪 在 式 () 六 出 的 0 个 
数 和 中 拾 有 以 下 中 CAOn,BC4)) 个 数 是 模 克 的 1 次 测 余 : 
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a=gf, f=te(n, pm)), 
st 用 (ACT POmY), 
这 样 ， 我 们 就 证 明了 
定理 2 设 模 严 有 原 根 ，7232。 那么 ， 在 本 刀 的 一 个 既 约 剩 
余 系 中 ， 模 mm 的 1 次 剩余 愉 有 中 Cn BCnD) 个 。 
例如 。， 模 23 的 八 次 剩余 有 有 11 个 ， 它 们 是 
a 一 521Kmod 23), Ot<11, 
申 S83 例 ! 的 表 1 可 杰出 
a==1,2,4,8, -7.9, -5,-J0,3.9, 一 IICmod23)。 (7) 
当 模 于 有 原 根 时 。 指 数 与 指标 之 间 有 关系 《8 3 性 质 4): 
BOM) 一 《中 (了 YYCGJ7) Em Ca). 
因此 ，(n,8B(Cm)) |7YCa) 成 立 的 充 紧 条 件 是 存在 整数 5 使 得 


pm) 


Tn Bm Sm) 
即 
! gm) 
na) cds 《8) 
进而 ， 出 $ 1 性 质 2? 知 ， 式 (8) 成 立 的 充 要 条 件 是 
ae] (mod m), (9? 


要， 
《Ca,tm) = 1) 有 处 
和 Cn, 斩 (本) 个 解 。 
23，m = 8 ，$C23)7C3.%C23)) = 11。 由 3 例 1 的 表 1 
600) 11 的 金 体 “正好 足 由 式 57? 给 出 。 

当 mi 为 素 玫 PP 上 时， 定理 2 和 3 已 在 第 四 萤 8 定理 7 8 及 9 中 
让 上 明 ， 这 时 利用 诛 根 村 本 

下 面 来 过 论 : 3 (人 3 能 


。、 那 么 ，< 是 檬 壬 的 ”次 剩余 ， 


的 充 杰 条 件 起 式 C9 并 其 式 58)) 
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定理 4 设 半 =2?，a3，2 十 ay 坟 用 对 这 全 中 
底 的 撕 标 组 是 ZKa)，?7900。 那 么 ，a 是 模 2 的 m 次 天 
其 -项 同 余 方程 (1 有 解 的 充 要 条 件 是 
CD Da), Cn.2" 3) | Ye, C10) 
用 有 裔 时 恰 有 有 5,2)"Cn,2” 7 个 坦 就 是 说 ， 
解 儿 输 盖 人 角 ; 当 2|n 时 ， 攻 有 解 姑 有 2"(n,2" “} 
证 守 IH214 知 ， 具 要 在 模 2" 的 一 个 皮 # 
出， 讨论 方 休 51。 所 以 可 设 ( 为 化 么 》 
= Dr, Mt 9, 03Pe2" 2 {11) 
笠 ， 方 程 (]) 就 变 为 一 个 有 两 个 空 数 的 问 余 方 程 : 
f(D smod2), (2) 
to 一， 0 


由 和 3 性 质 5 知 ， 方 称 (127。 就 基 风 你 方程 组 


nua) (mod 2), O27u<iY, 
{;, = Ya) (mod 2772), 


go-2 


(13) 


第 一 个 一次 症 余 方程 (注意 

路 取 值 》 有 解 的 充 楼 条件 是 
Cn 2 | Tay, C14) 

js 方 碌 《注意 "下 好 作 权 2" 


正好 本 祝 2 的 


有 了 和解 时 有 (C1. 2) 个 
的 一 个 完全 剩余 系 中 慰 傈 )》 存 铝 ! 

《ny29 32》 CO 
有 解 时 用 Cs2 全 个 能 。 所 以 ， 问 全 
这 会 万 各 CD) 丰 能 的 充 
Ee | 
RIGnay2) 92 3)， 还 所。 
解 问 祭 方 各 xs1Tenod 21)。 


15) 


定 可 ;的 证 注 是 一 样 的 ， 具 是 胡 述 的 不 同 。 


这 
这 
Bi 


和 解 站 33 例 8 的 琢 4 林 得 17 的 指标 组 是 ?DC17) = 0,7 17》 
= 12。 四 下 ， 区 解 两 个 -次 同 余 方程 ; 


12u=:0Cmod 2), 0 
12v==12Cmod 24), 


=0,1 v=],5,9,13。 这样， 由 式 (1D 谣 给 出 x 的 和 八 个 
例 2 的 表 3 得 到 这 八 个 解 足 
X=5, ~ 11, 一 27,21, ~ 5,11,27, ~ 21(mod 2t)。 
例 3 解 问 余 方 程 x 二 27Cmed 2)。 
艇 查 8$3 例 2 的 才 4 得 % 《27) = 1，700(27)=9。， 漂 此 ， 要 
解 咕 个 一 次 同 余 方 程 
114=1Cmod 2), OEu<l, 
11n=9Kmod 32)，0<sv<<94。 
穿 易 解答 4= 1，25= 11， 这 样 ， 由 式 C10 给 出 的 > 就 是 原 方程 的 
9， 这 83 例 2 的 到 解 x 二 一 29(mod 25)。 
定理 5 设 m = 3。 那 么 ， 当 2+n 时 模 2° 的 一 个 既 约 
测 余 系 中 的 全 全 六 2” 的 2 次 笠 余 ， 当 212? 时 ， 模 2 的 一 
个 是 所 剩 未 系 /nb2” 2 个 元 素 是 模 2* 的 ”次 剩余 。 
证 当 ? 和 叶 ， 条 件 (10) 总 成 立 ， 所 以 结论 戌 立 。 当 3 
时 ， 杂 和 件 (10) 要 成 立 当 且 仅 当 Y C0 =0 及 Cn 22 2) Ca)， 
Oa 2 2 As2" 2) 组 这 样 的 指标 组 ,到 
: 余 系 中 恰 有 2"” /2,2" 2 个 元 素 是 模 2? 的 


便血; 模 2* 的 12 次 剩余 4 的 指标 组 应 满足 
{12,2) =2|7C 00a), (12,2 =4|Y a), 
峡 此 ， 有 ?于 Ca) =0; YWCa) =0,4,8,12。 奏 $8 全 2 的 表 3 得 侦 
2 次 剩余 有 四 个 ， 和 它们 赴 ， 
dl, 15 ~ 31,17(mod 20。 《10》 
害 涅 6 设 册 =2?:a323;2| 信 及 2 = (nn,2*")。 雍 么 ,a 是 
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村 2 的 次 剩余 ， 即 二 项 同 余 方 往 (1) 有 和 解 的 充 要 条 件 是 
24=]1(mod 22 27)。 C17) 
证 必要 性 ” 册 定 理 4 知 ， 这 时 Ya)=0,， 及 


-Ca) = 因而 有 


及 式 (17) 推 出 

=1 (mod 2272). 
《这 里 4 汪 1, 由 此 及 下 式 , 从 人 1 泪 污 
出 定 噶 4 扒 山 4 契 模 2 的 nn 


岂 于 和 + 2 把 4&8， 所 以 从 下 


出 1 全 66 多 太 a.2(5) 

2 推 得 2*|2? Ca)， 这 

这 就 证 上 旺 了 充分 许 = 
由 定理 6 知 ， 异 天 的 IT2 次 剩余 < 应 姑 

1Cmod 23) ， 

,4=2。 这 和 和 式 (16) 得 到 的 结果 机 同 - 

过 间 的 关系 483 性 质 5.7)， 像 还 骨 定 理 3 


a 


因为 2*= (C1 
利于 指 3 


2 了 + ec。 那么 ,a 是 错 2" 的 #4 次 测 床 
同 余 方程 (1) 有 解 的 充 坚 条 件 总 ， ， 

Ca- 12722 04mod Cn 2))， 5ooca)12” /Cn, 2 2)。 (18》 
也 就 是 条 件 ; 


Ca— 13/2r20(mod (1,2)), az Mn” Yl1Cmod 202") (19) 
证 由 $5 性 质 了 7 知 : 

2 = 2 VVC) Ga Cd), YCa) 天 0。 (20) 

2= 27 Va), Ya) =0, 《2])》 

日 


我 们 米 证 明 条 件 (18) 的 充 要 性 。 条件 (18) 与 (19) 的 等 价 性 证 曲 前 
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给 谈 虱 。 先 证 必要 性 ， 由 定理 4 知 Q0) 成 立 。 出 式 (10) 的 第 一 式 
发 83 式 (13)7 捧 出 式 G8 的 第 一 式 成 立 。 当 ”Ca) 关 0 时 由 式 410? 
的 第 二 式 太 起 2 人 0) 挫 出 式 (18) 的 第 二 式 成 立 。 当 六 ”Ca =0 时 ， 
< 二 土 ICmod 2“)。 共 有 为 奇 ， 则 式 (18) 的 第 二 式 总 成 立 ; 车 为 
偶 ， 好 由 式 (18) 的 第 -“ 式 推出 4 三 1 《mod 2, 所 以 4 二 1 Cmod 2 ) 
因此 ,8,4C2) =1, 所 以 式 《18) 的 第 二 式 也 不 立 ， 这 就 证 明了 必要 
性 。 下 证 完 分 性 。 设 式 (18) 成 立 。 用 式 (18) 第 -- 式 及 § 3 式 (13) 


推 册 式 610) 第 -一 式 成 立 。 贰 Ca = 0 时 ， 式 (010) 的 第 二 式 总 成 
立 : 车 ?Ma 0: 风 由 式 (18) 的 第 二 式 及 式 (2 四 推出 式 (10) 的 


发 产 。 所 忆 式 510) 总 成 立 。 由 此 及 定理 二 吝 证 明了 这 分 
显 见 ， 当 于 为 奇数 时 ,条 件 (18) 《19) 部. 定 成 立 。 我 们 也 可 
以 和 肯定 理 6 来 证 哺 定 理 了 , 震 细 推导 镶 给 该 型 。 


EN 


习 题 四 


1. 利用 措 标 表 解 以 下 河 余 方程 : 
Gi) xs 一 J6Cnod 17), 


(moqd 23) 


mod 17); 
《7) Xls=14Cmod 41)s llCmod 41)s 

vii) 37—2Cmod 23)5 Cviii) 13*==5 (mod 23), 

对 柚 些 糙 数 4 , 滞 余 产程 ax 一 3(mod 192 可 解 ? 

相 余 方程 7xs=bGnod iD 可 解 ? 

Cmod 19) 注 足 (zy197 一 1 鬼 全 部 解 。 
(mod 23) 的 全 部 解 。 

一 1(moqd p) 有 解 的 充 


祭 才 和 
i 数 PP 二 2。 证 明 ， 门 余 方程 


a 


要 条 =1《mod 8)。 出 此 推出 形 如 Ps=ltmod 8) 的 过 六 有 无 
穷 多 个 . 

7， 解 同 余 六 程 ， 

[6] Ij(mod 6D; Qi) r==7 (ni2d 128). 


8， 解 丫 余 方程; 
268 


9 


由 一 13.17，19. 
0， 演 柑 532 的 286 次 剩余 。 
pn 一 5Cmod 8) , 则 问 余 方程 x: 一 一 1Cmo9 PY 


民国 会 方程 3z +2Cmodil) 的 全 
15， 对 哪些 整数 4 , 同 余 方 供 107 一 aCmosd 411) 有 有 
16. 证明 ， 2 是 被 73 的 8 次 剩余 。 

17， 击 利 出 原 相 和 不 利用 诛 根 琴 ] 余 方 程 : 
:fmod 37)3 CD xi 一 37(moddl)。 

疗程 (xz+1)Cz+ 了 Dr 一 一 Lonogdl?， 

涩 p 一 3Kmodd4。 证 别 ， 请 的 河 次 科 全 的 充 


恒 余 方程 


=1， 即 a 是 檬 7 的 三 次 测 会 、 求 名 


x 二 3(mod 上 1)。 
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第 六 章 不 定 方 程 (H) 


站 章 应 用 网 余 理 论 讨论 四 个 基本 的 、 重 要 的 不 定 方程 ，$1 
3 中 的 x =#， 关 求 出 了 它 
人 的 血 卫 公式 ; HH 的 : c= 以 及 §5 中 的 "= 3. 
从 全 这 的 计 论 可 这 看 出、 不 用 问 余 理论 ， 而 直接 利用 整除 性 
去 研究 这 些 不 定 方程 ， 那 么 不 臣下 可 
证 ， 蔬 信 极 为 复杂 困难 的 。 


Ey 


Sl Xi+Xi+Xi+Xx = 

太 磋 要 证 明 以 下 结论 ， 

定理 1 每 个 
六 1 不 家 方程 


四 个 平方 数 之 和 和 , 即 对 任意 的 


XI 《1L》 


窒 易 直接 验证 下 硬 的 担 | 
ait Fas+tas tat) bi trp + bi rb) 
dt aly tab) Cbs — asby + asad — thay? 
上 59 的 一 Ge 1 as EE bh a + dg — dsbe)?, 
(2) 
浓 可 表 为 四 全 平方 数 过 和， 那么 它们 的 乘 
数 志 和 。 由 本 T= 下 二 人 +0+02 所 以 定理 1 


四 此 推出 ， 兰 两 全 
省 是 间 个 吾 方 
下 面 的 
过 迁 2 每 个 素 效 p 一 定 可 表 为 四 个 平方 条 之 和 , 即 当 = pi 
不 害 方 程 \ 访 有 豆 。 
由 于 2= 坟 + 二 +0 所 以 为 证 定理 2 可 以 假定 p>2。 睹 
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来 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 3 设 素数 ? 守 2。 计 余 方 如 
人 +t1 Unod py, 
0<<x, yp D/2 


有 解 。 
证 容易 看 出 ， 以 下 (二 和 D/2 个 数 对 模 
a 4=0,1,, (nn—! 
同样 ， 以 下 人 二 DA2 个 数 志 对 模 m 西 两 
bb=0.1,. (tn— 1) /2 
Ep+ 1 个 数 中 少林 两 个 数 对 槛 PP 同 剑 ， 


两 时 不同 余 : 


A 


人 年 


模 P 同 余 、 取 *=ar,y=bo 
引 理 4 
使 得 


数 xyao 上 太 to 1 mo<p， 


证 取 xoswp 昨 引 二 3 中 的 网 父 方程 的 二 ， 我 们 碍 


tun mil, 
但 另 一 方面 


2 + 3 
得 以 二 两 式 得 1m 人 VA2。 主 内 。 
定理 2 的 证 明 ” 设 p2。 3[ 形 4 扼 必 全 下 葵 数 mo pz， 及 
整数 zi,zxasxssxy 使得 
op 二 XX 了 十 XX 名 十 XY 十 和， {3) 
设 ma" 是 所 在 使 式 (3) 城 
有 mo= 1 分 以 下 儿 杰 
Ki) 必 有 (Cxiyxayxayxa] 


六 种 多 中 的 地 小 的。 


器 ,有 素数 9| 《x1, Xz, Xa X41) 、 
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由 由 及 式 (33 知 Gmmop, 一 定 有 gp。 车 不 
PI， 这 种 [mop 耶 硬 。 因 从 有 9 zwo， 折 以 得 


GOD 0) 
但 这 各 ma 的 最 小 怀 予 盾 。 
宝 是 本 数 。 篆 ,是 偶数 ， 则 zi .rayxsyx 中 的 奇数 


名 个 获 必 为 个 数 个 (和 包括 没有 琳 煞 的 情形 ). 所 以 可 能 定 2 Ta 
及 式 人 3 就 推出 
) i:( 
这 又 和 Pm 的 后 小 性 证 证 

(iii) 必 有 mo= 1。 若 不 
xaxi)。 击 取 ( 广 意 ms 是 奇数 ) 
Cnod m0), [yi m2 f= 1,2,3,4. C4) 
Ym 

YI yt YE ty + a +x txts0 Cmod moy, 

所 以 有 


本 9= 刻 推 二 | 


{HY ng 


2|xatxi。 内 


迁 mlDe 


ETT T= ms, OE (my 

我 们 芒 证 明 m0。 车 后 =0,， 则 = y= y=: 让 下 及 六 

C4 ml x = 23 4， 位 这 有 [ ms 二 Cx, Xs, Xa, 0) 池 汪 (于 
为 假 这 ni 一 i 

{ER a x 


2 


2 1 > - 、 
uf = mp, ms, {BY 


HT Xs ~ Cob) Tt Kad1 — CYas 


HX Tad Keys sn 


由 成 6 及 式 53) 得 
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x x Cmod mo). 
由 过 04) 得 这 183 三 Xj 《0d 有 TD) 二 起 因而 有 
tu:0 (mod mo), 
由 以 .上 两 式 及 式 ( 6 ) 得 到 
Cf + Ca mo) Hs/ mo + CH m= MRPs I Em me 
这 和 m 的 最 小 性 予 后 。 所 以 me= 1， 定 理 证 毕 。 
定 垣 工 和 定理 2 中 的 * 四 ”是 不 能 改进 的 ， 这 可 由 下 面 的 结 
诊 看 出 . 
定理 5 当 半 是 形 咎 忆 C8E + 7? (CaZ20 产 四 的 止 烃 数 时 ， 
不 能 形 为 三 个 夸 数 的 半 方 和 。 
证 ”对 任 总 整数 x 有 
x 二 0,1 或 4 《mod 8)。 C7) 
因此 ， 对 任意 整数 xiyxayxs 必 有 
XI Xt XT Cmod 8)。 
由 此 推出 ，" 是 形 如 中 +7 的 下 整数 时 不 能 才 为 三 个 整 数 的 平 
亨 各， 即 定理 当 4=0 时 成立。 假设 定理 当 4= 44 之 由 时 成 立 。 
当 a= t+1 时 ， 车 有 R=419C8Ki+ 人 可 天 为 
有 rtCSk + 7) = Xt 十 x 十 X3， 


朵 上 由 起 (7? 履 寻 二 让 二 xs0 或 4 《mod 8) 推 出 


xi1 一 


=0 (mod 2 。 


因而 有 
A CB + 7) = CX + (xza/22)2 + (xs/2) 


但 这 和 归纳 侦 讼 巴 盾 ， 所 以 定理 对 =1+1 也 成 并 证 毕 。 

由 定理 也 立 节 扒 出 定理 1 中 的 “区 ”是 最 传 结果 。 几 十 呆 了 
影 式 的 素数 有 无 穷 多 个 (为 征 么 )， 所 以 定理 2 中 的 “四 ”也 是 不 
能 改进 的 。 

在 定 开 1 和 2 都 没有 要求 n (成 m) 表 为 四 个 正 整数 的 下 六 之 
和 ， 即 没 丰 上 娄 求 式 (D 中 的 xi 去 /天 全 都 大 殉 改 将 。 2 


多 ， 和 用 归 弛 


“车 给 读音)， 
为 四 个 正 兴 方 数 之 种 ， 


定理 ? 
C8) 


平方 数 之 和 。 


提前 十 :个 到 可 翰 楼 验证 ， 


之 各 和 用 
TGS = 上 3 = 12 
二 1 二 二 十 业 十 于 
= 10:: 
及 定理 工 ， 战 可 座 刘 


由 定 坦 6 知 ， 定 姬 了 中 的 “下 ”是 不 能 改进 的 。 


EE 


js ar 


论 当 72169 时 -- 定 成 立 。 具体 论 延 路 给 


1. 设 素数 Pp 汪 2，&4 站 
0 Cmod p}, 
2， 写 出 3$1 定 二 6 的 证 册 ， 
83. G9 输 汪 沿 LCE; 六 出 的 十 二 个 数 一 
和 。 
全 》 验 证 除雪 中 中 的 十 二 个 数 以 外 ， 赴 整数 1 所 168 一 定 是 
五 个 下 平方 数 之 和 
4， 描 Ki) 23 53，Gi) 43，197， (iii) 47。223 分 别 表 为 

珊 种 不 同形 虑 的 四 个 平方 数 二 和 。 
5. 设 255 xs = 证明: 站 = 妇 + 天 + 不 可 能 成 


正明 下 面 的 同 祭 方 囊 有 阁 : 


Ox yp - 1) /2, 


:个 站 五 个 


方 党 


立 。 
6. 证 虐 ， 除 去 有 限 个 例外 监 之 站， 每 个 正 整 区 邵 是 六 个 正 
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得 于 = < 二 区 十 区 全 
足 条 作 Gi Cx yxasrsx0= 工 的 解 ， 也 屋 有 满足 条 苯 Gi7 xf 


二 xxe0 的 解 。 


§2 Xt+y A) 


我 们 过 
定理 1 


证 沁 要 性 - 数 ， 所 以 下 定 方 程 昌 ) 从 有 了 和解 xm。 
vo， 则 必 访 是 


《2) 


Croys ?+ 1 Rp CT 人 
车 r2， 由 上 式 得 

(xey502= -1 Cmod 7), 
中 (=1， 亦 即 p= 全 +1( 见 第 四 章 $5 
必要 


分 性 当 p=2 了 肝 在 2=1+l2， 所 以 (1 有 解 。 下 Po， 
站 ( )= 1 = 他 -DD 知 ， 必 有 x 请 足 

x 0 nN, It] Pp/2. 
用 此 诈 出 ， 必 有 Pr 


+ Mo, 《37 


设 mo 关 使 上 式 成 立 的 最 小 正 整 数 。 如 果 能 证 明 me= 1， 则 就 证 

表 了 充分 性 。 这 时 ,和 1 定理 2 的 证 明 中 的 人 D-- 样 可 证 Cx, 妇 =1 

〈 留 给 读者 )。 下 耐用 反 证 评 来 证 me= 1。 若 mo>I， 取 
{7 {modm), lulemo/2, 


vay (mod mo), |v|<mo/2, 


4) 


由 此 及 (x,v) = 1 立即 推 出 
Ou + em? /2, 
Utu saxty (mod mo), 
进而 利用 式 C3) 得 
CH2 + DCx2 二 223 = mp, mi moa, 
利用 熟知 的 恒等式 
(a ad) 《0 十 53) = Cahy + Gapbo)2 + aR ab C5) 
上 式 变 为 


ux tu) + Cuy vx) = mmm?p, 


由 式 4) 及 式 53) 天 
ux + Uyx + v0 (mod ms), 
uy — vx=0 Cmod mo)。 

因而 有 


[人 Uy x AN 
(EE ) pe 
Ti 


而 这 和 钉 nn 的 最 小 性 矛 持 ， 所 以 ms= 1。 证 年， 
J 正 整 数 n 才能 表 为 两 个 平方 数 之 和 昵 ? 即 对 怎 
7? 程 


# ， 不 定 
x + y= ns X,YEZ (6) 


才 丰 竺 ?中 定理 工 及 二 653 可 得 以 下 者 
定理 2 设 趟 带 数 n=d?m，tw 无 下 

《6) 有 解 的 充 要 条件 是 后 没有 形 和 如 4 43 的 来 鸯 效 ， 
证 充分 性 用 条 件 知 
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R= 2 ppr, 

Lier, < 

式 (5) 表 明 :, 车 n= 如,n= no 时 不 定 方程 (6) 均 可 解 ， 则 当 7n = nny 

时 不 定 方程 (6) 也 可 和 解 。 册 定理 1 知 ， 当 =2,P1,…,Pr 时 不 定 

方程 (6) 雪 有益 ， 因 此 ， 反 复 利用 式 ( 引 就 挫 出 当 %= mm 时 不 定 方 
程 (6) 有 解 。 设 


mt 
因而 有 
n= dm= (dx)’ + Cdyy?, 

这 就 证 明了 充分 性 . 

必要 性 ” 谈 n= ion 时 不 定 方 各 (6) 有 解 

Xt + yi = dP 

设 e= (zyD，x= czi， 几 = cgi 由 于 m 无 平方 因数 ， 所 以 必 
有 cld。 设 4= 届 ， 我 们 有 


2 gdm, (zp)=1. 
车 mt 有 素 因 数 p 二 3Cmod 4)»， 则 由 上 式 得 pf 了 X91 及 
FZ9=— ymod p). 


出 第 四 章 $ 6 定理 1 的 人 GD ,Ciiil ,Civ) 太 (7 得 


LE IN py 
De. 
电 上 式 得 7 二 1(mod 4)， 盾 这 就 证 明了 必要 性 。 
一 个 很 起 然 的 问题 是 不 定 方 侠 (6) 何 时 才 有 请 足 条 件 人 zx, 妨 = 工 
的 解 呢 ? 
定理 3 不 定 方程 (6) 有 满足 条 件 (,y》 = IL 的 解 的 充 皮 条 件 古 
二 = 2 或 2m,， 其 中 
m= pprr ps=1l (mod 4), 1&1:r, 
证 必要 性 这 就 是 要 证 明 4 了 fm 及 nn 设 有 睛 如 纸 +3 的 素 
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因数 。 这 上 时 必 在 习 : 力 = = 一 1 和 若 4jn， 则 有 
x 2s0 (mod 4), 
但 这 当 人 < ,20 = (8 ,2) = 工时 是 布 可 能 的 ,所 以 必 有 41m 若 有 Ps=3 
《mod 4)2，712， 我 们 砍 有 (pxz) = py 二 1 及 
+J2--0O《modp)。 
局 定理 2 药 必 此 性 省 朋 完 全 - 料 ， 可 排出 必 有 Pssl(Cmoqg 4)， 刻 


2= 开 二 1 ， 结 


法 来 证 明 ， 当 ” 
(7) 
有 解 。a = 1 ， 这 就 是 定理 II， 所 以 有 解 。 设 结 论 对 4=k 时 成 
立 .我 们 来 证 结论 对 == 天 + 工 也 成 立 。 谈 


x+ 一 PP 《xyD=1， (8) 
XE ryREPE, Crk) = le C9) 
由 此 避 式 C5) 知 
Cx TYNE + (KV YX) = PE!, 《10》 
Cx Hye + Cdk YX) Ps C11) 


这 时 ， 
d= Crp Vy Xi 一 区 xx》 二 了 


人 一 YE XI 了》 


至 少 有 一 个 成 让。 车 不 然 ， 册 记 1，ds 半 1， 则 由 式 人 0 其 (1D 知 
Pd， Pd。 因而 入 P12Xxk， 所 以 Pi) 下 Pixs 系 少 有 -个 成 
剖 ， 担 及 成 (3) 必 ( 息 短 是 不 可 能 的 。 因此， 淄 抽 =1 时 由 式 
丰 式 1D 知 结论 对 
程 (7) 疙 有 稻 。 


证 明 : 六 tn,m2)=1， 及 


(X13 = 1, (C12) 
(x2sY2) = 1, 《13 
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革 么 ， 当 m = mm 时 不 定 方 笠 6) 必 有 满足 (xc = 工 的 解 。 由 式 
(ga 


xa WB)! (Xda Hix) = na, 《14) 
天 d= (rizz YYe，Xiya 一 xa)>>1， 则 少 有 索 数 414。 因 此 有 
— ya Cmod 9), C15) 
x 《mod 9), 16) 


Xo 


全 4+， 车 不 然 ， 91x,， 田 以 上 两 式 得 919 12,91yiX2， 
27 = ] 指出 yo，9|xX2， 这 和 CX,527 = 工 闻 硬 。 亲 起 
绕 索 除 gj :xs 及 Ys。 由 式 (15) 及 C16) 易 得 


x1Cx2 + y=0 Cmod 9), 
xalx? + YI) 0 (mod 9)。 


由 此 及 4+xixs 得 (注意 :， 9 是 素数 ) 


xXx? + yx ty (mod 9). 


由 此 及 式 (12) , (13) 得 nr, 二 me 一 0 《mod 9)， 这 和 (m1,72) = 1 矛盾 ， 


综合 以 二 的 1 

Ff 表 为 两 个 平方 数 之 

-问题 的 关键 在 

当 思 不 于 

和 的、 这 将 在 可 

人 出 。 

-个 更 进一步 : 

将 在 下 一 节 利用 
作为 丰 节 记 


改 足 多 少 ? 我 们 


明 下 面 的 定 再 : 


寿 解 的 充 村 条 件 下 (人 = 1， 即 是 形 加 0k + 1 的 素数 


证 必要 性 ” 若 不 定 方 枉 617? 有 解 xo,yo， 则 显然 有 
《xoy3so》=《P。3xogyo> = 1, 
利用 第 可 章 $4 定 理 1， 印 直 及 式 (17) 得 


2 (3). 


再 利用 第 凹 章 8$ 6 定理 1 和 定理 5 可 得 


DDE DD 
因此 ,，《 池 )=1 凶 (如 )=1 亦 即 n= 6k+1. 这 就 让 明了 必要 性 


充分 性 四 ”由 ( 忆 ”) = 1 知 同 余 方程 
S13 Cmod p) (18) 
必 有 和 解 ， 设 so 为 共 解 。 雾 虑 集合 
sot — ts Ou p, NMETV Ps, (19} 


这 集合 的 元 素 个 数 等 TCF + Donp， 因 此 ， 由 人 篇 集 原理 知 ， 
必 有 两 组 不 同 的 fw 2) ,fuaypa} 使 得 


Sour ~ Hsots — to mod p), 
即 有 
sg (Cnnd PY), 


这 时 名 = 一 He， 再 = 0 一 Vs 一定 不 金 为 零 ， 制 此 及 jo 是 同 余 方 程 
《18) 的 解 可 得 
2 38250 (mod P)。 


的 证 而 所 砚 前 方法 与 定 还 1 不同， 这 早 坎 简单 ， 定 埋 1 的 充分 性 也 可 
该 下 自己 补 出 。 


@. 
以 这 梯 讶 。 


280 


另 一 方面 ， 由 式 (19) 可 得 


由 以 上 其 式 挫 出 仅 有 上 


藉 操 +3 加 =p， 训 
则 必 丰 2| 关 + 名， 所 这 4 | 二 32C 问 全》， 
能 ， 车 杠 +3 以 =3p， 则 3| 和 ， 轩 商 有 

D2 + 3C8/3) 
这 也 推出 不 定 方程 (1 有 和解。 这 语 证 蚜 


习 题 二 
1 找 凡 1 一 99 中 哪些 可 表 为 两 正方 数 之 和 ， 蚁 些 不 能 。 
， 攻 素数 人 = 人 +， 邦和 妈 这 实际 上 大 蛤 一 的 - 即 
四 车 还 有 P=4 二 好 atD0， 由 必 有 a= 古 


Cy 37， 41, tiv) 3 
万 教之 和 的 也 和 有 了 可 能 名 


3. 求 出 Ci 5 .1]3，(ii) 17 -29 
072-13， 17 的 并 为 两 


4， 车 nn 及 nm 鬼 为 附 冰 方 数 之 和 ， 形 么 ， 半 也 是 两 平方 数 


35， 证 町 : 如 求 一 个 下 整数 不 是 两 个 平方 数 之 和 ， 那 么 ， 也 
一 定 不 是 两 全 有理数 的 平方 和 - 

6G. 证 明 : 《iD 设 i 人 -0， 失 :>0。 那 么 ， 
理 数 的 平方 和 的 充 要 条 件 是 tm 为 两 幕 流 所 

(ii 当中 的 (Go = 1 时 ， 充 
数 之 和 

7. 设 2= 人 + 总 (C4, 加) = 证明: 蔡 1 所 mn， 抽 w=? 
+d2, (ce.d)y=1 

第 8 一 12 题 利用 Legendre 符号 具体 给 出 了 了 奇 


姓 p 表 为 唔 平 
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方 数 之 和 的 公式 ， 
8. 设 了 7 为 奇 素 数 ， 伙 ,P) =1。 证 茹 ; 
38 2 
9， 设 素数 p 一 1 (mod 4 7。 (fsp) = 1， 以 及 
LE 
1 = 了 (C72 十 无 ) . 
SO) >( 二 ) 


证 明 ，QG》 SG) 是 侦 数 , (ii》 对 任 总 整数 ! 有 
se {i 
SID = (5)s 0%. 


; a 5 加 
10. 设 p 为 奇 素数 ，( 生 ) = 1 人) = -1 证明，a 1， 
oO 二 D7920 .到 《Cp 一 1D/ 罗 ?是 入 的 脱 约 草 余 天 
44， 设 素数 p= (mod 4)，a,b 同 第 10 题 ， 及 9 = (p - D72。 
证 明 ，G》 


Bp-1 B-1 P-1 2 
qs tos = BD 5 SL + +)), 
T=1 Yml kel Pp 
其 中 SCK) 的 定义 同 第 9 题 。 
dii) 
pd -2(Y), Ex Cmod p), 
DLE) ? 
kl Pp 


(p—2) (2), y=x? Cmodp), 


iii) = (到 SO)》 +( 去 sw). 
12. 利用 第 11 蜂 的 方法 ， 其 体 求 出 P= 41,53,71 的 两 平方 
数 之 相交 表达 式 。 
13, 设 p 为 奇 素数 。 证 明 ， 不 定 方 答 了 =x* +2y? 有 解 的 充 
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要 条 件 是 (了)=1， 即 P=1, 或 3fmod 8)， 

14 设 奇 素数 pb 二 5。 以 下 结论 正 依 乌 : 不 定 方程 P= XY? 十 5 
右 解 的 充 这 条件 是 ( 了)= 1。$ 3 定理 4 的 让 明 方 站 在 这 里 可 用 
但 ? 为 什么 ? 


15， 设 ae osxs 呈 都 是 殉 数 。 汪 明 : 存在 束 数 x,J 满 足 : 
Cre da) Ce 一 ad = x dy 


16。 Gy 如果 正 旦 数 ” 的 未 因数 p 都 满 足 ( 汉 )- D 则 
XB. 

Gy 如果 的 素 因 数 孝 满足 (二 2)=1， 则 ?= 并 729。 自 
己 找 世 个 具体 正 整 数 n (有 两 个 或 两 个 以 上 素 因 数 ) 蛤 证 结论 全 
和 《ii) 。 

17， 第 2 题 可 推广 如 下 。 设 ep 是 给 定 两 个 正 整数 ， 不 网 
于 为 1， 为 素数 车 P= am 2， 二 1 x>0, y>0, 
有 解 ， 则 解 是 唯 - -的 (提示 (cx + by (Cau? + be) = (axu + byr)? 
+ ab(lxv vu) 

18， 设 Dp 是 未 数 ，p>3。 证 明 ， 当 且 仅 当 p 一 1 《mod 6) 时 ， 
不 定 方程 如- xy+ 台 =P 有 解 。 

19， 设 素数 p 一 L Cnodu6。 证 明 


= 22 十 712 u 


必 有 整数 4,v 满足 
《mod 3). 


《提示 : 
da — abs+ b= {fap 3Ca— by 
= 0a Bt Fo 2b -a + ) 


§3” x+y=n (CD) 


本 节 萤 这 明 下 而 的 结论 ， 
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定理 1 设 n 节 1。 不定 方程 


X= 《1) 
的 解数 
AD = 4 Dad), (2) 
am 


其 中 算术 丽 数 让 的 定 久 如 下 : hC1) = 1， 
0, 214a, 
Moon ,2+d, 
以 及 (1) 的 两 组 解 iYi, 妇 }, {Xz,yz} 罩 作 是 不 同 的 ,只 要 x 关 xs 或 
2 天 加 有 一 个 成 立 。 
我 们 将 分 若干 个 引 理 来 证 明定 理 1。 首 先 ， 引 进 玫 个 符号 
和 术语 。 不 定 方 各 (1) 的 解 x,y 称 为 是 本 原 的 ， 如 果 满 足 (x,y) 
= 1 以 了 0GD 表示 不 定 方程 (1) 的 全 部 非 负 本 原 解 的 个 数 ， 以 
QC 表示 不 定 方 各 〈1) 的 全 部 本 原 解 的 个 数 . 
引 理 2 ”我 们 有 


C3) 


NOD=Q0D=4, POD=2。 PO)=1, (4) 
QO =4P(D， n>l, C5) 
以 及 
NeD = DOF), rel. C6) 
Cl 


证 当 n=1 了 时， 不 定 方程 (1) 的 全 部 解 是 
{+1,0}, {0, +1}s 
?=2 时 全 部 解 是 
{ 土 1, 土 1}， 
由 此 就 推出 式 〔D。 不 定 方 程 C1》 的 本 奈 解 x,y 必 满足 
x) = CN,xy) = 1, 07) 
因此 ， 当 7 法 1 时 ， 必 有 


lIx|l21l， 1y| 实 1, 
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是 |xly18| 是 《1)》 的 非 负 本 原 解 所以，"> 1 时 ， 不 定 方程 《1 
的 非 负 本 原 解 z, 凡 一 定 是 正 的 ， 岂 十 xs, 土 态 给 出 了 《1 的 四 组 
不 同 的 本 原 解 。 这 就 证 明了 式 〈5)， 最 后 ， 汪 证 式 (6)。 设 x*,y 
是 (2) 的 解 ，G 罗 = 那么 ， 必 有 由 |n， 以 及 4=*/d,0= Ad 
是 


Wt+ w= nd 《87 


的 本 原 解 ， 且 不 同 的 解 {*, 妇 对 应 于 不 河 的 解 1a,e- 反 过 来 ， 设 
4d 这 31d? ln 著 tp 是 (8)》 的 一 组 本 原 解 ， 那 么 ，x = du,y~ dv 是 
51》 的 解 。 且 不 同 的 解 {u; 思 对 应 于 不 同 的 解 ix, 引 。 这 就 证 明 
了 式 《6) 。 证 毕 . 
51 理 5 设 m>1。 那 么 ,对 不 定 方程 (1) 的 每 一 级 本 原 解 xX， 
Y， 必 有 s 满足 
sy=x (mod nm) ， xs 一 1CmnoedrmD。 9) 
星 外 ， 攻 {xty} {xesva1 是 《1》 的 两 组 不 辐 的 非 负 本 原 解 ，s,， 
ss 分 别 是 对 应 于 它们 的 满足 式 (9》 的 解 ， 都 么 必 有 
51S2olmod mm) (10) 
证 ”由 于 本 康 解 必 狂 足 式 (7)， 所 以 一 次 同 余 方 程 ys 二 
xlmod n)》 对 重 ? 必 有 唯一 解 。 进 而 有 
-ymod n), 
由 此 及 (yn = 1 即 得 ?二 一 1(mod ny。 这 就 证 明了 前 六 部 分 。 当 
n>>1 陡 ， 中 式 《7) 知 非 负 本 原 解 一 定 是 下 的 ， 于 wn (为 什 
么 ) ,所 以 ， 


Ss2 


3x TS 


时 此 有 


1 XY, xs < 人 O11) 


玉 5 二 szCmod 7 , 则 由 5791 二 Xi mo (7=1,2), 及 Cs152,7)=1 
推出 


sl31xs= S12 med 1), 


ty (mod 1), 
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由 此 及 式 (11) 得 
VX2 = Yorie 
利 册 Cr) = Cryzsy 1， 从 十 式 及 x; ,9; 均 为 正 就 推出 x1 = za 
V1 = Vas 了 后 半 部 分 。 证 毕 。 
引 理 4 设 mm 汪 1,(4,m) =1。 郑 么 ， 二 元 一 次 问 余 方程 


au + V0 mod my) (12) 
必 有 解 #6,v0, 满 足 


和 二 | os 了 0 |< mm, 《33》 


证 考虑 集合 au + az 的 取 值 范围 是 : 


Ou m, (C14) 


这 样 ， 这 个 集合 的 元 素 个 数 
(m+ D>m, 当 闫 不 是 平方 数 ? 
Lk 当 扣 是 平方 数 ， 
因此 ， 由 馈 集 原理 知 ， 必 有 两 组 不 同 的 {tw},{ tz,va} 使 得 
A + paua + to CmMoOF rr)。 

现 取 to= 册 一 srt0= 旨 一 Va。 遇见，tioste 不 同上 时 为 零 且 满足 式 
《12)。 几 式 《14) 知 ，|201 所 7 砚 ， 由 式 (15) 知 , 10] 之 Vm， 
此 外 ， 车 而 =0， 则 w 关 0 但 出 zo,06 广 是 式 12》 推出 m|s6， 因 
由 10| 尖 mm， 但 这 和 |v6l 忆 wm 蒜 盾 。 所 以 二 0。 普 06=0， 则 
二 0。 进 面 由 to 如 满足 式 《12》 及 (4a,m)=1 推 出 训 |luo, 因 此 
， 但 这 和 |a|< 砚 ，m>1 着 捕 。 所 以 vo 隆 0.3 引 理 证 毕 。 
显 见 ， 应 有 0 之 之 二 《为 什么 )。 
引 理 5 设 ”>1- 若 二 次 同 余 方 程 

S2== 一 (mod n) 《16) 


luo 
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有 解 s: mod n， 那 么 ， 不 定 方 程 (1》 有 本 原 解 ， 旦 几 有 一 组 非 
负 本 原 解 x1,y1 满足 


Si x(mod 7), C017) 
证 显然 有 ts1,m) =1。 因 而 由 引 埋 4 知 ， 必 有 ruoyp 满 足 
0 | SA, 0<[ogl<v nm， (18) 
以 及 
Sido=vo(mod n), (C19) 


前 式 (18》 得 
DU + USN 
由 s: 泪 足 同 余 方程 〈16)， 从 式 〈19) 可 推出 
ud + v2=0 mod n), 
让 以 上 两 式 妈 得 
1 二 (C20) 
寻 wot 是 《1》 的 解 ， 下 面 来 证 它 是 本 原 的 ， 旭 d= (uo,v0) = 1。 
由 式 《20) 得 至 |m 六 出 式 〈19》 得 
St(uay 四 -mrdCmod nr 由。 


£00) 0) DA) 
这 里 用 到 了 59 ~ 1Cmod 4/ 四， 而 上 式 仪 当 4=1 才 成 立 。 所 以 ， 
losro 定 〔1》 的 本 诛 解 。 
辟 后 ， 当 to,20 同 导 时 ， 取 到 = |tol ,= jiao 当 tosvo 异 写 
时 ， 报 = io; 如 = 2， 我 们 不 难 验证 Xi, 驴 (1) 欧 韭 负 
(实际 上 是 正 的 )》 本 原 解 ， 且 满足 式 〈17) 〈 留 给 读者 )。 引 理 证 


9 


由 5 理 3 及 引 理 5 立 旭 推出 ， 当 7>4 时 ， 不 定 方程 (1) 的 
非 侦 《 实 际 上 一 定 基 正 的 ) 本 原 解 x1,y1 和 同 余 方 程 〈16) 的 解 
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Su mod n 之 讶 ， 授 过 关系 式 《17) 可 建立 :一 一 对 应 的 英 系 。 因 而 
它们 的 解数 相等 。 以 RD 表示 周 余 方程 〈16) 的 解数 ， 这 就 证 


PD = Ron， n>l, {21) 
由 于 RGD -= 1 ，QG) =4， 册 此 及 式 《5) ,人 21) 就 得 到 
GOD = 1RCOA #1, (22) 


关 十 REED 有 下 面 的 结论 ， 
引 理 6。 我们 有 RG) = 1 
RW=1, RQ =0, ao (23) 
以 太 对 奇 素数 也有 


-1TN 72, (mod 4), 
Ripo =1+( -t= 之 1 
P=1 (i) to p=3(mod 4), “> 
(24) 
进而 ， 蔡 
n=2°0p" tpDErge gi, 
其 中 p39; 是 不 同 的 奇 素数 归 江 是 Pj 二 1Cmod 有， 本 1 9 二 
3Cmod 4)，1 扩 7 人 ft， 尖 有 
1 2 当 ao l,i 0 
12", ol > 
Rn) = 
lo, 当 a 或 tl1。 25) 


证 ROQD=1 及 式 (23) 容易 二 。 由 第 四 点 35 推论 3 

及 定 晶 1 推出 式 《24》 当 4= 于 由 成 立 。 进 而， 由 于 
25 一 0Cmod p) 

与 辐 余 - 16) 《24=p) 关公 共 解 ， 从 第 四 章 $4 推 论 4 就 推 
出 式 《24) 对 5 汪 1 均 成 开 ， 

读 后 ， 册 第 四 帝 $4 定 妾 1 知 

RD = RL OI RDI ID RPIT I RENE 1) mm RAIS 1), 
C26) 


由 此 帮 式 《233，(24)， 就 扒 得 式 〈25?。 证 毕 。 
定理 1 的 证 明寺 式 (6) 及 《22》 证 
88 


Nm =4 3) R{E)- 《27) 


2 
设 叶 = nimz。 Cniyna) 一 党 可 |n， 忆 么 , 必 有 (C42,10) = , (dd?,72》 
= df，4d 一 gd 中， 反 过 米 , 着 好 ndiimasd= sd， 期 呈 上。 因 
此 ， 当 nm = minsy (mynaa) = TI 了 时， 月 《利用 第 站 竟 $ 4 定理 1) 
n nn nn 
到 -三 的 习 em 
dm < < 


设 n = p11opfr，Py 是 不 同 的 素数 。 由 上 涉 即 得 
Das) Da (FE) 


a af| pi ap3r 
《29》 
设 p 是 素数 ， 我 们 利用 引 替 6 来 计算 (注意 式 (27)) 
= R62) Ny. 《30) 
dad’:|p" 
当 p 21; 
SN C2 = RC) RE + ot REQ > =1. 
(31) 


当 p 二 1Cmod 填 ) 是 |， 


了 Ap = RP Y + RPT2) + or + RPT =a+1. (32) 


当 p 二 3(mod 4 时 
1 NP Y= RD) + ROL 2) 7 e+ RAD 3°) 


fl 2|o, 
= 


lo, 2+e. (C33) 


全 这 里 的 LR 人 :的 汐 主 回 数 、 
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利用 式 (3) 定 义 的 &C4D)， 从 以 上 三 式 不 难 推 得 ， 对 和 企 意 素数 疡 廊 


TFN’) = R01) +hCPY F oo 十 大 (用 


= Sk), al. (34) 


dp” 


由 此 及 式 (27) ,29) .(30)， 就 得 到 


NG = { 了 Cp (3 NCpzD) 


=( 二 80) 2 9). C35) 


dllp91 erj pyr 
申 #( 力 的 定义 不 难 验 证 ， 对 任意 的 4,4' 有 
edd’) = h(adyhd’), 36) 
出 此 及 上 式 〔 为 什么 》 即 得 
N= Dh. 
di 
这 就 证 明了 式 (2)。 证 毕 。 
二 定理 1 立即 得 到 
推论 7 不整 数 n 表 为 黄 个 整数 的 平方 和 的 表 基 个 数 等 于 nn 
的 4k + 1 形式 的 正 除数 的 个 数 与 三 和 3 形式 的 正 除数 的 个 数 之 关 的 
内 倍 ， 进 而 推 加 ， 任 一 正 整数 的 形 如 4%& 二 1 的 正 除 数 个 数 一 定 不 
小 于 它 的 形 如 4 + 3 的 正 除数 的 个 数 。 
习 题 三 
1， 利用 本 节 的 结论 证 明 82Y 习题 二 的 第 2 题 。 进 盏 征明 ， 
当 用 Pn”* 代 赫 时 结论 仍 成 立 。 
2 对 n=200,201,202,203 计 算 N CD POD 有 QCny。 
3. 证明 ， 当 t 役 有 大 于 1 工 的 证 方 因数 二， 9D = UD， 
散 称 本题 的 
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4。 青 接 证 明 皇 一 正 整数 二 的 棋 如 4 的 正 际 数 个 数 不 少 
于 形 如 4 必 +3 的 下 除数 的 个 数 。 

5. 求 00D = 0 的 充 权 条件 ， 

6. 设 1<n 一 1Cmodqd)。 以 N* C0) ,Pp*Cn) 及 Q* 《nm) 分 别 表示 


的 全 部 解 的 个 数 ， 非 的 本 原 雇 均 个 数 ， 及 
全 部 林原 解 的 个 数 ， 这 里 林原 解 是 指 (x,8) = 1。 证 轨 : 
NOD = NY/2, PID = PED 及 OY) 00N/2, 


7 了 7。 设 1<<n=1(mod 4)。 在 第 6 题 的 意义 下 ， 证 明 : 

Qi) 若是 素数， 则 不 定 方 各 4+ 六 = 大 褒 右 一 组 韭 负 解 ， 
而 中 : 定 是 林原 狗 

diiy 若是 合 数 ， 则 全 定 方程 4x?+ 态 =F。 站 和 没有 林原 
解码 有 多 于 一 组 本 原 解 ; 要 么 存 -- 组 非 负 林原 解 ， 旦 同时 还 至 少 
有 一 组 非 负 的 非 本 忆 

8， 设 1<<n 二 1Cmed 4 是 给 定 的 数 。 证 盟 我 们 可 用 下 面 
方法 来 缩小 4z2+ 刀 = mn 的 非 负 解 <.2 的 范 峙 : GD 0 Vn/2s 
(ii) 到 定 奇 素数 g 太 械 9 的 :次 非 剩 余 4, 一 4x? 法 0 一 nCmod 9); 
Gi 当 n 二 1Cmod 8 时，21x。 以 m= 4993 为 例 ， 取 4= 5,2=2,3， 
证 地 :>x 仪 可 能 在 4,6,14,24.26,34 中 取 值 。 着 再 取 9=7， 
a=3,5,6， 则 可 推出 二 不 能 耻 值 14,34。 由 此 推出 ， 仅 有 非 负 解 
*=16,y=63。 进 和 而， 由 第 了 通 证 明 妈 归 是 素数 。 这 里 实际 上 给 
和 了 正 整 数 9 二 1Cuod4》 的 一 全 素性 判别 法 。 
0， 利用 第 8 题 方法 ， 阐 断 = 5209,5429,6101,5809 是 不 
数 。 
10， 设 NsCD 表 大 =X XX 二 的 爹 部 解数 (次 序 不 
同 ， 正 针 世 不 同 均 看 作 不 同 的 解 )。0 《中 表 示 工 的 正 除 数 之 和 ， 
印 cCo) = Yd (例如 、9(6)=1+21+3+6=12). 本 扣 是 刊 用 


2 
对 + 二 的 全 鹿 解 数 入 C3) 论 来 证 末 。 
Bo Cn B+ 
ny -{ CN), T _ 
2doCm), n=2m,kil,21m, 


291 


(i) 设 2+nmyM(m 是 不 定 方程 各 = 二 二 人 5 二 Hi 
1 入 D 的 全 部 和 解数。 证 肖 : Mm) = gtn)s 

(i) 设 2+n。 证 明 : NiC2n = 3NAmD) ,NC2n) = Ni(dn)， 
及 Na(4n) = 160 (Cn) + Na 

《ii) 由 GD， (推出 所 要 结论 ， 

Civ》 对 n=105,210 验证 以 上 结论 的 正人 确 人 性 〔( 迫 示 为 证 
C 记 利用 


Mn Ngay NC2b) 


目 


Qa+br2n 4 4 
0) 
= hst) 


nx- EV-2n 


这 里 变数 s.f.x,# 取 正 奇数 ,把 最后 和 式 分 s = ss 了: 两 部 分 
讨论 ，s =t 的 这 -部 分 之 和 等 于 9 (WD)， 另 一 部 分 为 零 )。 


§4” ax:+by’?+cz:=0 


这 一 节 权 讨论 不 定 方程 
ar?+by +cees=0， xX,y,x 不 全 为 零 。 <1) 

我 们 将 征明 如 下 结论 : 

定理 1 设 a,5c 均 是 非 零 灯 数 ， 旦 乘积 ape 无 平方 因数 ， 
那么 ， 不 定 方程 1) 有 解 的 充 要 条 件 足 4,5, 的 正人 负 号 不 
人 金 相 同 ， 以 及 一 br, -ca, 一 好 分 别 是 模 4,8,c 的 二 次 剩余 ， 即 二 
次 问 余 方程 
be(mod |al), (2) 
calmod |b[), (3) 
s?=— ab(mod |c1) <4) 


及 
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均 有 解 。 
先 来 证 明 两 个 引 型 。 
引 理 2 设 m 足 下 粘 数 ，q,8, 7 是 正 实数 满足 a67=rw。 那 


么 ， 对 任意 整 获 te, 了 ， 同 余 方 程 
dx rey+f2=0(mod m) 《5) 
必 有 一 组 不 爹 污 零 的 解 Xi,91,z1, 满 中 
x, (yi | SB, 2 | Sy, C06) 
证 尾数 集 合 : du +et+Jw,0Sus0,051sf,0<wA 


?Y。 这 一 集合 的 元 素 个 数 等 于 
+EaDA+ La G+LYD a = m. 
因此 ， 必 有 不 同 的 两 组 人 50, 册 4} ta ,V2,9s 使 得 
du + ev Fwdus + ef'z + fw (mod Mm}, 
取 xr =-rannn-az=aotza 就 满足 引 理 要 求 . 证 毕 。 
引 理 5 设 (mu,ms)=1。 车 
ax2 + By? + em 
drtew+fs) dx +ely + fz) (mod m), 
axs + by? + oa 
= (dr + ey + fs) (dyr + ony + f22) Cmod m2) 
那么 ， 必 有 2,6,f ,4 ,o,f 了“, 使 得 
az2 + hy? + ez2 
dr rey+fa) dx+eryr fz) (mod mm,), 
这 里 的 同 余 叉 恒 等 同 余 式 ， 妈 对 任意 整数 x,y,z 部 成 立 。 
证 ”由 孙子 定理 《第 四 章 $ 3 定理 1) 知 ,一 定 存 在 4,e,f ,4”， 
e’, 了 满足 
d=4; (mod m;) 


dy (mod mj) ,0 


i (mod mi;) ,f=fy mod m;) ,1= 1,2, 
ymod m3) ,ffy mod mj) ,= 1,2. 


a 
因而 有 
MX 十 下 + Cx? 


二 (dx +ey +fs)(d’xte’ytf’s) mod ms), 1=1,2. 
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由 此 即 得 所 要 的 结论 . 

定理 1 的 证 明 ”用 条 件 ab< 无 平方 因数 本 推出 zs 两 两 轻 约 ， 

站 妥 性 ” 设 不 定 方 程 忆 ) 有 解 X1, 如 1。 灰 见 4,4,? 不 能 有 相 
问 的 符号 ， 不 她 没 CeieV1sz2) = 工 ( 为 什么 )。 我们 米 FE 明 辐 余 方 
程 (2) 有 解 。 为 此 ， 先 证 必 育 (4,xD = 划 ， 车 不 然 。 必 有 素数 P12， 
pa。 因而 pl 了 ,由于 Ca 的 三 上 加, 汤 以 P11。 因此 有 rp?1ax?， 
由 于 4 无 平方 因数 ， 获得 px 但 这 和 (x1 如 2 =1 蔬 所 。 央 而 
有 =z; 1! 满足 21217' 直 1Cmodle|)， 由 此 得 


bi 
(by 
这 就 证 明了 2》 有 解 。 由 对 阁 
也 有 解 ， 
充分 性 ”由 (0, 引 1 及 (2) 有 解 知 ， 存 在 5 及 5 满足 5 二 
becmad |a|) 及 bb-! 二 1Cmod |el)。 这 样 :就 有 恒 等 问 余 式 


} mod ial)， 
bclmod lal)。 


推出 同 余 方 程 (3) 及 (4) 


by? + csr pb- (by + cx) eb! (hy? + bez?) 


bp-1Cbry? — st22) 


=b-!1Cby — $12) (by + 812) 
三 (zy 一 bisiz)(CBy+Siz)Cmoa |al), 


进而 有 
x2 y+ ozs (y bis) by +8s2) mod | 
7) 
类 似 可 得 恒 等 同 余 式 
ax? + bps + Caras ~ etsox) (C2 + 52x) (raod 16|), 《8) 


ax2 + hy: + cz2== Kx — 4 183)) (ax + S89) Cmod icl)， 《9) 
其 中 ssyss 分 别 请 足 同 余 方 程 (3), (4) 以 及 cc™'= 1Gmed 151)， 
aa"! 二 1(mod loj)。 四 以 上 涯 式 , 两 次 利用 引 理 3， 训 推 出 在任 整 
数 册 ef ,4 ,6 ,1 ， 使 有 全 等 同 余 式 


axz + by? + ex? 
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sfKdx tey +t fa (d’xte’yt+tf’z) mod Jabcly (10) 
成 立 ， 上 式 称 为 ax? + 5 六 + cz? 对 模 abce 可 分 解 为 一 次 式 的 乘积 。 
为 使 计 论 确定 想见 ， 可 以 假定 >0,5<0,<-0。 因 为 以 -4a， 
-bb -5 和 代 4,5,c 后 ， 不 定 方 程 () 及 定理 1 的 条 件 均 不 变 ， 所 
以 ， 于 此 及 a,58,c 正 货号 水 全 相同 知 ， 可 假设 它们 大 一 正 、 两 负 。 
因而 〈 必 要 时 改变 字母 sb,e 的 记 导 ) 可 作 所 说 的 假定 。 
现在 应 用 引 理 2 来 讨论 同 余 占 枉 
dx +og+rrzzs0Ognod abpcy。 C11) 
取 a= vicp8= ice ,Y= ap ,由 引 理 2 知 ， 同 余 方程 (11) 
必 有 一 组 不 金 为 零 和 的 和解 x1,91,31, 满 中 
[rvVie, lvlsv lcal, lz 1ad|,. (12) 
由 于 bc 无 平方 因数 ， 上 而 等 号 分 别 仅 当 bc=1,|cal =1,1abi =1 
才 有 可 能 成 立 ， 因 为 a 是 正 的 ，b,e 是 作 的 ， 所 以 ， 除 了 
013) 
外 ， 必 有 


由 式 (10) 知 ， 
axt + by? + er?=d(mod abe), 
因此 ， 当 式 (13) 不 成 立 F 
ax? By? 
当 上 式 第 一 种 情 由 咸 立 时， 我 们 就 找 
授 X,,y1,34。 当 第 二 种 情形 碱 六 后 


1 了 个 定 方 程 (1) 的 一 组 


Xe 一 — byr+tXgs Ye= ax + Yi, 


容易 验证 


Gx + by 


当 xa,yaysaz 不 全 为 零 时 ,也 得 到 了 不 


定 方 各 (1) 的 一 组 解 X2,ys, 3 
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当 xz= ys=%4=0 了 时 ， 我 们 有 zf = 一 ab， 由 于 ab 无 平方 因数 ， 所 
以 必 有 4=1,5= -工人 (注意 对 ,bc 的 正 负 号 假定 )。 因 而 x= Ly 
2= 1 = 0 是 不 定 方程 (1 的 解 。 

最 后 来 讨论 式 《13) 成 立 的 特殊 情形 ， 这 时 《I) 变 为 

呈 二 22 = ar， X,Y? 不 全 为 零 。 (14) 
用 条 件 知 - 1 是 馆 a 的 二 次 剩余 ， 因 此 ， 由 $2 定理 3( 并 利用 第 
四 章 3 5 推论 3 ) 或 $3 式 《22) 均 可 推出 不 定 方程 
ria, (YF,2)=1 

有 解 子 ,#。 这 样 ,x=1,y= 久 ,z= 就 是 (14)， 避 (1) 的 一 
组 解 。 证 毕 。 

例 1 判断 以 下 不 定 方程 是 否 有 不 全 为 罕 的 解 ， 有 解 时 交 出 
它 的 一 组 解 : 

Ki Bx? 一 1482 一 41z2 一 08 《ii) 3x7 ~ 14y* 19?=0, 

解 (i) 这 时 4=5,5= 一 14,6= -41。 由 定理 1 知 ， 只 要 
验证 同 余 方 程 (2)，(3)，(4) 是 否 都 有 有 和解。 我们 有 

(1 (4D=1(mod 5), 
所 以 “2) 有 解 ; 
$s:=-(-4]) (3)=-5=8Cmod 14), 
所 以 (3) 有 解 ， 最 后 ， 我 们 有 
-14=- 12Cm0d 4D). 

41 是 素数 ， 我 们 计算 Legendre 符 号 


全国 -( 动 CC 
(人 (全 )-( 汉 =- 


所 以 ，( 人 无 解 。 因 此 不 定 方 竹 《i) 无 不 全 为 霍 的 解 . 
(ii》 这 里 a=3= -Le= 一 19， 由 定理 1 知 、 也 先 要 验 
证 同 余 方 租 〈 纪 ,3) 4) 是否 部 有 解 。 我 们 有 
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= (110.(-19) =1(med 3)， 
所 以 (2) 有 解 ; 


= 《一 19) (3) 一 ICmod 14), 

所 以 (3) 有 解 ; 

:Cmod 19)7 > 

所 (0 亦 有 解 。 为 了 具体 找 山 Ci 本 个 能 ， 从 定 至 工 的 充分 性 证 

明知 ， 先 实 把 ex + 99 + 和 半 澡 4 e 分别 分 解 为 两 个 一 次 式 的 
中 可 专 直 


接 分 解 。 我 们 有 ， 
一 2 一 yA) Cy 2 od 3)3 
3x7— 

5(8x — 2) (8x + 2) 

x 7) CX ta) (mod 14); 

ri 14 0 2 ) Tm 69 — 49°) 
= 0x- 2 3X + 2 
I 3x 7 2 Cmod 19)。 

进而 布 于 式 ) ,C8) 及 (9)》 

= (yy + 2) (mod 3), 

Cx 52) (3x + 2) Caod LD (15) 

Cx— 人 《8 + 2 ( Cm 19), 


式 (10)， 然 后 去 
者 *。 介 在 具体 殷 政 从 是 

的 如 (为 计 和 经 

#0 mod 3), 

一 0Cmod 14), 

=0(mod 19》， 

了 19]= !6， 167 


ls] 3"14j=6, 
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8-5) -14*(2)* -19.¢-…1)=75-56— 19=0, 


所 以 ， 这 是 不 定 方 得 《这 的 一 组 钥 。 和 | 果 在 试 乔 中 ， 我 们 得 到 了 
018 的 这 样 -名 解 ， 21=5， 如 =5，x1= -3， 这 时 
3 (-3)" -145 19*52= ~ 798= -3.(-14) (19)。 

由 充分 性 证 明 中 的 讨论 知 ， 应 取 

ze= — (14) -5+C—3) (5) = 55, 

Y= 3"(~3)+5.5=16, 

za +3C-14)= -17. 
究 易 验证 ， 这 就 是 不 定 方程 (i) 的 一 组 解 。 
读 指 出， 周 余 方程 弓 16) 是 根据 式 (15? 得 到 的 ， 它 的 取 起 
显然 不 是 唯一 的 。 事 实 二 ， 只 要 庆 式 615) 的 三 个 同 余 右边 各 
征 取 定 一 个 一 次 因 式 就 可 构成 式 (16) 的 向 余 方 程 组 ， 例 如 ， 代 苦 
(16) 可取 


y -2=0Cmod 3)， 
3x+z=0Cmod 14), 
3x+1+28 Cmod19), 


jz 委 16，171s7，1z1ss6。 


C17) 


习 题 四 


1. 判断 以 下 不 定 方 程 是 耕 有 不 全 为 零 的 解 。 如 果 可 解 ， 则 
按 定 开 1 证 项 的 途 答 求 出 它 的 一 组 解 。 


(0) 3 +7y:— 52=0 {ii) Sx — 17y?+32?= 0 
GiD19x? — 79* — 11z*= 0 Kir) 7x — 49y*— 327= 0; 
(7Y) 4x + 3y*— 532= 0 (vi) 4lx* + 3 — 11e?=0, 


2. 证 明定 理 1 与 下 面 的 命题 等 价 ， 设 正 整数 a,b 均 万 平方 
因数 。 那 么 ， 不 定 方 程 


ax2 二 02 = 2 *,y ;2 不 金 为 学 
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有 解 的 充 吧 条 件 是 : 
Ci) 则 你 方 各 x 一 tCmod 的 有 解 ; 


-ab/d?Cmod d) 有 解 ，d= 《a,b)。 

3. 按 以 下 途径 直接 证 明 第 2 题 中 的 命题 : 

GD a= 1 时 命题 成 立 (iD a= 时 命题 成 立 ， 以 下 不 六 站 
定 apg>1。(ii)》 存 在 整数 T,c,|1e1 过 sa/2， 使 得 
ob=aT = aAm, 大 ,EB 


其 中 4 起 无 平方 因子 数 ， 证 明 ， 0 过 4 之 QQiv) 中 二 A(mod 有 
衣 ; Cv) 二 一 A070A, 扩 ?Cmod(A,) 有 和 解 ; 《Yi) 不 定 方程 A 
+503= 2 入 足 命 题 的 条 件 人 DG 及 (CiiDi (vii) 如 xr,yo,20 是 


czo+bys 是 aa+By2= 因 的 非 是 然 解 。(Cviii) 把 命题 站 结 为 全 或 
《i 订 的 情形 。 

4， 设 4,5,c 是 非 零 整数 ， 朋 正 负 号 不 全 人 蚀 同 ，abe 无 平方 
数 。 证 明 : 3 4 中 不 定 方程 (1 有 解 的 充 要 条 件 是 有 8$4 中 的 恒 等 
同 余 式 C10? 成 立 。 


§5 XI+Yy =2 


本 节 将 证 明 
定理 1 不 定 方程 
XI C1) 
无 xyz 关 0 的 解 。 
这 一 结论 的 证 明 主 归 咱 到 2 定理 4 及 下 而 的 引 理 。 
3 引 理 2 ” 设 27s。 那 么 ， 
sa2+352， {ab)=1 (2) 
成 立 的 充 要 条 件 是 存在 ,5 使 得 
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sa2+363， (a,38) =1, (3) 
a=u ~ Qa, b=308 38, (4) 


证 充分 性 ” 设 式 C3) 和 (人 人) 成立 。 为 使 推导 清楚 ， 利 用 复数 
运算 。 由 式 53) 知 
s=(a+w -39 (av 一 39)， 
因而 有 
s3= (a + ~ 3p) a- 38)s 
={(2— 98) + -3(808 -363)} 
x {la Qa) -一 3(03026 - 38:)} 
= (as -9ap2)2+3(3a28 一 383)?. 
由 此 有 尽 式 (和 扒 出 s =a+3b2。 册 Ca,36) = 1 可 得 (注意 ， 2 了 s， 
2tea 土 有 7 
Ca = Cn ~ 9 — BY = (8 ,0 一 万 2 
= C8, BD) =], 


这 就 环 明 了 式 (2) 成 立 
必 妥 性 ” 设 式 《2) “。 这 时 必 有 3+s， 因 此 ，s 的 任 -… 素 
因数 p 一 定 满足 
P38, Cp,ab) = 1。 《5) 
进而 推出 (为 什么 ) 必 有 


( 汉 )- 1 C6) 
以 Q(5) i s 的 素 关 数 个 入 ( 按 重 数 计 )， 有 日 约定 QC1) =0。 如 0(6) 
=2，QC4) = 2。 我 们 对 QC3) 用 归纳 法 来 证 必要 性 。 当 Qs) = 0 好 
3= 1 上 时， 有 4 = 圭 1， b=0。 这 时 可 服 %= 寺 1，8= 0。 所 以 必要 性 
成 立 ， 假 设 对 DC = af3 的 时 必要 性 成 立 。 当 9(3) =n+1 肝 ， 
设 s= Pt， 少 在 素 效 ， 吕 9 =m， 用 于 P 泪 足 式 (6)， 由 2 定理 4 
知 


p= SA 《7) 
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且 显 然 有 


(31,381) = <8) 
由 充分 性 的 证 明知 
p=02+3d, {c,d)=1, {oy 
-OuBt, d= Sa 381, 《1L0》 
由 此 及 式 (2) 得 
ph pis = (C2 + AL) a2 + Bb?) 
= Lda I) i- 3)(a+ 30), 
Cr dr de da 8) 
= tac+rhd)*+3(ad— be): 
C11} 


1 


= (ac bd + Sad + bo)?. 
直面 来 证 明 :， ad 一 be 和 4ad+be 漆 数 中 大 且 仅 有 一 个 被 整 
除 ， 我 们 有 (利川 式 (2) 和 式 C9)》 
(ad -pey Cad + bo) = Ca + 302)4d2 Cor + 3d*)b? 
= pd — b2), (12) 


因此 ， P 至少 整 除 其 中 的 ， -个 但 菩 pi(ed-apcsada+pbc)， 则 
pl (ad, be) (HA 。 而 由 式 C9)y 和 pcd， 所 以 21 (4 
《al 的 = 1 本 盾 , 这 就 证 明了 所 要 外 论 ,此 由 式 (127 知 被 忆 
必 裕 假 访 户 led 一 5eC 半 d+ 上 能 情形 可 同样 讨论 》， 


由 式 (1D 知 


= 30, C13) 
u= Ca rr PO/ PY, t= C0d— be) /ps, C14) 

我 们 来 证 出 必 训 
C,H = 1 C15) 


出 式 人 9)? 币 !(147 得 


ac t+ Bd = uot dy 
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ad ~ bc = ule’ + 3d?), 
用 此 推出 (分 别 消 去 b 和 a) 
a=te+3rd， b=ud- vc, (16) 
从 以 下 两 式 及 C6, 人 = 工 就 推出 玉 C15)7 成 立 。 
下 此 我 们 得 到， QC) = 如 则 有 式 (13)? 和 《15 成 立 。 因 而 出 妇 
纳 假 设 知 ， 几 有 402,84 使 得 


t=ci+3688， (a2,3f2) = 1， C17) 
及 
Hn- QaB3, v= 3028:— 382, C18) 
击 式 57) 币 1(I73 可 得 (5 类似 于 这 CD)) 
SR) Cos+T363) = 07 + 38°, (C19) 
a=m0a + 3 fs, B=ap,- Bar. (20) 


这 样 ， 为 了 证 明 当 QC)=n+1 时 必 次 性 成 立 ， 只 要 证 明 对 所 取 
的 0,8 式 ( 和 成 及 (a,38) = 了。 为 使 推导 清楚 ， 我 们 仍 利用 复 
名 运算 式 (16) 可 时 为 

atv -b= (C+ Id 一 3o)。 
式 (10, 可 写 为 


et+v -3ds (Catv - 3B) 
式 (18) 可 写 为 
4 一 一 30= Ca- 3)3, 
出 以 上 三 式 及 式 (20)7 可 得 
a+w-30={f(aas+301》 iv 一 3(aspBi — Paary) Ys 
= Ke rw 二 0)9。 
比较 上 式 丙 边 的 实 庶 部 就 推出 和 (成立 。 册 式 5C2) 知 Ca ,35)》 = 1 
由 于 及 式 ( 如 有 即 得 (6,38) = 1。 证 毕 。 
定理 1 的 证 明 用 反 证 外。 般 设 有 xs 二 0 的 解 。 设 xo,yoyzo 是 
这 样 的 一 给 解 ,使 得 |xoyozo| 取 最 小 值 。 显 见 , 必 有 (rssyeyzo) = 工 . 
进而 推 纪 
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{xoy Yo) 一 《yoyzo) = 《Sn0yxro) 二 | 
所 以 ，xay 加 ,aa 必 为 两 奇 一 个 ， 不 妨 设 2|zac 若 加 为 咎 ， 则 一 xo> 
y= 一 zo 2= 一 yo 是 (DD 的 这 种 解 : 车 z 为 个 ， 则 “= 一 so， 了 多 
yo，z = -5 是 (1 的 这 种 解 )。 令 

Xo yo=2u0 Xo~ Yo 20 (21) 

显然 有 wowo 关 0， 洲 不 然 ， 必 有 |xol = vo|， 员 此 及 (xosy0) = 上 牙 
于 [|= 1 = 1， 潭 这 时 必 有 am= 0, 所 以 不 可 能 。 出 C0820) =1 
及 24xo9 可 推出 (为 什么》 


2+utws (Cu,wo)} =1, (322) 


由 起 521) 得 

= Cu 二 to3 + (Hn ~ Woy® 

一 2uoCu3 + B08), .C23) 
也 下 分 GD 3 二 Lo，Gi》34wo 兴 种 情形 来 讨论 。 
Q) 31tw 的 情 县 ， 由 式 人 2) 站， 这 时 
(ups ud + SWE) = 1。 

由 第 一 家 $6 推论 5 及 zo 关 0 知 

O22u0 = 1 + 3w? = s3, 


由 引 惠 2 知 ， 必 有 4,5 使 得 


s=0+3p, (a,38) = 1, 
uo= 29a, wo= 30°P -3/9, 
所 以 ， 
£3 = 2uC0— 38) (a + 38) EO. 
容易 验证 20,9 - 36,a+38 两 两 度 约 ， 正 而 由 第 一 章 & 6 推论 5 知 
2a=0, a-38B=r, ad+38= 0 
又 见 ，5;P;0 丰 (DD 的 解 ， 幅 


r3 十 Pa 一 Ga 


但 这 时 有 
Oz lorpls= 1 = 12u0| = |xo + ol 
EE 
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最 后 一 步 用 到 了 1xoyok 工 (前 已 指出 1xzayol = 时 必 有 ze=0， 所 
这 不可 能 >。 网 而 
|orm| elroy 
这 和 1zsgynso| 上 的 最 小 证 症 押 所 皮 不 本能。 
《ii 3lae 的 和 情形。 法 wr= 32o， 式 对 六 变 为 
二 18roC328 + 8), 
让 式 C22) 知 C3royzeo) 1， 3 二 Spoto， 所 以 
{1 


90 Bp2 + = 1。 


由 簿 一 - 兹 6 推论 5 知 
0 /A1800 = 
由 引 [ 理 2 知 ， 必 有 5, 及 使 得 


所 以 , 
O83 =28 (9 + Py Ca- 人- 
蝎 证 28.2 -六 .4 一 六 两 两 婚约 ， 浴 而 由 第 一 亲 36 推论 5 名 
2p=0, a+rp=Y, a Pp- pi. 
遇见 ，? 了 ,有 ,了 是 (1 的 解 ， 基 
3 3 = oa 
但 这 时 有 
Oxlorpl?= 1733= [200/3| = |2ua791 
x + yl/9 


= |z20l/9-< |xovorl?, 


这 和 |xrsgeze[ 的 或 小 性 闻 盾 。 天 以 也 不 可 
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第 七 章 ” 连 分 数 


$1 什么 是 连 分 数 


连 分 数 是 一 个 很 有 用 的 工具 。 我 们 先 来 举 几 个 合子， 说明 什 
人 么 叫 连 分 数 以 及 它 的 用 处 。 

例 1 如 果 你 手边 没有 平方 根 胡 ， 也 没有 计 算 器 ， 那 么 能 用 
什么 简单 方法 来 求 末 的 还 似 值 ? 当然 可 以 用 通常 的 求 平 方 概 的 
方法 ， 但 下 面 的 办 法 看 来 更 方便 。 


3 Li<4, (1) 
11=3+(11-3) C2) 

-3 

CV 11+3/2 

-3+3: 忆 交 | -本 及 C3) 

TI- /2 


《47 
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(6) 


7) 


(8) 


马上 就 会 想到 分 别 把 芝 人 2) , (3) <4) ,C5) (6) ,07) ,C8) 中 的 无 班 
数 CAII- 台 或 QA11 一 3)/2 去 掉 后 所 得 到 的 《分 数 ” 值 来 作为 
六 了 1 的 《“ 近 科 值 ”。 容 易 算 进 ， 这 些 “ 近 似 信 ”依次 为 ; 


了 3531991257 3970 25077 

3 "19”60，379 *1197” 7561 
:“ 近 何 值 > 依 光 为 ( 取 八 位 小 数 ) ， 
5323.33333333,3.31578947,3.3J666646， 
16622691,3.31662489,3.31662478。 (10) 
伺 作 ， 财 叉 


11 


(9) 


用 小 数 表示 。 
wi 


这 些 的 谓 嘴 很 祖 


31662470..". (11) 
车 取 10/3 作 近似 依 ， 就 精确 到 2/10’， 取 63719 就 精确 到 9/1043 
306 


取 199/60 就 精确 到 42/10'， 下 1257/7379 就 精 风 到 22/107s 取 3970/ 
1197 就 精确 到 L107 取 25077/7561 就 精确 到 1/10”， 这 些 数 据 
表明 ， 这 些 近 似 优 依次 一 个 比 一 个 更 精确 。 此 外 ， 容 易 看 出 

5077 3970 _199 


< < 


“分 数 ”， 作 为 无 理 数 的 近似 全。 因而 岂 就 提出 了 研究 这 种 形式 
“分数 ”的 福 质 的 新 课题 ， 以 及 从 坦 丛 E 理 数 的 这 种 形式 
EE FF 二， 就 可 以 得 到 


C13) 


.什么 昵 ? 能 砍 定 义 它 的 “ 值 ”? 妈 果 能 
定 文 它 的 “ 值 ”， 那 么 这 “ 值 ”下 M11 有 什么 关系 ? 这 就 又 提出 
了 进一步 的 研究 试题 ， 

例 2 -个 分 
39932733102。 我们 
分 竹 不 要 太 大 ， 但 
103993 _ 。 

33I02 


分 于 很 大 的 分 数 用 起 来 是 很 不 方 便 的 ， 如 
一 个 分 已 、 分 子 较 小 的 分 数 来 近似 它 ， 
小。 利用 例 上 的 方法 可 得 
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类 似 于 全 1 ， 我 们 扔 掉 这 些 。“ 分 数 ”中 小 于 1 的 数 寺 名 ,298， 


292 1 3 本 | 
人 得 到 的 
区 3 0 用 依次 得 到 的 
_22 _1 _333 
3， 3+ 计 = 他 3+ 7 L7100 
15 
I 355 
3+ 一 一 一 = 
T+ 1 13 
了 15 十- 


来 近似 103993/33102 = 3,141592653,…。 由 
22_ _ 333 _ , 
3.14285714.…, 108= 3.14150943-…， 


355 
113= 3.14159292.， 


排出 它们 的 精 坑 谋 依次 为 147102.137/104,87/105,37107， 与 它 作 ] 的 
分 入 几 比 (依次 为 :1,7，106,113) 精 确 底 是 很 高 的 。 瞧 实 上， 这 
些 都 是 加 周 举 = 的 近似 值 ，2277 是 所 谓 “统率 >” ，355/113 是 “ 窗 


站 ”， 
这 个 例子 表明 ， 淹 使 是 一 个 分 数 把 它 表 成 这 种 形成 的 “分 数 ” 
也 是 有 好 处 的 。 


例 5 至 今 除了 试 算 有 具体 数 值 ， 我 们 还 疙 及 方法 来 求解 不 
定 方程 
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X11y=1, x>0, y>0. 《143 
这 个 不 定 方 程 可 化 为 


1 
x— 1ly E+ IT x>0, y>0. 
区 一 1 
y 一 1= yar 一 由 #0, 《1I5》 


这 表明 不 定 方程 (1 的 解 x,y 所 给 出 的 分 数 x/5y 是 11 一 个 很 精 
移 的 和 近似值。 因而， 我 们 可 以 试想 从 式 (人 9 所 得 的 那 些 w11 的 近 
似 分 数 中 去 寻找 (14) 的 解 .通过 验算 知 , 由 分 数 199/60;,397071197 


得 出 的 
x= 199，y= 60: x=3970, y=1197 (16) 


是 (的 解 ， 其 它 几 个 都 不 是 。 当 然 ， 从 式 (8) 继 续 算 下 去 得 到 
欧 近 似 分 数 中 还 能 找 而 解 来 。 

这 个 例子 启示 我 们 ， 通 过 研究 这 类 新 形式 的 “分 数 ”， 有 可 
能 找到 求解 形 如 式 (1 和 的 一 类 不 定 方程 的 方法 。 

现在 我 们 来 引进 连 分 数 的 三 念 。 

定义 1 设 xwzxtxzro 是 一 个 无 穷 实 数列 ，* 全 0，71、 对 
给 定 的 ?之 0， 我 们 把 表示 式 


xro+ 一 1 C17) 
Xi 十 - 


Xz 


称 为 fn 阶 ) 有 限 连 分 数 ， 它 的 值 是 一 个 实数 。 当 Yo ,xn 均 为 整 
数 时 称 为 (n 阶 ) 有 限 简 单 连 分 数 ， 它 的 值 是 一 个 有 理 分 数 。 为 世 
时 方便， 把 有 限 连 分 数 记 作 
Kxoyxa Xn>e (18) 
设 05K 坟 2， 我 们 把 有 限 连 分 数 
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《Casa yl > (19> 
称 为 是 有 限 连 分 获 (18》> 前 利生 个 渐 近 分 数 ， 当 (1 是 有 有限 简 单 连 
分 数 { 覃 Xo,…,xn 均 为 加 数 ) 时 ， 把 X65 二 ) 称 为 是 它 的 第 个 
闻 分 订 。 当 式 (17) (或 8)) 中 的 ncc 周 ， 我 们 把 科 应 的 表 示 式 
(1477 (或 (18)) 称 为 无 隧 连 分 数 ， 印 表示 式 


1 
Xo 二 1 » (20% 
i 
,二 T 
2 下 
或 简 记 为 
xos 1s Xa > 《21) 


当 xj 全 0) 均 为 整数 时 ， 称 (20) (或 (21)》 为 无 限 简 单 这 分 数 ， 辐 
样 的 ， 对 任意 0， 有 限 连 分 数 (19) 称 为 是 无 限 连 分 数 (20) (或 
《21)) 的 第 个 渐 近 分 数 ， 当 (20) (或 (21)) 是 无 限 简 单 连 分 数 时 ， 
Xx kK 关 0) 称 为 是 它 的 第 全 吕 分 页。 如 果 存 在 极限 

lim <xo, ee, Xk> = {22) 


戏 么 ， 就 说 无 限 连 分 数 (20)( 或 (21)) 是 收 敏 的 ，0 称 为 是 无 限 连 
分 数 (20)( 或 (21)) 的 值 ， 记 作 
xos Xiy Xa "> = 0 (23) 

若 极 限 (22) 不 存在 ， 则 说 老 限 连 分 数 (2C) (或 (21)) 是 疏散 的 。 

本 章 主 要 讨论 简单 连 分 数 的 基本 理论 及 其 应 用 。 和 作为 本 闻 的 
韦 束 ， 我 们 来 证 明 有 限 连 分 数 的 一 些 蝶 基本 的 人 性质， 这 在 以 后 是 
经 常 要 用 的 。 

定理 1 设 os Xo," 

(Ci) 对 任意 的 整数 "=1， 


数列 ，j 盖 0，7 庆 1， 那 么 ， 
有 


人 Xie 人 
= CXovm Xn Xn nr?> 


= CXosm Kun t l/r Xn > >, (C24 


特别 地 有 
Ko Xn Xns Xai = Cro Xa- Xn i /Xn+1>, 
(C25) 
Gii》 对 任意 实数 ?>0 及 整数 二 之 i9， 
Cxos rr sn n> Cros nis rn tn, 21n C26) 
Kxoy nn ros xn n ti, 2|ne C27) 


Ciii) 记 


am Cos ees, C28) 
我 们 有 

ovann), fn, rs (29) 

aamrr ojn, rl, C30) 

QU > C31) 

RD LD La GD es C32) 

a DD >a (20 ， s>1,， tS>0. (C33) 


证 式 (24) 和 (25) 直接 由 有 限 连 分 数 的 定义 式 《17〉 和 
记号 〈18) 推出 。 对 地 用 轨 纲 痊 来 证 式 《26) 和 式 (27), 当 #2=1 
币 m=2 时 ， 式 (262 和 (27) 显然 威 立 。 假 设 当 n=2k-1 和 n=2k 

(Kk 这 1) 时 起 (26) 和 (27) 都 成 立 。 当 =2Gks iD 一 1=25+ 工 时 ， 
铂 式 5C24) 知 
zol yxakti> = CXos Kis CXay es Kat1>>e 
出 假设 式 (267 对 呈 = 哆 一 成 立 ， 所 以 
Cay ters Kaos Tagri> CEs) Nak sak + 
得 上 式 及 n=2 时 式 〈27) 成 立 就 排出 
Nos Xs Xen Xag+ri + N72 AT Kis Xas ,Yak sXekt+1>>, 
川 此 及 式 (24) 就 推出 当 7n=2Ck+t1)-1 时 式 (26》 成 站 。 当 n= 
(+1)=2K+2 轩 ， 由 式 (24) 知 
Cos y Kaktay = Cor XI Cas ee Xak+27>. 
浊 假 设 式 (27) 对 n= 2k 成 立 ， 所 以 
MXa aptly Tat+2> LX2s "re Tok+1s Xk+2 + Te 


311 


由 上 上 式 及 n=2 时 式 (27) 成 站 就 推 曙 
Xo Is CXay rns Xap+t1s Xak+2>> 
Xo Ts Xas ,Kaktrs Tag+2 + >>, 

由 此 及 式 《24) 就 推出 当 #= 2G+ TI) 时 式 《27》 成 立 ， 这 就 证 
明了 式 (2623 和 (27) 对 所 有 F 都 成 立 。 

由 式 (24) 知 

OM = Cro Xn i nt /Cxnsrs Xn:r ?> 
由 此 太 式 (26) 和 (C27) 就 分 别 推 晶 式 (29〉》 和 (30)。 取 2=1, r= 
2,4,6,…, 队 式 《29) 就 推出 式 (31)。 取 =0,， r=2,4,6,*…， 从 
式 (30) 就 推出 式 (32)。 最 后 ， 由 式 《29) 及 式 (30) 得 
Ol st a, 

这 就 证 明了 式 (33)。 证 毕 @9 。 

下 面 要 证 明 的 性 质 是 ， 如 何 给 出 一 个 明确 的 公式 ， 用 zeoyxir 
,Xa 来 表示 连 分 数 <xo,*… ,xn> 的 值 。 先 来 考虑 斤 个 具体 表达 式 。 


+1 

<xo>= 池 ， CXos Xi> = Xo 计 3 > 
Ei 二 了 
Ce 


ox + 1)x 
Xixs 十 工 


» 


CXos Ki Xa a> = CXos Kis Xo + 1/ xa> 
Korit I) Cxs 下 LAYs) + Xo 
xiCxa fF LI/xa) + 1 
{xoxit 1 9xs + Xo Xa + CXoxy 十 17 
《xcz +T)za 十 1 


名 事实 上 。，{tii 和 (iii) 者 可 击 以 下 简单 结 
正 实数 )， 当 分 母 了 交大 时 变 小 ， 当 分 母 台 变 小 时 


站 接 六 出 :一 个 沧 数 8/5 C4 他 
，。 具 体 的 还 朋 请 读者 洽 出 、 
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因此 ， 如 果 把 xuyxt,… 看 作 是 实 变 数 ， 那 么 、 
Crore xa-is n> = Pr/Qn, nz>0， (347 

其 中 

xm Qn = OnlXos es Xn) (C35) 

是 变数 zo,… ,Xr 的 整 系数 多 项 式 〈 事 实 上 Qn 和 x 无 关 )， 且 对 每 

个 变数 的 方 沈 军 多 为 一 次 “〈 为 什么 ). 故 而 也 可 这 样 表示 : 

Enixat Da 


nl], (C36) 


Knzi= KacilXormm sxn-)» Ha-i= Hn-CXos ,Tn-1), 

万 pi = Dn-iCxoy* Xn-1)}, Eni= En-i(Xos rm, Xn), 
都 是 变数 x0,… ,xa-! 的 整 系数 多 项 式 ， 在 式 (36) 中 保持 xp， 
Xa! 不 安 。 令 Xo 六 十 50 于、 


Pn- 
os snl in? Nos mi no = Oo 
Kr_ixat+ Drn-: Kr-l 
Kn wnt nr Ke 
He wrt En Ha 
令 xw0 时 ， 
Pan- 


Crossan 0s a 


以 上 关系 式 告诉 我 们 应 该 有 
Kani= Pa Hun-t= Qn Drn-1= Pe-s, En-1™= Qn-s. 
由 此 及 式 C34),(36》 进一步 推测 应 有 递 推 关系 式 : 
他 
Qn = XnQn-1 + Qn-ze. 


(C37) 
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一 结论 是 正确 的 ， 下 面 用 归纳 法 来 严格 证 明 . 
定理 2 ” 设 *oxixa 是 无 穷 实数 列 ，xy >0, j 污 1。 再 没 


Pis=0, Pi=l oa=1， ©.1=0, (38) 
以 及 当 ?2320 时 ，PnQ@n 由 递 推 关系 式 (37) 给 出 那么 、 
Cros ,Xa> = Pa/Qrs n>0, (39) 
站 Qi PaQs= CD nl, (49》 
pi OQ- Pa-aQn =《 一 1)”xzn， 10, (C41) 
专 及 
A yxa 17 
= DMK) 11, 《427 
xy nn 一 《Xe ya 
一 (一 1)"xrCGron-a) -4 722。 《43) 


证 当 7=0 时 ，Po= xo，Qo= 1， 所 以 式 (39) 成 立 。 假设 当 
=k( 沪 0) 时 式 (39) 成 立 。 当 n=k+1H 肝 ， 由 式 (25) 得 
Cxog es Ti Tks kt1> = CXosres Th TE 十 XI 
由 假设 当 == 时 式 (39? 成 立 及 式 (377， 就 推出 
区 Xi ee 13 区 天 和 + 


CCXE 士 1AZRt 
Crkg+ITAxkrn 


CursePpes + Pea) + Pry 
Xk CKO Ora) + Op-L 
2 TrtPrt Pr _ Peptl 
IC Qerr’ 
即 当 n=K+1 时 式 (39) 也 成 立 。 所以， 式 (39) 当 9330 时 都 成 立 。 
当 n= 一 1 有 时， 由 式 (38) 推 出 式 (40) 成 六 ， 当 nn 守 0 时 ， 由 式 
《37) 可 得 (消去 Xx》 
PrQn-i— Pa-iQa= -CPa-iQn-s— Pr-sQa-), C41) 
反复 利用 上 式 就 推出 
PaQa-i -PiGn=(-1DnrICP-IG--P-aQ-D， 
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由 此 及 并 (38) 就 得 到 式 〈40)。 注 意 到 当 #0 时 Qs 记 0， 由 式 ， 
《39) 及 (40)， 就 推 得 式 (42)。 
当 m 节 0 时， 由 式 〈37》 可 得 
PnrQn-s — Pa-sQn= CPr-iQn-s— Pr-sQn-1) Tn, 《45》 
由 此 及 式 《40) 就 证 明了 式 (41》。 注 意 到 当 m0 时 Cn>0， 由 式 - 
“39) 及 《40) 就 排出 式 C43)。 证 毕 。 
利用 宅 理 2 很 容易 推出 定理 工 的 《iii， 即 式 〈29) 一 (33) 成 
空 。 详 细 排 导 留 给 读者 。 当 然 ， 迎 里 的 证 明 更 简单 。 
直面 几 个 例子 - 
例 4 求 有 限 连 分 数 <~-2,1,2/3,2,1/2,3> 的 性 。 
解 ”我 们 利用 起 (25) 来 计算 。 
< -2,1,2/3,2,1/2,3>=<—-2,1,2/3,2,1/2+1/3> 
=<—2,1,2/3,2,5/6> =<-2,1,2/3,2+6/5> 
=<—2,1,2/3,16/5>=<—2,1,2/3+5/16> 
=<-2,1,47/48> = <-2,1+48/47> 
=<-2,95/47>= 一 2+47/95= — 143/95, 
例 5 求 有 限 简单 连 分 数 <1,1,1,1,1:1,1,1,1,I2 的 各 个 渐 
过 分 数 。 
解 ” 当 然 ， 我 们 可 以 用 例 工 的 方法 一 个 一 个 计算 ， 但 这 时 利 
用 定理 2 弟 扒 地 计算 出 Pa ,Qn 比较 方便 。 按 公式 《38), C37) 可 列 
出 下 表 ， 这 果 和 =]，0<n<9， 以 及 P-:=0，P-i=1，Q-:=1， 
Q-1=0, 
Pra=Pr-itPa-as Qnr=Qn-i+er-r ?320。 


| 0 1 2 8 4 5 6 7 8 g 

j 0 

| bE 1 E 1 1 1 1 1 1 1 1 
Pn | 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 

| We! 1 1 2 3 5 8 13 21 54 65 


因此 ,各 个 渐 近 分 数 Pr/Qrn 依 次 为 ; 1/1,2/1,3/2,5/3,8/5,13/8， 
21/13,34/3T,55/34,897/55。 显 见 ,Ps,Qa 均 为 Fibonacci 数列 , 且 
有 Pa= Qnti, n>0。 


习 一 
1， 计 算 以 下 有 限 连 分 数 的 值 和 各 个 渐 近 分 数 ， 
Ci <1,2,3>, Ci) «0,1,2,3>, (iii》 <3,2,1>, 
Civy> <2,1,1,4,1,1>, (YY <—4,2,1,7,8>, 
(viy <~—1,1/2,1/3>, 《vii) <1/2,1/4,1/8,1/18>,. 
2， 把 下 面 的 有 理 数 表 为 有 限 简单 过 分 数 ， 并 求 各 个 渐 近 分 


Ci) 121/21, (ii) ~ 19/29, Ciii) 177/292, Civ) 873/4867。 

3。. 求 有 限 简单 连 分 数 <2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8> 的 各 个 
新 近 分 数 太 共 值 。 并 与 自然 对 数 底 。 的 值 比 较 。 

4。 设 4,5 是 正 数 。 证 明 


2+ aitrb =2a+ 一 -一 一 
2 一 
Q 二 wa3 + 由 


以 及 
atwartb =<2a,2a/b,24,24/0,24,20/b, a+ alith>, 

5. 车 名 = <xosxis nsXn> X00>0, 风 = CO To Xi n>。 

6. 设 {x;},{Pj},{01} 同 $1 定理 2。 证 明 ; 

《io 当 n 守 I，Qn/Qr-t= CXn, Xn 

(i) 3x, nes0N, Pr/Pn-l= Crs Xn 1, Xs o> 

7. 在 $I 定理 2 的 条 件 和 符号 下 证 明 ，(i》 当 nn 污 1 时 . 
Qn2xilre tT Xa to + xan) + 1 
Qan 1X + Xs ee + Xan 


@u<CI+xogLltxa)CL+xn)。 
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Ci》 无 眼 连 分 数 <cxoyxiyxai…> 收敛 的 充 要 条 件 大 级 级 数 袜 


Ciii》<i/2,1/2172，>=(w17+I)Xd4。 
Cy) <d,1/44， /4e> = 20+2。 
8. 证 明 : 
Oxi Xa = /QQ -LQ te TCD ECQO IO 
9. 证 明 : 当 n 守 0 Qnr(Xoy Xi yXnrt) = PrCXiy Xo) es 
Xn+t)， 这 里 Pa,Qn 辣 $1 式 (35)。 
10, 证 明 : (iD 当 #0 时 ， 


ix。 -1 0 1 
{iI x ~1 ; 
| 

Pa=| 2 加 
| x ol 
! 0 1 xn 

《ii) 当 ml18j， 

一 于 

i 1 0 
il zx, -1 | 
| 。 | 
1 x ~ 

Qn = 的 - - 

| 的 

0 1 Xn 


， 证明， 当 n 守 1 时 


(G0) DC 
12. 设 a 中 由 $1 式 (28) 给 出 ，Py ,5 由 有 1 定理 2 给 出 。 证 


有 明 : 当 1 到 Js 时， 
Qi Pl +tQi- Qe "P|=1, 
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§2 有 限 简单 连 分 数 


本 节 讨 论 有 限 简 单 连 分 数 的 性 质 及 共 与 有 理 分 数 的 关系 。 
设 woyeiyas… 是 一 个 无 限 整 数列 ，ai 演 1,7 之 1。， 记 有 限 简单 
壬 分数 
aoa san> = fn, (C1) 
定义 整数 列 {hn} 与 {kn}): 
[ hi=1 k=1, ki= 0， 


《27 
如 一 anjn ia-a， ja = ankn :tka-s, n>0, 
显 见 ， ho=ao, = da0+ 了 
1=Koar = Kk ke, kn-> + oo。 C3) 


这 里 的 (0;}, {hn}, {En} 就 相当 于 $ 工 定理 2 中 的 {xy}, {Pn},{Qn} 
下 整数 的 特殊 情形 ， 作 为 8 1 定理 2 的 特例 就 得 到 
定理 1 有 限 简单 连 分 数 (1) 的 值 是 有 理 分 数 ， 


TM ao en> = hofkns Chn,ka) = 1, tH0, 《47 
其 中 iaskn 由 式 (2) 给 出 。 此 处， 还 有 
halen-s— han = C— 1), n> ~1, C5) 


下 Ka -2 — hr-akn 一 《一 "Aan 20, (8) 

fr kk nl1, (7) 

rm antknka ar fn22, (8) 

对 于 给 定 的 一 个 不 是 整数 的 有 理 分 数 uo/W1，#, 汪 2， 如 何 来 

得 到 它 的 有 限 简 单 连 分 数 袁 示 式 呢 ? 8 1 的 例 2 实际 上 已 经 
了 这 种 方法 。 利 用 第 一 帝 $ 5 的 乌 转 棋 除 法 可 得 : 


bp ila + tgs 


《97 


ebe stu 0<astt<aey 
He = batsre 
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由 于 un/ 不 是 闽 数 ， 所 以 s>L 以 及 br>2， 设 
. su 0<iss- . (10> 
由 式 (9) 得 
全 0<c1<ss- 
a=bs. 
利用 $1 式 《24) 得 
Eo = uo/ ua = bo E> = Cbos bs S27> 

= Cbosbr ta> = <bos bs Cha, Ea>> 

= hoybyn das a> = 

= bob ,beds> 

=cCbobiynsbs>s be>l, 《12》 
这 就 得 到 了 = za 的 有 限 简单 连 分 数 表示 式 。 由 于 8>2， 诺 
8§1 式 (25》 得 

Fo=uo/u= Cbosbyses be —1) +I/1> 

=<bosbis "obs bs — 1,1>. 《13) 
这 样 ， 有 理 分 数 to/u 就 有 两 个 有 限 简 单 连 分 数 表 示 式 (12) 与 
(013), C12) 的 最 后 一 个 部 分 商 上 >2，(13》 的 最 后 一 个 部 分 商 为 
1。 那 么 ， 是 否 还 会 有 别 的 形式 揭 表 去 式 呢 ? 回答 是 否 定 的 。 这 
就 是 下 面 的 唯一 性 定理 。 

定理 2 设 <ao,… ,4n>,<bos*…3bs> 是 两 个 有 限 简单 连 分 数 ， 

anal ba]1。 若 


《ELE> 


aos An> = Chose sde>, C14) 

则 必 有 有 = FF，aj = 人，0< 拉 1 
证 不 妨 设 s 守 9。 对 用 归纳 了 法。 当 7=0 时 ， 老 之 1， 则 
由 81 式 (24) 得 
go = Cbos bi bs> = bos bis ,be>> 

= but 1/<bis "sbs>, 

由 于 已 >>L， 所 以 <bty…ybs>>1， 因 此 上 式 不 可 能 成 立 。 这 就 推 
319 


出 s=0，ao=bo。 所 以 结论 当 n=0 时 成 立 。 假设 当 7n=kC>0》 
时 结论 成 立 。 当 n=k+1 时 ， 由 §$ 1 式 (24) 得 (注意 s2>7n2>1) 
aos ds drt> = a0 +t /Kars rs apr>, 
Chos brs bs> = bor /Cb ,bs>, 
由 apt 辣 1 及 D>1 知 as ya4xr2D>>1 及 LB ,ba>》 沁 I。 因 而 ， 
由 条 件 (14) (n= 天 +1)， 就 推出 ao= 如 及 
Kaay ar? = Cb ba>, 
由 归纳 假设 知 ， 从 上 式 就 推 得 s=K+1 及 ar = 与 ，1<STSK +1。 
这 就 证 明了 当地 = 天 + 1 时 经 论 也 成 立 。 所 以 结论 对 一 切 n 守 0 都 成 
立 。 证 毕 。 
出 定理 2 及 式 (12) 就 立即 推出 : 
定理 5 任 一 不 是 整数 的 有 理 分 数 wo/tl 有 三 仅 有 式 (12) 及 
《13) 给 出 的 两 种 有 限 简单 连 分 数 表示 式 ， 其 中 ps 由 式 
《9)》 给 出 ，s 守 1,5s: 半 1。 
例 1 求 13/5 的 有 限 简 单 连 分 数 。 
和 解 ” 我 们 按 式 (12) 来 求 。 
13/5= <2 + 3/5> = <2,5/3> = <2,<1 +2/3>> 
= <2,<1,8/2>>= 2,1,1+1/2> 
= <2,1,1,2>, 
这 个 有 限 简 单 连 分 数 的 特点 是 : 从 左 往 右 和 从 有 往 左 的 数字 是 一 
样 的 《参见 习题 二 第 5 题 )?。13/5 还 可 表 为 
13/8= <2,1,1,1,1>, 
例 2 求 7700/2145 的 有 限 简单 过 分数 ， 及 它 的 各 个 渐 近 分 


数 。 
解 
7700/2145= <38 + 1265/2145> = <3,2145/1265> 
=<3,1+880/1265> = <3,1,1265/880> 
=<3,1,11+385/880> =<3,1,1,880/385> 
= <3,1,1,2+110/385>= <3,1,1,2,385/110> 
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=<3,1,1,2,3+55/110>= <3,1,1,2,38,2> 
=<3,1,1,2,3,1,1>, 
按 $2 式 (2》 刚 家 来 求 hn,ka( 见 表 D 及 汤 近 分 数 kn/ 由 表 1 知 


表 1 

一 
! 

x | 0 1 2 3 4 6 

一 一 一 

Ga 3 1 1 2 3 2 
| ha | 要 4 7 18 61 140 
| 下 


浙 近 分 数 依次 为 
3/1,4/1,7/2,18/5,61/17,140/39= 7700/2145, 
这 分 数值 化 简 后 为 140/39。 昌 然 原来 的 分 数 不 吓 既 约 的 ， 但 渐 近 
分 数 一 定 是 既 约 的 。 利 用 起 《7 和 (8) 可 以 计算 原 分 数 与 浙 近 分 
数 的 误差 ， 和 如 
140/89 - 61/17 = hs/ks— hi/ks= 1/ Cdes) 
= 1/(17* 39) = 1/663, 
140/39 — 18/5= hs/ks — hs/ks = — 25/ (Ksks) 
= -2/(5* 39)= -2/195。 
卖 者 自己 计算 、 


长 它 几 个 误 
习 题 二 

1. 设 a/5 足 有 理 分 数 ,<aoy… ,ea> 是 它 的 有 限 简 单 连 分 数 ， 

以 及 p21 证明: - 
kn bhai= (7 (as 扩 。 

2， 共 体 说 明 第 1 题 给 出 了 求 最 大 公约 数 (4,8) 及 解 不 定 方 
位 ar+5y=6 的 一 个 新 方法 、 用 这 个 方法 米 求 解 以 下 的 最 大 公约 
数 和 不 定 方程 。 
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(iD 205x+93y=1s 

{tiiy 65x ~ 56y= ~1y 

《iii) 13x + 179= 55 

(iv) ?77x+639 = 40s 

{wv) 《314,159)5 

《ri 《4144,76967 。 

3. 求 有 理 分 数 (i) 7/11, (ii) 173/55。 Ciii》 -43/1001, 
(Civ) 539]/3976，(w》 一 873/4867 的 两 种 有 限 简单 连 分 数 表 示 
式 ， 以 及 它们 的 各 个 渐 近 分 数 、 渐 近 分 数 与 有 理 分 数 的 误差 ， 

4， 设 ma=<Kan ,an》,S0= 《Kbosrybnsbati>》 是 两 个 有 限 简 
单 堪 分 数 。 试 求 。G) ro= so 的 充 机 条件， (ii) ro<cso 的 充 机 条 
体 。 

5， 设 有 理 分 数 a/5(Ca,5)=1,43b2>1) 的 有 限 简 单 连 分数 
是 <ao,a…, aas>。 证 肥 : 

Slo ss nt n> = Kans nis "is Co> 
的 充 要 条 件 是 CD 当 2+7n 时 al 如 + 1 《ii) 当 2f 时 ,al52 一 了 

6. 设 2,b,c,d 是 整数 ，c>e>0，ad-pse= 土 1。， 挟 设 沁 
1。 若 = Car t/t+ a) ME = <ao ne, arn， 以 及 bf 
<aos an-t>， 这 里 <ao saa> 是 are 的 有 有 限 简 单 连 分 数 表示 式 。 

7. 设 ””=<l 2 ati>， 它 的 各 个 新 近 分 数 为 &j/Ey， 
7=0:1 ns 证明， 

hn = ffin yt Nhat Cn IRs a te + Bh + ho + 2h_ Le 


$3 无 限 简单 连 分 数 


本 节 要 讨论 无 限 简单 连 分 数 的 性 质 及 元 理 数 如 何 表 为 无 限 简 
单 连 分 数 ， 

定理 ] 无 昧 简单 连 分 数 <cau at ea…> 一 定 是 收效 的 ， 也 就 
是 说 ， 设 r= <ao an> 是 它 的 箔 半 个 渐 近 分 数 ， 那 么 一 定 存 
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在 概 恨 


lim rt = 0。 (1) 
此 外 还 有 
OD rr , 
C02) 


刀 及 0 一 定 是 无 理 数 ， 

证 内 $1 定理 1 的 式 (31),《32), 《33) 可 知 : 

(Ci 有 理 数 烈 7 中.72 7? 是 严格 的 递增 数列 ， 且 有 
上 界 =ao+1/41。 因 此， 它 一 定 有 极限 : 


lm rn 
电 油 是 Or rs, (3) 
Gi) 有 有理 数列 rr ,7 是 严格 的 递减 数列 ， 且 
有 下 界 ?=ao。 因 此 它 一 定 有 极限 ， 
limr es- n=0 


sw 


屿 满足 


Or, C4) 


GiD 入 G7 0D 及 81 的 式 (33) 推 出 
ri cr， t0,s21. 《57 
因而 ， 由 式 (5) 及 82 式 (7) 推 出 ， 对 任意 正 整 数 只 有 
O00 0 EMD TN hom-kam)!, 
由 此 及 $2 式 (3) 就 推出 0 =0 =8。 这 就 证 明子 式 (1> 和 C2)。 
六 面 米 证 明 9 是 无 理 数 。 用 及 证 法 ， 设 0= w/v 是 有 理 数 。 
班 式 C2) 及 $2 了 (7) 可 得 ， 对 任意 下 整数 7 有 
O10 ri | ka 
因而 省 
nu hy! 1 
Ra 
调 于 |Kkau 一 4a5| 一定 是 整数 ， 故 由 上 式 的 左 兴 不 等 式 知 
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0 


[aa 一 和 oa 之 3， 因而 zi<ip|， 但 这 和 有 23 式 (3) 了 矛盾 。 证 毕 ~ 
定理 2 ” 设 <cu'ai, aa,…> 是 无 限 简 单 连 分 数 ， 以 及 记 


ga = ans ant ne0, (8) 
那么 有 
anr=[en]。 ?320， 《7》 
及 
Kao aiy Gay > Loos Gns nti>s 330 《8)7 


上 式 有 边 是 -一 个 有 限 连 分 数 。 
证 由 定理 1 知 所 有 的 无 限 简单 连 分 数 《an,anris*…>Cn 庆 03 
都 是 收 钱 的 ， 由 定理 1 及 $1 式 (24) 知 ， 


00 = lim<ao, a «os n> 
ne 


= lim <ao, <asy eyean>> 
pe 


= lim Yao +1/<ay an>)) 


9,= Im<eiy yan>> 


由 以 上 两 式 就 推出 
Go=a0 +1/0 = <a0,01>, 9 
0 = L001, 
周 理 推出 对 任意 的 ">0， 
Bn =an tl/0n+t1= ar, Pnr1>, C10) 
an 一 [en]。 


这 就 证 明了 式 (7)。 利 用 归纳 法 ， 由 式 (99 和 (10) 就 可 推 出 式 (8》 
成 立 ( 留 给 该 者 )。 证 毕 。 

由 式 (7) 立即 得 到 

推论 3 设 <ao:ei >,<boob 2> 是 两 个 无 限 简单 连 分 数 。 


《<aoy aiy > = bo bys "o>, 


N63 = 631,10, 
这 表明 一 个 无 理 数 如 果 能 用 无 限 简单 连 分 数 来 表示 ( 即 其 人 
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竺 于 这 个 无 埋 数 )， 那 么 这 个 表示 式 一 定 是 玲 一 的 。 那 么 ， 任 意 
一 个 天 但 数 是 否 一 定 能 用 无 限 简单 连 分 数 来 表示 呢 ? 网 符 是 肯定 
的 。 雪 实 上 ，$ 1 例 工 和 定理 2 已 经 指出 了 具体 求 这 种 表示 式 的 
方法 ， 但 需要 严格 证 明 。 
定理 4 设 5 是 一 个 无 理 数 。 再 设 
[ ao = [go]， =1l/Ato}, 
ai = [7 
那么 ， 有 aj 实 1,i 写 1 及 
Fo= a0, 41 ss ">, C12) 
我 们 把 <ao al aay > 称 为 是 无 理 数 名 的 无 限 简单 连 分 数 表 示 式 。 
证 ”由 于 名 是 无 理 数 ， 所 以 嫩 (7 之 1) 都 是 无 理 数 。 因此 ， 
0 一 [<D 7 之 0， 以 及 吕 >>19 交 12 由 定理 1 知 式 (12? 
右边 的 无 限 简单 连 分 数 是 收 化 的 ， 设 
Oo 一 《ao QivGz >。 
我 们 要 来 证 明 go= 各 。 押 x= [xz3+fx} 及 式 (11) 可 得 
= ao 十 1/E = a1 > = <aoyar + /62> = Ca0s01, bo> 
= = Cao a1 nnti>s 0. (C13) 
由 此 及 § 1 定理 1 得 
TO Dr err, 
(C14 


C11> 


r= Caos tees tn2, 0 


由 此 及 式 (1 就 推出 9, = fo。 证 毕 、 
由 定理 4 立即 得 到 &s 的 无 限 简单 连 分 数 表示 式 : 
fn= Lansanti "7s TO (15) 
我 们 他。 称 为 #4 的 第 ”个 完全 商 。 
例 1 求 《41,1,1,1,*…> 的 值 。 
解 ” 设 值 为 9。 由 式 (8) 知 
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=<1l,9>=1+I1/A8。 
到 此 ，97~0-1=0， 质 以 
0=(1+tv 5)/2, 


外 此 及 9>>1 知 ，9=KL+w5)/2。 
例 2 求 《< 一 1,3;15254y1522411s2.4，"> 的 值 8。 
解 ” 先 求 C1,2,4;1;2;4,1;2,4,…> 的 值 ， 设 为 9。 由 式 (8) 
知 ( 利 用 8 1 式 (25)》 
8 =<1,2,4,0’>=<1,2,4+1/9> 
1040 +19/0’>=<1,2+0° 7C48 +1)> 
=<1,C90° + 2) /C40 +D>=1+(40 +1)/(90’ + 2) 
= C130 +33/ (C90 + 2), 
译 此 ，9C9)? 一 116” -3=0， 


0 =(11 + 239)/18. 


由 此 及 0">1 知 9 = (11+V329)/18， 当 而 ， 由 式 (8) 短 
0=<- 130>=<—1,3,(11+vV220)/18> 
=<-1,3+18/(11l + W220)> 
=<-1,3+V329—11)/6> 
=<-1,CV220+7)/6> 
= -I+6/(w229+7》 
= (v229 -37)/6, 
例 5 求 例 2 中 的 连 分 数 的 各 个 完全 商 。 
解 我 们 只 要 求 和 0380 7 和 8 
,=《di9>。 因 为 当 n525 时 ， gs。 了 这样， 内 
E19,0 > =3+18/(11 + V220) = (V229 17) 
E10 >=4t18/(11 + V220) = (22 +13)/, 
Fs =<210 > = 2,<4,0 2> = 25807 
46/ 339 +13) = (229 17)/10. 
例 4 求 V8 的 无 限 简 单 连 分 数 。 
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<2 4 >， 


和 解 ” 按 式 (13) 可 得 
VBE=2+(VE -2)=2+4/(V 8 +2) 
=<2,(V 8 +2)/4> 
X21 BE- 8 +2> 
=<214+ C8 2)> 
=<2,1,4,(v 8 +2)/4>, 
这 叉 回 到 <2.《w 8 + 2)/4> 的 情形 ， 因 此 ， 数字 循环 出 现 ， 得 到 
vA 8 =<2,1,4,1,4,1,4.0">, 
我 们 同时 得 到 了 
B+/A= C41 ,4 1 > 
B+2=<4,1:4,1,4,1,.">. 
例 4 的 方法 可 用 于 来 求 形 如 CY 4 +4)/5 的 无 限 简 单 连 分 数 、 
这 将 在 8 5 作 进 一 步 讨论 ， 但 求 一 般 无 理 数 的 无 限 简章 过 分数 是 
十 分 困难 的 。 下 面 来 举 个 例子 。 
例 5 求 以 2 的 无 限 简单 连 分 数 的 前 六 个 数字 。 
书 由 定理 4 知 ， 设 名 =3/ 2 
ac=[Fgo=I，8= (oao071=8 2 一 DT 
=A/ 4 +8/ 2 +1, 
a=[]=3, fe=C -8 = 84 + 2 -2 


sf =1, Gt D3 
和 A/ 
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3 
TT 
A438/ 5 2 tt 
_ A 4 +1521l 
14-58 2 -4 4” 


as= [t=5, t=(5 -= 


m=[8=1, Cs= (8 -DD" 


I4-58 3-44 
as=[6sJ 1, Fo (GoD mB/ TIO TDs. 


所 以 ， 
8/ 2 =<1,3,1,5,1,1,¢0>, 


实际 上 利用 计算 器 求 as 时， 不 用 求 出 多 的 精确 表示 式 ， 当 然 不 
龙 求 太 多 位 数字 ， 以 免 误 差 本 大 ， 使 cn 的 值 失真 。 但 这 里 是 可 
以 的 。 

0=8/ 2 1.25902105, ao=1, 

El= (50 — 1) -3.847322102, a=3, 

gy= (1— 3) 1.180188736. as=1. 


Es= (2 1) 7 一 5.549736484， as 一 5， 
(5a 一 5) 1.819053362， aa4= ]， 
Es = (5 171 一 1.220921671， as5= 
ge= (es 一 1) 1 一 4.526491197。 


下 面 来 讨论 无 理 数 用 它 的 无 限 简 单 连 分 数 的 新 近 分 数 来 作 有 
理 般 近 时 的 误 益 ， 并 证 明 这 种 有 理 有 逼近 大 最 传 的 。 

设 无 理 数 ,的 无 限 简单 过 分 数 表示 成 由 式 (12) 给 出 ， 它 的 
第 4 个 渐 近 分 数 是 


T= Ca 0 0 Any, 
以 及 整数 列 {hn},{Kn} 由 $2 式 (2) 给 出 。 我 们 先 来 证 明 : 
定理 5 对 ns0 右 


了 
kn Cka t Rrra) 


， 
lr 一 才 由 一 。 《16? 
| 可 
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证 由 式 (13) 及 § 1 定理 2 的 式 (39) 得 到 
ao Qnr 


ha nr th 
天 se 


2 0。 (17? 


贡 此 及 32 定 理 1 得 


3 TO0。 《18) 


由 于 aaa<cga<anitr1， 利用 $2 式 (2) 得 
Knri = anrikn + kn- 1 Tkng nr ft Kn- 1 
Ka t+ ka-1+ ks = Kn + Kn 《19) 
由 以 上 两 式 即 得 式 (16)。 证 毕 。 
由 有 2 的 式 《2) 私 1， 


kn + Krkars, 


由 此 及 式 (16) 得 :7 当 ?0 时 ， 


<le,— C20) 


[6 het | 


TI < ll 二 
1 kal” 


1 
larito— har li | C21) 


以 上 给 出 了 用 渐 近 分 数 去 让 近 无 限 简单 连 分 数 时 的 误差 佑 
计 。 涉 (20) 与 (20) 表 明 渐 近 分 数 仿 次 一 个 比 一 个 更 接近 586。 下 面 
来 指出 无 理 数 的 这 种 右 理 避 近 在 森 种 意义 上 说 是 最 任 的 。 
定理 8 设 有 理 分 数 /2 具有 正 的 分 母 9 。 那 么 ， 
(Ci) 著 对 其 个 530 有 
fb —al< lkn 一 4n]， (C22) 
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则 bknti。 
(>》 若 对 某 个 es1 有 


[EAA 《237 
则 症 >Kn。 


证 证 明 的 关键 在 丁 要 把 2/2 和 渐 近 分 数 建立 联 系 。 由 5 
武 (5) 知 nhnyi 一 karihn =《 一 1)"， 所 以 线性 方程 组 


{ Xkrn 十 yn = 
xhn + hear 一 a 
有 整数 解 
X= "bh — aknr), y= 1" — bh +aks), 
这 样 就 有 整数 x,y 使 得 


Sub a= x(tokn — hn)y + yoknt —A +) (24) 
我 们 出 反 证 法 来 证 CY)。 才 0 天 5 一 Ke .我 们 来 证 这 时 必 有 
xy 0 (25) 


因为 ， 如 果 x=90， 则 5= gksnri 关 Knri( 注 车 >0)， 这 和 假设 0< 
kn 子 盾 ; 如 果 yY=0， 则 ”=xfn,a=xhn 因而 有 15866 一 al 
=x|toks 一 ka| ,这 和 条 件 (22) 逆 盾 . 这 就 证 明子 xy 关 0。 如果 xy 沁 
0; 则 有 2= |x|kn + |y|knts>Kswi 这 丸和 假设 0<<b<kn41 并 盾 。 
所 以 ， 车 0 之 bkat 4， 则 必 有 式 (25) 成 让。 

但 另 一 方面 ， 岂 式 (10) 知 Sokn -hn 和 依次 交替 改变 正 负 号 (这 
由 式 C18? 也 可 看 出 )。 因 此 ， 当 式 (25) 焉 立时， 由 式 (24) 排 出 

| 一 al = |]x| |Eoke — hal + |y| |oEa ea 一 和 ai 
> |Eokn — ha|, 

这 和 条 件 (22) 了 矛盾 。 这 就 证 明了 (iD 。 

由 人 立即 可 推出 Gi)。 条 件 (23) 可 改写 为 

I[gob ~al< Cb/kn) oka 一 An ns1. (28) 
车 5 上 kn， 则 条 证 C26) 推 电 条 件 (22) 成 和 ， 因 而 由 已 让 明 的 们 推 
出 交 >>ji。 但 当 m 关 1 时， 由 §2 式 (3) 知 Kory>Kka, 蔬 大 。 扩 以 
当 1 之 1 时 必 有 5 汪 >kn。 证 毕 。 
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FE 夯 的 定理 表明 ， 一 个 才 吾 数 的 “好 的 ”有 有 班 分 数 通 近 一 定 
是 它 的 渐 近 分 数 了 给 出 的 远近 , 
定理 7 设 是 无 理 数 。 若 有 有 理 分 数 4/9,5 之 1， 使 得 
I80— a/b| < 26), C27) 
那么 ，a/ 一 定 是 的 共 个 渐 近 分 数 。 
证 由 $2 式 (3) 知 ， 存 在 唯一 的 7 使 得 


Kab ekare (28) 
先 来 证 明 必 有 有 5 了 ~、。 著 不然， 必 有 有 
LD 《29) 
及 a 尼 不 是 浙 近 分 数 ( 为 什么 )。 国 测 有 
ia/kr — o/b [1/ (bk), (30) 
由 5 过 Kawi 从 定 更 6(i) 推 出 


IEokn -hal Ib — al|, (31) 
这 样 ， 由 式 (30),(31) 及 条 件 (27? 得 到 
1/ En) Elba/kn 一 ap IFo ha/kal +|go 一 aV 
<17(20KFm) + 1/ (2b*). 、 
由 土 式 推 出 5<ks， 了 矛盾 。 所以， 必 有 5=ks。 进而 由 上 式 的 右 
半 不 等 式 ( 这 是 由 条 件 (27? 及 式 (31) 推 出 的 ， 所 以 一 定 成 立 ) 得 到 
[n/n — a/kn | <1/KE, 
即 [&s 一 of 之 1/ka， 所 以 ，a=ha、 因 此 ，a/b =hn/ka 是 5。 的 一 个 
浙 近 分 数 。 证 毕 . 
定理 ?并 米 回 答 像 式 (27) 这 样 “ 好 的 ” 通 近 是 否 一 定 存在 、 
% 酒 用 无 理 数 的 浙 近 分 数 去 避 近 它 时 是 否 一 定 有 这 样 “ 好 
这 近 存 在 。 问 答 是 肯定 的 ， 这 将 在 下 节 作 进步 讨论 。 
作为 定理 7 的 一 个 应 用 ， 我 们 米 部 分 地 回答 31 例 3 提出 的 
问题 。 
定理 8 设 4>-1 不 是 平方 数 。 芳 不 定 方程 


国 ” 一 个 苑 理 敌 的 渐 近 分 数 就 是 指 它 的 无 限 简单 泻 分 数 表 未 式 的 浙 近 分 炒 。 
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x2 一 dg 一 土 上 《327 


有 解 车 = zo>0,2 = 加 >0。 那 么 ，xo/gn 一 定 是 的 村 个 新 近 分 
数 #nvicn， 且 xo = hyo = kn, 

证 这 时 必 有 xz 关 名。 茧 不 然 ， 从 yo>xo 可 推出 

+1=xe -dy dy yl1, 
这 不 可 能 。 由 my 是 解放 xo 之 y 可 得 
lxo/yo ~ ad | = /Ero/yo tt ED a9). 

久 4 是 无 理 数 ( 为 什么 )， 利 用 .上 式 ， 由 定理 了 就 推出 xo/y, 必 国 
六 的 源 近 分 数 h/ks， 由 此 及 Cxosyo) =1 即 得 x=ho ;yo = Ks。 
证 毕 。 

虽然 ， 定 理 8 并 术 回 答 不 定 方程 (32) 是 否 有 解 ， 但 结论 表 
明 ， 我 们 只 要 在 wW “的 渐 近 分 数 中 去 寻找 (32) 的 解 。 这 就 要 求 我 
们 去 研究 4 的 无 限 简单 连 分 数 表示 式 的 性质 ， 这 将 在 85 讨 
论 。 

例 6 求 8 的 分 母 最 小 的 渐 近 分 数 ， 其 误差 去 10-"。 

在 例 4 中 已 求生 “8 =<2,1,4;1,4,1,4,…>。 我 们 先 列表 求 
出 ha sks ,然后 根据 式 (16) 估 计 误 差 。 


由 | a 1 2 3 4 5 § 了 8 9 | 
Ea | 2 1 4 1 4 1 本 1 4 1 ! 
he | 2 3 1 1 8 899 478 677 2786 3363 i 
下 | 1 1 5 6 29 835 169 204 985 1189 
一 一 -一 一 一 -一 -一 
由 上 表 知 ， 取 ”= 8,7 时 ， 由 式 (16) 可 得 
ji | 1 去 2786 1 
-= E27 < 
| 下 | 一 “8 ges i 561185 
= 1 oI: 
L715 “10 
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577 ! 1 
-| 中 > 02204 + 985) 


因此 要 求 的 渐 近 分 数 是 有 /Ke = 2786/985。 
习 题 三 

1, 求 以 下 无 限 简 单 迷 分 数 的 值 ， 

Ci) <2,3,1,1,3,>s 

Gi) <1,2,3,1,2,3,1,2,3,"> 

Ciiiy «<0,2,1,3,1,3,1,3,°> 

Kiv) 2,2,1,2,1,2,1,*">。 

2，, 设 4, 了 是正 整数 ，4 整除 5， 即 b= sc。 证 明 ， 

Kosasd sa ba = (b+ B+Ac) /2 

3， 求 以 下 无 理 数 的 无 限 简单 连 分 数 ， 前 六 个 渐 近 分 数 ， 前 
七 个 完全 商 ， 以 及 该 无 理 数 和 它 的 前 六 个 渐 近 分 数 的 差 . 

了，(ii) VIS3, (iiy 29，Gr) C10+1/3, 

(Y) (5— 37)/3, 

4， 设 4,8 是 无 理 数 ， 它 们 多 无 限 简单 连 分 数 是 : 

a= Keon B= Cbo,bis das > 

证 明 ， a 站 户 的 充 要 条 件 是 存在 唯一 n 实 0 使 得 ，(i》 当 2|n 时 
Qs bi WEF an>bny 《ii) B21nH, a = 8 (0 , 
an 

5， 设 名 是 无 理 数 , 它 的 无 限 简单 连 分 数 是 <ao ,04,…>. 证 
明 :， 当 ai1 时 ，-g=《-co-1l)l,ar 一 1, aaa > 当 =1 
了 时， 一 o=《-ao 一 [ae+1， as > 

56。 我们 说 数 8 等 价 于 数 a; 如 果 存 在 整数 4,5,c,4, 满 足 a4 一 
be = 土 1， 使 得 = (ae+ 上 /ea+ 中 。 证 明 ， ti 任意 的 数 * 必 与 
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自身 等 价 。(Cii) 若 8 等 价 于 c， 则 等 价 于 B。 ii) 若 * 等 价 于 
8 等 估 于 ?， 则 < 等 价 于 7。 (iy》 有 班 数 一 定 等 价 于 零 。C*) 任意 
两 个 有 理 数 一 定 等 价 。(Cvi》 设 4,8 是 两 个 实 匹 理 数 。 那么，a 与 
8 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 的 无 限 简 单 连 分 数 为 如 下 形式 ， 

CE Ks ms os Crs ta) "n>, 


B=<bos es bn, Cos e103, > 


7. 证 明 ， 当 .>I 了 时， 定理 8 (GD 对 ma = 0 也 成 立 

3， 举例 说 明 定理 6 (让 中 的 5>ks 不 能 改进 为 这 :ksi ( 取 
这 3 及 它 的 渐 近 分 数 /ks， 地 n= 33)， 

9. 设 如 是 实数 ，a,p 是 整数 ，* 关 1。 证 明 : 有 

1 ~ al = min 2 一 < 《本 六 
成 立 的 充 要 条 件 是 4/b 是 名 的 浙 近 分 数 ， 这 果 了 取 整 数 ，x 到 任 
意 整 数 。 

10。 设 如 为 无 理 数 ， 它 的 无 限 简单 连 分 数 是 Caos a 4,">， 
he/kn 是 它 的 渐 近 分 数 。 对 取 定 的 n>1， 考 雇 数 组 ， (hs + thn)/ 
《ent 二 二 wn)，0 二 lan,:。 证明: 当 n 古奇 数 时 ， 这 数组 递增 ， 
当 # 是 偶数 时 递 碱 。 我 们 把 所 有 分 数 (n+ 级 2)/ Cenc 十 E 
0<1<anii，7 庆 1， 称 为 是 5 的 第 二 浙 近 分 数 。 

II 设 生 是 实数 ，a,b 是 整 数 ，5 演 1。 证 明 者 有 


| Ce*) 
则 a/b 一 定 是 如 的 浙 近 分 数 或 第 二 浙 近 分 数 ， 这 里 x* 和 4 的 到 
值 同 第 9 题 。 举 例 说 明 ， 对 于 第 二 浙 近 分 数 不 一 定 有 式 (*) 成 


立 。 
12, 证 明 : 车 第 9 题 中 的 式 {) 成 立 则 必 有 第 11 是 中 的 Cs? 
成 立 . 
13， 设 刀 是 无 理 数 ， 它 的 无 限 简 单 这 分 数 古 <a0, a yaay…>。 
酝 设 pspaybs, 是 一 有 限 或 无 限 正 整数 列 ， 以 及 品 = <ao,*…*, an> 
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baspay >。 证 明 ，Hm ma = gu 


84 无 理 数 的 最 佳 可 能 有 理 副 近 


设 所 是 危 理 数 ，hsn/krn Cn 之 0) 是 4 的 渐 近 分 数 。 由 $2 式 (3》 
及 53 式 (16) 知 ， 对 每 个 浙 近 分 数 ha /Ks 有 
Eo- hs/ka| 1/ki, n>0, (1) 
§ 3 定理 了 证 明了 : 车 用 有 理 分 数 a/ 去 和 逼近 6 时 有 误差 估计 式 
$3(27) 成 立 ， 那 么 ，a/2 一 定 是 世 的 渐 近 分 数 。 下面 的 定理 将 指 
出 这 样 的 浙 近 分 数 不 仅 一 定 存 在 ， 而 且 是 很 多 的 , 
定理 | 设 n 沪 0，hw/Kn，hni1/ka .1 是 无 理 数 5 的 两 个 相 邻 
的 疾 近 分 数 。 那 么 ， - 
上 一 有 ja 1/ CkE), 
[0o— hr /kar | <I/ (REE.1), 


至 少 有 一 个 成 立 。 

证 老 两 式 都 不 成 立 ， 那 么 利用 $3 式 (1 和 可 得 

I/ OREY + 1/ OOKRA DE So hn/Ral + |Go— hari/Kar1l 

ha/kn ~ ne /kn | = 1/ Cenkn, 1) 
最 后 一 步 用 到 了 $2 式 (5)。 进 而 有 
2Knkny 1 Ka +ka, 

而 这 仅 当 kw = Kn,1 时 才能 成 并 。 由 此 及 $2 式 (3) 知 , 必 有 n= 0，、 
Ko=Jei = 四 =1，i=ao， 有 =aao+1I。 故 有 


或 


art /2 Eat+l, La =ao+1。 
由 此 推出 
lSo—- hi/k = |- Coot I<1/2= 1/(2k1), 
这 和 假设 矛盾 。 证 毕 。 
由 定理 1 并 即 推出 ; 
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推论 2 当 4= 2 时 ， 存 在 无 穷 多 个 有 理 分 数 a/ 消 还 
lSo— a/b| 1 AD:), C2) 
立即 会 提出 的 一 个 问题 是 推论 2 中 的 4 的 取 值 能 否 进 一 步 改 
进 。 在 一 般 情形 下 ， 下 面 的 定理 完全 回答 了 这 一 问题 。 
定理 3 设 5o 是 无 理 数 ,ha- /kn hha/ken yn/kns (n>1》 
是 z 的 三 个 相 邻 的 渐 近 分 数 。 那 么 ， 以 下 三 个 不 等 式 


[加 一 下 AR Il/ SKD, f=n-1,n,nt1l 


至 少 有 一 个 成 立 ， 

为 此 先 还 明 一 个 引 理 。 

引 理 4 设 实数 * 守 1 及 x+x"1<v"。 那么 ， 必 有 1<<* 一 
(5 +1)/2. 

证 当 x 守 1 时 ， 背 数 x+x-! 起 x 的 增 隔 数 。 因 为 , 当 x1 宇 1， 
X21，X1 关 X34 肝 

十 Xa + XE 
等 价 十 
Cxixs ~— DD (x1 ~ Xx) >0. 

由 于 zaxz>>1， 所 以 等 价 于 >xa。 这 就 证 明了 所 要 结论 。 使 x+ 
2 = 5 成 立 的 zx=(w 5 土 D/2， 由 此 及 x+x-: 妆 x 尖 1 时 是 增 
两 数 就 推出 引 理 的 结论 。 

定理 3 的 证 明 月 反 证 法 谈 4j =kj/kjy-1，7=7i,n+1。 假 
设 三 个 不 等 式 郁 不 成 立 。 由 艘 设 及 $3 式 (15)，52 式 (5) 可 得 


1 jp hy | 
hike hi ede, hr 
ER ky ey) Ry Ce) to -Eel 
~ 一 - LL = 
> H+ 8 2 =n,n+1e 


由 此 推出 


qT 5, j=n,n+1, 
由 5 是 无 理 数 知 上 式 中 的 等 号 不 能 成 立 ， 此 外 ， 由 8 3 式 (3) 知 
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04 祈 ]，4n+1 之 1。 沽 而 由 引 束 4 得 
lq EC E+D/2, j=nn+l, (3) 
但 另 一 方面 ， 由 3 2 式 (37 知 
qi = (ansiknTin-i)AKa = An + 9a! 1 Aa! 


由 此 及 qu<(w+D/2， 可 推出 os (5S+D72, 这 和 式 C3? 
Cj =n+ 了 并 盾 。 证 毕 。 
由 定理 3 立即 推出 : 
推论 当 取 4=w 5 时 ， 存 在 无 穷 多 个 有 理 分 数 ao/2 满足 式 
(C2). 
1 = 5 这 一 数值 能 否 进一步 改进 呢 1 一 般 说 来 是 不 可 能 的 。 
8 3 的 式 (18) 及 516 刻画 了 用 渐 近 分 数 去 逼近 无 理 数 时 的 误 
痉 。 由 3 式 (18) 可 得 
rr 
所 以 ， 对 一 个 取 定 的 无 理 数 5o 米 说 ， 只 要 取 
2AF0) = Hm tkn-1/kn)}, C5) 


就 会 有 无 穷 多 个 渐 近 分 数 取 作 4/b 时 使 式 (2) 成 立 ; 而 当 取 4 
人 09 时 ，… 定 不 可 能 有 无 穷 多 个 有 理 分 数 4/ 使 式 (2? 成立 而 
到 4 = 4 Cgo)y 时 要 看 具体 情形 而 定 。 这 样 ， 推 论 5 表明 ， 对 所 有 的 
无 理 数 #6 有 


?之 0。 《4) 


A 5, C6) 


因而 为 了 证 明 推 论 5 中 的 5 是 不 能 改进 的 ， 就 只 要 去 找 一 个 无 
理 数 "m， 使 得 


Co = 5。 《7》 
如 何 去 找 Wo 昵 ? 从 式 (人 和 3C16) 大 致 可 看 出 ， 这 一 9 对 应 的 Ke 
应 尽 草 的 小 ， 而 外 $ 2 式 (2) 知 ， 这 就 起 对 应 的 c* 应 尽量 的 小 ， 由 
寺 an 之 1(n2>1)， 我 们 来 考虑 无 理 数 
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N= <1,1, 1, >, 《8) 
年 3 式 (8) 知 1 
No= lM0>= tN, 
所 以 
P= C5 +1)72。 > (9) 
是 见 ，mm=m=《w 5+D/A，n30。 由 $2 式 (2) 知 ， 这 里 
ho = k= 1, LI 
n= ha tis-as kn=kn- 1 +Rn- se 
斑 而 得 (用 归纳 法 证 


Knri=hns 0 


所 以 有 


4Go = lim (oa 二 


。 天 
二 1 1 
Eo (me. + 


= +451=v 5。 

这 就 证 明了 ， 

定理 6 当 t。= (5 + 1)72 时 ， 对 任意 取 定 的 4>w 百 ， 不 
可 能 有 无 穷 多 个 有 理 分 数 a/8 使 式 (2) 成 立 。 固 而。 推论 5 中 的 常 
数 5 是 最 优 的 。 

以 上 我 们 利用 无 理 数 的 无 限 简单 违 分 数 表示 式 的 渐 近 分 数 来 
讨论 了 无 理 数 的 有 理 副 近 问 题 。 这 一 问题 还 可 用 Farey 分 数 作为 
工具 来 讨论 ， 这 些 将 安排 在 习题 中 ， 最 后 我 们 来 指出 ， 利 用 蚀 好 
原理 可 以 很 容易 证 明 形 如 式 ( 几 的 有 理 从 近 定 理 。 

定理 ? 设 * 是 一 实数 ， 那么， 对 任 给 的 正 数 x 关 1， 一 定 存 在 
整数 a,4， 满 中 


Tb<sxy (a,b}=1, C10) 
使 得 
Je-a/b|<1/ x). (11) 
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证 显 见 ， 以 下 [x+2 个 数 
1， 1a-[L1a]j， 7=0, 1 [xz]， 
的 位 于 区 间 [0,1 上， 因而 由 钢 复 原理 知 必 有 两 个 数 ， 尖 总 不 超 
过 [x+ ID。 如 果 这 两 个 数 是 
Je 一 [Pa je 一 [jac]， Oj <jaE[x], 
那么 ， 我 们 就 取 4 = 六 ，e= [hag]-[Ce]， 及 


a=e/le,d), b=d/(e,d). 
不 然 ， 这 两 个 数 一 定 古 
1， -Cel 0S7iax], 


这 时 就 职 4= 刻 ，c=[j9]+1,， 及 
a=efle,d), b=d/(C,d). 
窑 易 验证 ， 无 论 何 种 情形 ， 对 所 取 的 ab 均 满 足 式 (10)， 且 
la~a/blsl/ (Dx) +1)), (C12) 
由 比 邮 推出 式 (10) 成 立 。 证 蛙 ， 
由 定理 7 立 旭 推出 ， 
定理 8 设 六 是 一 无 藉 数 。 那 么 ， 一 定 存在 无 穷 多 个 有 理 分 
数 a/b 使 特 


Jo A/ | /Bb (13) 
成 立 - 
证 在 定理 了 中 取 a = 名， 对 xz= 1， 一 定 存在 整数 mm 使 
Oy0= 15 一 avylis<l， 
:再 数 ， 所 以 yo>>0， 仍 由 定型 7 推出， 对 x1=y5l， 必 


Ubi (Cab) =1, 
使 得 ( 汪 36 为 无 理 数 ) 
[So -a/b | < Br) /bt 
出 &4,5n 满 足 
[bX (any ba) = 1, 


和 使 得 {因为 无 埋 数 ) 


一 般 地 ， 如 果 已 多 
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0<or 15 一 anjbn|<1ACbnxzmy /PE, 
那么 ， 取 xn = ya!， 由 定理 7 知 必 有 
lb Xais Carrisbnri) = 1, 
使 得 ( 因 *。 为 无 理 数 ) 
0 一 yn 二 和 5 一 anri/pn ii /Brn ) I/ 


这 样 ， 就 得 到 了 无 穷 多 个 有 理 分 数 an/5 4 满足 式 C12)}， 中 有 
[to an/bnrt llFo ar/bnl, n=0,1,2,", 
证 毕 。 
请 读者 证 明 : 定理 8 中 的 ba 一 + co。 


习 题 四 

I. 设 癌 是 无 理 数 ， 它 的 无 限 简 单 违 分 数 是 <aoyvaiyas，…>， 
/kn 是 它 的 渐 近 分 数 ，¥a 是 它 的 第 7 个 完 企 商 ， 证 明 : 

Ci anr én tha-i/Kn<dny +2, N20, 

Gi》 存 在 正 数 4= 16。， 使 $4 式 (2) 仅 对 有 限 个 有 理 分 数 4/5 成 
立 的 充 要 条 件 是 存在 正 数 4 ， 使 os 过 4，?z20。 

2. 求 出 =w2,C“5+l7a vi 和 的 所 有 新 近 分 
数 ， 使 得 8 4 式 (2) 当 a/8 为 这 些 渐 近 分 数 时 ，(i) 对 4=2 成 立 ， 
(i) 4= 号 成 立 ， 此 外 ， 求 出 数列 ga: +ko- yn，r20 的 所 
有 极限 点 ， 及 上 极限 (提示 : 利用 1 习题 -- 第 6 题 及 83 习题 三 
第 13 题 ) 。 

3， 设 名 为 无 理 数 。 对 给 定 的 * 关 1， 如 何 利用 渐 近 分 数 来 求 
4/5 使 定理 ?( 取 a=50) 成 立 ， 并 以 人 =v 7 了 ,13,v33,x= 10?， 
10?;, 10* 为 例 ， 找 出 县 体 的 a/2。 

4. 《iD 证 明 对 任 给 的 实数 >2， 一 定 存在 无 理 数 上 ， 使 得 
仅 有 有 限 个 有 理 数 Mk(k3D 满 足 上 - PAE| 一 LAKe。 

Qi) 证 明 对 任意 实数 。， 一 定 存在 无 理 数 ， 使 得 有 有 万 服 个 
有 理 数 h/kCk 汪 由 满足 |5 一 /ER| 之 1/ke。 
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Gi 下) 如 是 无 理 数 的 充 要 条 件 是 存在 无 限 多 个 有 理 分 数 ap 使 
起 忆 D 成 立 。 

下 面 的 第 5 一 1 是 是 一 组 关于 Farey 分 数 的 习题 。 利 用 它 也 
可 以 米 讨 论 无 理 数 的 有 理 有 逼近 。Parey 分 数 本 身 是 数论 中 一 个 十 
分 有 趣 和 有 用 的 课题 。 

5， 用 小 面 的 方法 来 构造 一 张 有 理 分 数 表 : 先 在 第 一 行 ( 从 
左 至 右 ) 写 下 0/1,1/1 这 两 个 分 数 。 当 在 第 n - 1 行 的 各 个 分 数 已 经 
写 好 后 ， 这 样 来 写 第 4 行 的 分 数 ， 先 在 第 nm 行 中 依次 重 写 
?3 I 行 中 的 全 部 分 数 , 当 这 些 分 数 中 的 任意 相 邻 的 丙 个 分 数 q/， 
3 5， 如 果 注 足 V+ bn 时 ， 就 在 (第 14 行 的 ) 这 两 个 分 数 之 问 
如 等 上 分 数 (2Q+a /+b')， 这 张 表 通常 称 为 Farey 分 数 表 ， 它 
的 第 # 行 中 的 所 有 有 分数 称 为 第 * 阶 Farey 数列 。 芋 见 ， 这 张 表 可 
以 无 限制 编 得 于 上 去 。 第 342 页 列 出 了 nm = ?时 的 表 。 

证 明 Farey 分 数 表 有 以 下 性 质 : 

G) 如 果 a/8,4 5’ 是 第 4 行 中 的 两 个 相 名 分 数 ， 且 a5 在 
3/5 的 左边 ， 那 么 ，a’b-ab’=1。 

dii》 表 中 每 个 分 数 4/2 都 是 晓 约 的 ， 即 (a,5) = 1。 

《iii 表 中 每 一 行 的 分 数 从 左 玛 右 都 是 按 它 们 的 大 小 次 序 递 
增 排 殉 。 

GY) 设 a 生 ea] 是 同一 行 中 的 两 个 相 邻 分 数 ，x,y 是 整 
数 ，3 盖 0。 如 昧 ab<xAY<a 5 ， 则 yb +b'。 

(Y) 第 # 行 是 由 所 有 这 样 的 既 约 有 理 分 数 a/b 按 大 小 顺序 
从 在 至 右 递增 排列 ，0<a/b1， (Ca, 的 =1，1<ben, 

6， 设 a/8,c/4 是 第 nn 阶 Farey 数 列 中 的 两 个 相 邻 分 数 。 证 
副 ， 

人 la/b— at o/b + a ln + 1)). 

《ii) le/d- Coto/ Bt/ dn + 1)). 

?- 设 了 是 实数 。 利 用 上 题 证 明 ， 对 任 给 的 正 获 数 n， 必 有 
有 理 数 hk 使 得 : 0<Kssma 上 一 [IAAKGa+D)。 进 而 证 
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吓 ] 一 


-1 


lo 
ol- 


晤 次 heatd 炉 4# 由 


C= 人 D 竺 对 痢 《ee 
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请 ,车 5 是 无 再 数 ， 则 必 有 无 穷 多 个 不 同 的 有 理 数 h/k 使 得 
I -hfk| < /ke?. 

8。 谈 $ 是 无 塌 数 ，0# 1。 洲 在 第 7 阶 Farey 数列 的 两 个 
相 邻 分 数 ayb; cyd 之 间 ， 即 ae/< <e/d， 证 明 : 

人 此 一 al 二 Lp 或 二 -cydl 1C24) 东 少 有 一 个 成 
立 ， 进 折 推 出 半 4 推 沦 2。 

Gi 全-abl <1/ C506), [EF-e/d|<1/V5d)y， 越 
上 肛 -(a+reyy 直 + 由 | 二 LGA5 全 + 丰 切 至 少 有 一 个 成 立 。 进 而 
推出 8 4 推论 5。 

9， 在 第 4 阶 Farey 数列 中 ， 设 a/5,a'/5' 分 别 古 与 1/2 左 省 
相 邻 的 分 数 。 证 明 ; 5=b =1+2[(n-1)/2J， 即 b 是 不 超过 
区 最 大 奇数 ， 且 有 4 +a’ =。 

10. 设 第 nn 脐 Farey 数 列 的 全 体 分 数 为 0= a/B1<asf/bz 革 之 
Qe/b4 = 1。 证明， 

GD k=1+ DP 


ml 


上 
(i) Dyay/by =k/2r 
Er 


ko-l 
Gy DDL) = 1 
全 
(iv) CO/ Dir ~ 231/03) = Hn 


Din, ayr/birr “a/b2) = /n(n 1) 


11. 设 4,b,c,d 是 整数 ，5 半 0,4 汪 0，ad 一 be =1。 短 设 n = 
max(bp,d)，a/b,，e/d 都 属于 第 ni 阶 Farey 数列 。 证 明 ，(1)》 dy/ 
ed 一 定 是 第 壮 阶 Farey7 数 列 中 的 相 邻 分 数 。 (ii) 它们 在 第 n+ 1 阶 
Farey 数列 中 不 一 定 租 邻 。 

12. 洪 4/5,a' /5 ar/b” 为 第 nn 阶 Farey 数列 中 的 三 企 相 邻 分 
数 ， 证 明 : 4a'/B/ = (a+ar)y/ 他 +577， 
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$5 二 次 无 理 数 与 循环 连 分 数 


特殊 形式 的 无 再 数 的 无 限 简单 过 分 数 议 有 特 殊 的 形式 与 性 
质 ， 本 节 将 讨论 所 刘 二 次 无 理 数 的 无 限 简单 连 分 数 ， 并 在 下 一 节 
利用 它 的 性 质 来 解 Pell 方程 。 我 们 先 来 讨论 二 次 无 理 数 ， 
一 个 复数 a 称 为 二 次 无 理 数 ， 如 朵 4 是 某 个 整 系数 二 次 方 各 
ax® + bx+e=0, 
{如 开 4c 不是 平方 
的 要 ,方程 (1 > 有 两 个 不 同 的 椒 : 
ob/ 2D) + Ada/ (2D), -bb/(2a) -VB Adac (20) 
(2) 
a 必 为 其 中 之 一 。 当 二 次 无 理 数 0 为 实数 对， 就 称 为 实 二 次 无 理 
数 。 由 式 (2) 知 ，5 是 实 二 次 无 理 数 当 草 仅 当 
2 4a0 0. (3) 
定理 1 4 是 二 次 无 理 数 的 充 要 条 件 是 存在 非 平 方 数 的 整数 
4 ， 及 有 理 数 r,s，s 了 0， 使 得 
a=risv d, 《417 


C1) 


此 外 ，4 是 实 二 次 无 理 数 的 充 要 条 件 是 4>0. 
证 六 要 性 ” 设 4 谈 足 二 次 方程 (1)。t 必 为 式 (2) 给 出 的 两 个 
数 中 的 -- 个 ， 因 此 可 取 4= 妇 -4ao ?= -0/A(20)，s= 1/ (2D 或 
一 1/ 《24)， 即 得 式 (4)。4 为 实数 时 必 有 4>0。 
充分 性 设 9 帮 式 (4) 给 出 。 显 见 ，4 满 足 二 次 方程 
Cr risv dr sv d)) =0, 
即 


x2— 2rx+ (ri ds’)=0, 
袜 r = 有 /I，s=k/l，L,h,k 为 整数 ，!>>0，Kk 关 0， 方 程 变 为 
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lox? ~ Dihxr + (hk dk?) 一 0 《5y 
它 的 判别 式 等 于 
(ZI)? — 4L: Ch2 — dk?y = (21k) 2d, 《57 
由 4 不 是 平方 数 就 推出 这 判别 式 也 不 是 平方 数 ， 所 以 a 是 二 次 无 
理 数 。 当 4>0 时 0 为 实数 。 证 毕 。 
册 于 非 平方 数 4 必 可 表 为 (为 什么 》 
d= [€ Dp] 
是 正 整 数 ， 尺 0,1 且 无 平方 因数 。 反 过 来 , 这样 的 4 一定 是 非 
于 方 数 。 闪 此 ， 且 定理 1 立即 推出 ， 
推论 2 沉 刘 求 定理 1 中 的 往 数 4z20,1， 且 无 站 广 因 数 时 ， 
定理 1 仍然 成 立 。 
定理 5 设 整 数 4 不 是 平方 数 。 那么 ， 形 如 r+sw 了 (rs 是 
有 理 数 ) 的 数 的 和 、 差 、 税 、 商 仍 是 这 种 形式 的 数 。 
证 设 o=r+sv dd， as=ra+fsaw dd， ris?72151,$s 是 有理 
数 。 我 们 有 


Gtaa= 《ri 十 fa) + (sj + sy) dad, 
moa = (rira t+ ds182) + Criss + S179) MV 4 , 


以 及 当 0s 汉 0， 即 r,ss 才 0 时 ， 售 一 ds8 玫 0( 为 什么 )， 所 以 有 
-ad 一 iS2) 一 
= 二 二 Sr ER 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
设 整数 4 不 是 平方 数 ，r,s 是 有 理 数 。 我 们 把 
t=rtsv 了， a’=r-s ed C7) 
称 为 是 共 绒 数 ， 也 说 "是 "的 共 辑 数 ， 当 s = 0 时 ，a = a’ = r 都 是 
存 理 数 。 当 * 尖 0 时 ， 由 定理 1 的 证 明知 ，c;,9 7 者 是 二 次 无 理 数 ， 
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导 是 判别 式 不 是 平方 数 的 整 系数 二 次 方 堡 (5) 的 辽 个 根 。 反 过 来 ， 
满足 这 样 的 二 次 方程 (DD 的 两 个 根 由 式 (2) 给 出 ， 是 一 对 共 郁 数 。 
显 见 ，e%’ 的 其 辊 数 是 4， 以 及 对 给 定 的 韭 平方 数 4 ， 形 如 r + sw 
的 数 的 和 、 莽 、 积 及 商 的 共 狗 数 就 等 于 这 些 数 的 共 固 数 的 和 、 
差 、 积 及 商 ( 证 明 留 给 读者 ). 

下 而 求 讨论 循环 和 运 分 数 ， 设 无 根 简单 连 分 数 


Fo Cao 1 Qs > (8) 
如 有 果 存 在 mm 六 0， 使 得 对 这 个 严 存 在 正 整 数 K， 使 得 当 ? 关 让 时 总 有 
an = an C9) 


那么 ，5 ,就 称 为 循环 简单 连 分 数 ， 简 称 循环 连 分 数 ， 和 如 果 可 取 
m= 0 使 式 (9) 成 立 ， 则 如 就 称 为 纯 循 环 简单 连 分 数 ， 简 称 纯 福 环 
连 分 数 。 
例如 ，<4,1,2,5,3,2,5,3,2,5,3;"…>》 是 短 环 连 分 数 ， 因 为 上 只 
要 取 m 这 2， 及 正 整 数 满 是 3|k 时 ， 直 (9) 一定 成 立 ， 所 以 风 及 Ek 
的 取 革 不 是 唯一 的 。 世 于 不 能 取 0 ， 所 以 它 不 是 纯 循环 连 分 数 。 
得 如， 
2,5,3,2,5,3,2,5,3,">, 
5,3,2,5,3,2,5,3,2,."> 
都 二 纯 循 环 连 分 数 ， 因 为 m = 0 时 ， 只 要 取 正 整数 K 满 足 3| 大 时 ， 
式 (9) 一 定 成 立 ， 所 以 k 的 取 法 不 是 唯一 的 。 为 简便 起 见 ， 我 们 把 
有 式 (9) 成 立 的 。 记 作 


So Kaoym sm- 1 ms Gm k-1>. C10) 
这 样 就 有 
C4,1,2,5,3,2,5,3,""> = <4,1,2,5,3> 
= <4,1,2,5,32> 
= C4,1,2,5.8,2,5,3> 
= C4,1,2,5,3,2,5>. 
玉 以 形 如 式 (10) 的 表示 式 不 是 唯一 的 。 
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显 厚 ， 存 在 其 个 m 产 0 使 式 (9) 成立 与 存在 某 个 严 使 := 是 纯 特 
环 轿 分 数 是 一 问 事 ， 这 里 
Ej = Laysdpris'>. (C11) 
此 外 ， 当 趟 (9) 对 菜 个 咽 成 立 ， 则 对 任意 的 mm' 注 m 式 C9) 也 成 立 。 
这 样 ， 当 #。 是 循环 连 分 数 时 ， 必 有 最 小 的 mm， 设 为 mo 之 0， 使 得 
式 ( 四 成 立 ， 当 让 全 1 时 式 (9) 一定 成 站 ， 当 吉之 mo 时 式 (9) 不 斌 
能 成 立 。 也 就 是 说 必 有 mo 这 0 使 得 人 j 宇 ir, 时，&m 是 纯 循环 连 分 
数 ， 而 册 达 mo 有 时，#m 一 定 不 是 纯 杀 环 连 分数， 这样， 由 $3 式 (8) 
知 ， 每 个 循环 连 分 数 必 可 惟一 地 表 为 
Go = Lan ds ?= Kaos mo 1s Emo > C12) 
这 里 zm, 是 纯 循 环 连 分 数 ,而 任 一 fm《m 过 mo) 一定 不 是 纯 特 环 连 分 
数 ，&m, 称 为 是 5 的 最 大 纯 循 环 部 分 . 
当 纪 是 纯 勿 环 连 分 数 时 ， 必 有 正 整 数 k， 使 
Qn+p Ans n>0。 (13) 
我 们 把 使 上 式 成 立 的 景 小 的 正 整 数 k 称 为 纯 循环 连 分 数 5。 前 周期 ， 
记 作 | 。 一 般 的 ， 当 5 是 循环 连 分 数 时 ， 我 们 把 唯一 的 表达 式 
多 中 的 纯 循 环 连 分 数 fm ,的 周期 称 为 Yo 的 周期 。 这 样 ， 每 个 循 
环 有 连 分 数 5 必 可 了 唯一 的 才 为 


Fo aor amo KE 


= CoP mo ls Uno Amori 1, C14) 


这 里， =< Gm an.re》 是 后 的 最 大 纶 特 环 部 分 ，: 是 它 
的 周期 这样 . 
<4,1,2,5,3,2,5,9,2,5,3, .> = <1,1,2,5;,3>, 
<2,5,3,2,5,3,2,5,3,."> = <2,5,3>, 

谍 古 彤 如 414) 的 表示 式 。 它 们 的 周期 都 是 3 。、 

定理 4 《i) 5 是 纯 循 环 连 分 数 的 充 要 条 件 是 在 在 上 > 工 使 得 

Eo= Ek (15) 
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《ii) 设 是 纯 循 环 连 分 数 ， 周期 为 上 。 那么 ， 式 515 成 立 
移 充 中 条件 是 Lk。 

i) 设 5 是 纯 循 处 违 分 数 ， 那 么 对 任 训 的 mm 之 0，g 志 是 
站 循环 连 分 数 ， 甩 周期 邦和 枯 同 。 

Civ》 设 $5。 起 循 证 连 分 数 。 那 么 对 任意 的 严 * 演 0， 千 ,也 是 
循环 违 分数 ， 二 周期 都 相同 ， 

证 用 定义 知 ，$。 是 缉 循 环 达 分 数 就 是 有 式 (13) 成 立 ， 由 
8 3 推论 3 知 ， 式 (13) 等 价 于 式 (15) 。 这 就 证 明了 (D 。 当 纯 循 环 
连 分 数 的 周期 为 1 时， 车 KK 衬 1 使 式 (13) 成 立 ， 则 上 汪 1。 央 而 
=9l+11，4 社 0，0!' <<l， 所 以 对 任意 的 mn 尖 9 有 

nn +gF 二 Cnrite 

由 此 及 ! 的 最 小 性 就 推出 上 = 0, 即 i|k，。 反 过 来 ,车 Hk 写 1， 则 显 
然 有 式 (13? 丈 立 。 这 就 证 明了 式 (13) 与 Lik 是 等 价 的 。 由 此 及 (i) 
就 证 明了 (ii 。 让 面 来 证 iii 。 前 面 已 经 指出 ， 存 在 某 个 严 使 式 
《9 成 立 就 是 说 5 龙 纯 循环 连 分 数 ， 当 5 是 纯 循 环 连 分 数 时 式 
3) 成 立 ， 因 而 对 任 划 琅 定 的 mw 尖 0 有 式 (9) 成 立 ， 因 而 fm 是 纯 备 
部 连 分 数 。 设 多利 8&m 的 周 捧 分 别 为 1 和 [:.。 显 见 ， 使 式 (13) 成 立 
的 一 定 使 式 (9) (对 所 取 的 这 个 mm) 也 成 立 ， 而 i 是 使 式 (18) 成 立 
的 最 小 的 k， 是 使 式 (9) (对 所 取 的 这 个 操 ) 成立 的 最 小 的 天 ， 因 
引 寺 i。 另 一 方面 ， 必 有 不 整 数 9 ， 使 Hm， 这 时 必 有 a1 = 
0。 以 Sm 和 #91 代 亚 上 面 的 26 和 mn 作 同样 的 讨论 可 得 1 各 h。 所 以 
zi。 这 就 证 明了 (iD 。 当 各 是 循环 连 分 数 时 ， 由 定义 即 知 填 任 
意 的 m“ 守 0，5m, 也 是 循环 连 分 数 。 利 用 (六 即 可 挫 出 所 有 :rw 
《mm “这 0) 的 周期 相 问 (具体 推导 留 给 读 者 )。 这 就 证 明了 dv)。 证 
毕 。 ~ 

循环 连 分 数 $ 的 值 是 很 容易 求 出 的 ， 例 如 ， 8 3 的 例 1， 例 2 
用例 3 ， 雌 方法 是 先 求 出 它 的 纯 循 环 部 分 。( 兄 式 (14)7， 然 后 
通过 计算 有 限 连 分 数 <eo,…:,ans-i， :mo> 就 类 得 so 的 值 、 下 面 来 
举 个 例子 。 
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例 1 求 86=<-1,1,4,3,1,T1,8,7> 的 值 . 
解 和 的 最 大 纯 循环 部 分 是 5 = <3vT) TI 57>。5s 满 足 
Ea= <3,1,1,1,3,7,¢9>, 
鞠 分 别 计算 <3,1,1,1,3> 及 <3,1;,1,1;,3,7>。 我 们 有 
3,1,1,1,3>= <3,1,1,4/3> = <3,1,7/4> 
= <3,11/7>= 40/11. 
<3,1,1,1>=<3,1,2>= <3,3/2>= 11/3。 
利用 $ 3 式 (17) 得 
3, 1 1.3.7>= (740+1D/C11 +3) = 201/80, 
以 太 
Sa= C3,1,1,1,3,7,¢>= (2915s+d40)/5805 + 11 。 
进而 及 3 一 724 一 1=0。 册 此 及 攻守 1 得 


fa= (7 +57) /4 


因此 
So=<—1,1,4, C7 + 57)/4> 
= -1,1, T+ /2> 
=C-1,VETrRD/ T+ D> 
= (3— v57) /24. 
定理 5 (i) 纯 循 分 数 的 值 一 定 是 实 二 次 无 理 数 ,to 


1 .以 及 它 的 共 轿 数 名 满足 - 基站 一 0。 
Qi》 特 环 连 分 数 的 值 古 实 二 次 无 理 数 。 
证 GD 设 纯 循环 连 分 数 生 的 周期 为 4 .因而 有 
Fo= a0 a 1 o> 


由 on= 人 守 1 知 如 0 汪 1,. 由 针 3 式 民 7 知 


这 时 ,ks 由 82 式 (2) 给 出 。 因 此 各 满足 姜 系 数 二 次 力 程 
Tar) KX kya hi xh =0 
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内 于 无 限 简 单 连 分 数 5 的 值 一 定 是 无 理 数 , 所 以 上 述 二 次 方程 的 
判别 式 一 定 不 是 平方 数 人 © ,因而 后 是 实 二 次 无 埋 数 。 由 于 4; 之 1， 
12>0, 所 以 内 $2 式 (2) 知 
AD = hi-1, ll1. 
FC-D= Cri—ki-a) + (Ri 一 -2 
=Kr-akai-i 一 TI) +hi-a(a1- i- 1) 
+hkey_s+hi_ sl, ll1。 
所 以 的 共 思 数 后 即 /x = 的 另 一 根 必 请 是 -1T<E <0。 
Ci 由 式 (12) 及 3 式 (17) 知 


> - > 
Fo= Kaos, mo 1 sm > 


mo- 1m + hmo -a 。 
LE 


出 中 知 #m。 是 实 二 次 无 理 数 ， 由 此 利 腊 定 理 1 ,定理 8、 及 如 是 
无 理 数 ， 从 上 式 就 推出 各 是 实 二 次 无 理 数 。 证 毕 。 

本 闻 主 要 证 明定 理 5 的 选 定理 也 成 立 。 

定理 6 设 5 是 实 二 次 无 理 数 。 那 么 ， 

(GD 如。 的 无 限 简单 连 分 数 表 示 式 一 定 是 一 个 循环 过 分 数 。 

CD 设 六 是 各 的 共犯 数 .车 请 足 名 > 一 1< 如 过 0, 则 所 的 
无 限 简 单 连 分 数 表示 式 一 定 是 一 个 纯 循 环 连 分 数 。 

证 出 定理 1 知 ， 实 二 次 无 理 数 名 一 定 可 表 为 《为 什么 》 

go= Ct)/9， 4d,4,0EZ,d>1 是 非 平方 数 。 
但 这 时 并 不 一 定 满足 条 件 414- *, 当 用 # 3 定理 4 的 方法 米 求 刀 
的 无 限 简 单 连 分 数 表 示 式 时 ， 如 果 有 这 条 件 成 立 则 可 使 求 表示 式 
的 过 程 简单 。 注 半 到 表述 式 
So= (Vdqi +etq)) /919l) 

就 满足 这 条 件 ， 因 此 ,5 一 定 可 表 为 ， 


中 可 已 和 用 hiski 的 性 质 。 直 该 证 胃 方 程 的 判别 式 不 是 平方 元， 启 读 者 明 还 。 
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Eo=C /E+od/gos old- 3, 《16》 
这 时 41 是 非 平 方 数 . 现在 用 8 3 定理 4 的 方法 米 求 去 的 无 限 简 
单 过 分 数 表 示 。 以 下 符号 均 和 $ 3 定理 4 相 则 。 
区 来 证 明 所 有 的 所 均 可 表 为 形 如 (16) 的 形式 。 我 们 有 % = 
5 以 必用 式 (16) 得 


i CR 
£1 一 Go 一 + as 一 2 C17) 


了 到 
C= 00 一 coy C18) 
下 9o1d 一 03 就 推出 44,14 一 of, 设 
qqo= dei, 《197 
就 得 所 可 表 为 式 (16)? 的 形式 ， 
gwE+c0yq， qd-co。 《20? 
继续 依 此 递 推 定义 : 若 对 几 六 用 有 
SCAdE+eiAei， 42 一 (21) 
则 由 af = [#3j 及 取 
caj95 一 cy 9jr1gj 二 一 < 《22) 


得 《注意 : 4 不 是 平 右 数 ， 所 以 9; 均 不 为 从) 

FF toe gyrild—oyi, 《23) 
这 就 证 明了 搞 要 的 结论 , 妓 式 (20D 对 所 有 7 之 0 成 立 ,cj ,9j 由 式 《22》 
骆 册 .为 了 证 要 #。 是 循环 违 分数 ， 只 要 证 明 存 在 K>A 六 0 使 和 = 
为 什么 ) ,由 过; 有 式 人 2 的 表示 式 知 ， 这 就 等 价 于 要 证 明 ， 存 


在 8>hzz0 使 
gua gh Ck=che (24) 


现在 先 米 证 明 式 (247 可 出 下 面 的 结论 推出 ;存在 j。 关 0, 使 得 


当 7 社 jo 时 
9;>0, 《257 


若 式 (25) 成 立 ， 则 当 7 六 六 时 ， 由 式 (22) 第 二 式 知 ; 
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0<q910r1 = do Ed 
因此 ,{4j} 沁 了 到 有 限 多 个 值 ,icy} 也 只 取 有 限 多 个 值 ， 由 此 容易 推 
出 式 (24)《〈 留 给 读者 ) ,这 就 证 明了 GD 。 
式 (25) 的 证 明 由 83 式 (17) (r=j- 由 和 解 出 5; 得 
£3 = -和 二 (人 


yr 
LN 


三 7 > (26) 

这 里 ?=<aoye,0n7》 = 二 hn/kn。 设 嫩 古 5w 的 共 辊 数 。 对 取 定 的 

非 平 方 数 4 ,一 些 形 如 + + sw 4 rs 有理 数 ) 的 二 次 无 理 数 作 四 则 

运 筑 后 的 值 的 共 恩 数 等 于 这 些 数 的 共 斩 数 作 四 则 运算 后 所 得 的 值 
《证 明 留 给 读者 ,所 以 由 上 式 及 式 (21) 得 


ke Er -drey 


0 (Rn)- (27) 


由 于 当 jco 肝 7D 嫩 ,以 及 并 ( 为 什么 ), 所 以 必 有 jo 这 2， 
使 /空话 时 音 么 0 为什么) 一 由 此 殉 疆 学 1j 阅 1) 再 利用 -上 式 及 
式 421) 得 ; 


1<8 -$=2 d/9;, Tio. 《28》 


0<qj<<2wd， jjo. 《29) 
这 就 证 明了 式 (25) , 面 且 也 同时 证 明了 4; 只 取 有 了 腿 多 个 值 。 这 就 
证 明了 Gi). 
下 面 来 证 明 Gi)。 设 和 = 《<aoy41) 呈 >。 由 和 六 1 知 4j 关 1,7 汪 
0。 (已 经 证 明 必 有 K> 40 使 
Fh = ke (30) 
匠 #=0， 则 由 此 即 知 名 的 无限 简单 连 分 数 表 示 式 是 纸 循 生 的 . 
著 4>0, 我 们 米 证 明 由 式 (30? 可 推出 
hl = Fple 31) 
因而 ， 依 次 可 得 -= a0= 丰 -ps 这 也 证 明了 所 过 的 结 
论 。 


由 条 件 知 对 所 有 的 ji 守 0 有 全 1。 现 来 证 明 当 20 有 时， 
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-1<Fy<0. C32) 
由 条 件 知 ,f= 0 时 成 立 。 假 六 7 = nm( 产 0) 时 成 立 。 当 1=#+1 时 
二/ 一 Gan， 
利用 an 六 1632 人 0 和 上 归纳 假设 ， 从 上 上 式 就 推出 式 (32) 对 7 了 = 下 证 上 
茅 立 。 这 就 证 明了 式 5320 对 所 有 的 7 袜 0 成 立 。 
由 于 oj = 一 1/8i41; 所 以 4;= 结 一 8741。 由 此 及 式 (32) 


得 
0< -ay 一 1L/ 东 < 
因而 得 . 
aj=[ -l/l 70， C33) 
委 式 (30) 可 得 如 = 张 ,当空 1 时， 由 此 及 式 (33) 就 得 
OR- 7 Ok-ie 
则 此 太 式 (30) 就 得 到 
TAG 
即 直 (30) 成立。 证 毕 、 
例 2 求 f。= (v14+1)/2 的 循环 连 分 数 ， 
和 解 ” 我 们 按 定 理 6 的 方法 米 求 ， 即 要 求 出 最 小 的 k 汪 >h=0 使 
二 x; 即 世 (24 成 立 ， 为 使 条 件 (16) 成 立 ,名 应 表 为 
Eo= (V56+2/4, d=56, 
C0=2, G0=4, ao=[ =2。 


现 按 递 推 公 式 (22) 及 (23) 来 求 cj ,91 ,57344 


co=2, qo=4, 
fo= (C56 +2)/4, ao 一 2。 
ci =2.4-2=6， q1= (56 -6/4=5, 
f= (36+6)/5, aa = 之 。 
C2=2.5-6=4, G2= (56— 42)/5= 8, 
foe= (56+4) /8, az= 1 
ca=1:8-1=4, qa= (56 — 4)/8=5, 
£3= (56+4)/5, aa=2。 
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Ca T= (356 -6/35=4, 
£4 = (36 + 0 /4, = 5 
es b =6, qs= (56— 6°)/4=5, 
Feo= {5+6 /5, aa 二 2。 


这 就 求 出 了 h=1,k=5 是 最 小 的 值 使 5 = fh 因而 得 到 
Fo= (VI4+1)/2= 02,2,1,2,3>, 
对 定理 6 的 方法 稍 作 修改 ， 可 以 得 到 另 一 种 具体 算法 ， 当 求 
cj ydj (I 闫 2) 时 ， 运 第 中 不 出 现 4 也 不 震 诈 除 靶 。 由 式 522 知 


ja94 二 cq59i-1+e3， cid+oi=aigf jl 


因而 有 


qt et)a, 11. (C34) 
Gy+1= 0 — Cs 


| 


这 样 ， 先 求 出 go coya 及 9qobcisa 然 后 用 式 (34? 求 9j cj (1 宇 2)。 
而 ai 仍 用 原来 公式 [8]= [Cai +rcei)yqj]。 下 面 举 例 赔 明 这 
一 方法 。 加 
例 5 求 56=~73 的 特 环 连 分 数 。 
和 解 ” 为 使 条 件 (16) 成 立 , 6 应 表 为 
fo= (VT3+0/1, =1,00=0,4=73, 
= [WV73]= 8. 利 用 式 C32? 求 得 
01=8°*1-0=8, 91= (73—8)/1=9, 
Ki= C73+8)/9, a=1, 


下 面 按 式 (3 和 来 
co=0, ga=1, 
fo= (V73+0/1, ao= 8。 
ci =8， qg1=9, 
El= C73 +8/9, aus= 1。 


zz=1'9-8=1， 
£2= (TS3+1DV8， 
ca=18-1I=7， 
£3= (73 二 7)7/3， 
css=5-3-7=8， 
zs (78+8)73， 
cs=65*3—8=7, 
Es= CIS+7)/8, 
co=1*8—-7=1, 
s= 73+D/9, 
cr=1*9-1=8, 
Er= 73t/1, 
os=16°1—-8=8, 
fe= (V73+8)/9, 
这 就 求 出 了 名 = 二， 因而 得 


g2=1+(8-1):1=8, 
02=1. 

qs=9+ {1-7)*1=3, 
aa 一 5。 
q=8+ (7 -8).5=3, 
= 5 

45=3+ 8-7)"5=8, 
G5= 1 
90=3+7—1)"1=9, 
ae= 1。 

97=8+ (1—8)*1=1, 
ar= 16。 
Ga=9+(8-8)=9, 


Ga=1, 


Eo=vV =<8,1,1,5,5,1,1,16>, 


设 <>1 是非 平 方 数 ,5 由 式 《16) 给 出 。 册 定理 6 知 #; 可 由 
式 (2D 表 出 ,但 另 一 方面 $6 和 纪 之 间 叉 有 一 般 的 关系 式 一 一 3 
式 (17)。 因 此 ， 由 这 两 个 关系 式 可 推 由 {ca}, {9s} 和 {hn}, {Kn} 之 


闻 的 关系 ， 下 面 的 定理 就 是 刻 西 这 种 关系 。 


定理 7 设 生 由 式 民 ;给 出 ， 


Eo aos ds tas >。 


语 设 和 Fn 上 $2 式 (2) 给 出 ,cn,9n 由 式 (21D) 给 出 。 那 么 有 


CDrrics= Cooha hn-a — CoCfin-ikn-2 Thao- aKn-1)) 


一 外 


fo 


ns 0, 


CD "gn (goln-1— Coka-i)  — dKa-1, N20 


0。 


特别 地 ， 当 00=0,06=1, 即 8。=4 时 有 
CD len=hn fas — da 1k -s, nO 《37》 
C— D"qn = ha — dka-1. n>0. {38} 
证 由 $3 式 (173 得 
Co= hun tha a)/ Ro En tha-s), 20. 
8o,5n 用 表达 式 (21) 代 人 得 到 
Eteo_ hn A ton) th sg 
qe Kui d ton) Fkn-odn 


， 0。 


Cd +o ni +on) tkn-29n) 


= qha-y Cd +en) tha-29n), 0, 
直上 式 比较 系数 得 
qohn -it 一 coKn_i)cuTK9qoka -as 一 cokgn-a)9qa= dn, n>0, 
kn-icn tkn_ sqn = tqohn-1 — con 1), 10 
由 以 上 两 式 解 出 94m,cn; 利 用 $2 式 (5) 简 化 后 即 得 式 (35) 及 (36)。 
看 于 qo14 一 68, 所 以 式 (36) 的 右边 可 被 1, 整除。 证 毕 。 
对 特殊 的 实 二 次 无 理 数 ,4+ 应 有 特殊 的 性 质 。 下 而 来 讨论 最 
简单 的 情形 。 
定理 8” 设 4>>1 是 非 平方 数 ,60 = + 了 wd]， 得 设 和 ,8 
辣 83 定 理 革 ,以 及 oj,9j 是 由 定理 6 给 出 的 $8; 的 表示 式 (21) 确 
定 。 那么 ， 
《i) 4; =1 的 充 要 条 件 是 下 i, 这 里 i 是 的 纯 循 坏 连 分 数 的 
周期 。 
《iD 对 任意 的 j2>0,47 玫 一 1。 
证 设 刀 的 共 应 数 是 856。 我 们 有 
El -1 = VE +i dl, 


所 以 由 定理 6 知名 的 无 限 简 单 壕 分 数 是 纯 循 环 的 。 由 定理 4 Ciii》 
知人 尾 一 ;的 万 限 漳 单 连 分 数 都 是 纯 循 环 的 , 营 9; = 1, 则 中 式 (21》 
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知 #j 一 v +c;。 辕 面 由 定理 5 知 ， 必 有 
tl 一 < 人 = -E+e<0. 
因此 ， 必 有 of =[w 了 ], 即 :y =。 这 就 证 明了 4y = 1 的 充 变 条 
件 是 =o. 由 此 及 定理 4< 记 就 证 明了 0)， 
下 而 来 证 (GD ,者 有 j>0 使 4;= 一 1, 则 5j= 一 了 -oj 由 


于 前 面 已 指出 $; 的 无 限 简单 连 分 数 -一定 是 纯 人 循环 的 ， 收 由 定理 
5 G) 知 ,必须 有 
f= de>l, -1l<H=V do-0<0, 


有 即 有 
-1>cwE， 
这 是 不 可 能 的 。 所 以 对 任意 的 7 源 0,9; 开 ~ 1， 证 毕 。 
推论 9 在 定理 8 的 条 件 和 符号 下 
Fo= at da a do=2v dG]. (C39) 

以 及 

B= d= Easyaz yao>。 C40> 
此 外 ， 车 设 名 = <0, 机 ,> ;一 《ii 以 及 

到 = 本 + Cirr= td:— Cs 


2 0 


=9, I>0, 
以 及 5;=1 的 充 杰 条 全 是 证 ,对 任意 的 1 宇 0,9; 天 一 1。 
利用 ,= 吉 , 从 定理 8 立即 推出 所 有 结论 ， 详 细 论 证 留 给 读 
者 , 例 3 给 电 了 定理 8 的 具体 例子 . 
定理 7 和 定理 83 是 应 用 连 分 数理 论 解 Peli 方程 的 基础 ， 
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习 题 五 


1， 设 《<ao,41,42，…> 是 循环 连 分 数 ， 周 期 为 1 ,iis/kn 是 它 的 
渐 近 分 数 ,n= <an, assay…>。 证 明 ， 

C0) En tn/Rn= Emr tn > 

《ii 数列 gs Rn-1/kn (ne0) 的 极限 点 至 多 有 /个 ,它们 是 


1 


=mo t,o 十 24 一], 这 时 假定 向 由 $5 式 (149) 给 出 。 

Cii) 对 fo0= <2,5,1,1, 1,2>, <0,5,8,6,1, 1,1, 1， ,1,4>, <2, ,3,1, 2， 
宫 >, 分 别 求 出 CD 中 的 各 个 极限 点 。 

2. 求 以 下 二 次 无 理 数 的 循环 连 分 数 家 示 式 , 它 的 纯 答 环 部 分 
及 周期 。 

GD (+) CG) v43, CGI) (6+v43)77， 

0 BO+8, YY B+ T/L.AVI) 3675。 

， 设 二 次 无 理 数 4= (a + 4d)/4,4,4,4d 是 整数 , 50.4 是 

Ea 下 a: 是 的 共 忽 数 .证 明 , 有 c>1 -1<a 0 成 这 的 充 
要 条 件 是 ， 0 二 4 tb d+4, 进 面 求 出 

人 a= -本 大 有 有 滋 中 ay-1<ac<0 的 as 

《ii = 工时 的 所 有 这 种 as 

Qiii) a= 1 时 的 所 有 这 种 = . 
外 结论 。 

上 以 下 方法 来 证 明定 理 64D ， 谈 实 二 次 无 理 数 5。 是 f(xX》 
be +e=0 的 根 ，i 的 无 限 简单 连 分 数 古 <40,4;,9z,*…>. 证 
明 : 

《 认 Srn=< ,> 满 是 二 次 方程 4ar2+Bac+Cn=Dy 
共 中 全 syFa 是 50 的 汗 近 分 数 ) 


An = hss 上 pp kn t ck, 
Bn=2ahn has tbca kn-s tkn. zln-1) + 2 1ln. 2, 


358 


Cn = apR-a 十 区 aaKe-s 二 CE-a。 


(对 任 前 nz0,.B2 -44aCue= 包 一 daco 
(i 对 ?2>0 有 
Taage1+ lal + |b|, 1Cal<l2asol + lal + 1b!, 


3<d4Ci2ago| + |al £ 1b[)?+ Cb — 4a0). 

《ii》 至少 商 三 个 fn ,Eng 人 ng 是 同一 个 整 系数 二 次 方程 Ax* 
+ Bx+C=0 的 根 。 

、 设 名 =< G0， Ta, #4 是 的 共 罗 数 。 证 明 s 

— 1/ Canyanis yao7。 

6, 证 明 ， 当 且 仅 当 4=o+1(a 是 正 整数 ) 时 “的 循环 连 
分 数 的 周期 为 1， 及 wasTTI= <ay35>. 由 此 求 101,v325， 
2602 的 循环 连 分 数 。 
2。 证 明 :KD wa-1=<4~1,1,24 -2>, 
=<a-1;2 82 二 22>. 举 例 说明 (i, (i) 的 应 用 。 
:3 ,征明 : 

(人 vaio=Ca—1,1,4-2,1,20 ~ 2>, 

(Gy waT2=<am25>。 有 具体 举例 说 电 GD (的 应 用 。 

3. 设 a 是 奇数 。 证 明 

《CD 当 G7>18 =<oyte-D72 1 Ta 一 1723,2a>。 

(iy a>>3 时 ， a 一 4= 一 Ca 一 3)72， 2a—=3))2,1, 
2 二 2>。 具 体 举例 说 

10. 证 明 : 本 的 循环 ) 数 周期 和 于 2 的 充 疾 条 件 是 
d= ,b>1bl2a, Vet 一 《a,2915,29>， 举 例 说 明 这 一 
结论 的 应 用 。 

11. 设 是正 整数 。 证 明 存 在 无 穷 多 个 4 ， 它 的 循环 连 分 
数 的 同期 为 1 。 

12. 设 V 4 的 循环 连 分 数 是 


7， 设 整数 4 
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4 是 周期 证 明 : 
ayes A117 = <ar-1 "> 即 aj ars STEI/2, 
13。 设 名 是 二 次 无 理 数 , 它 的 循环 连 分 数 的 周期 为 ! 有 /7 


是 它 的 渐 近 分 数 。 证 明 : 
Gy 当 是 纯 循 环 连 分 数 时 ， 存 在 整数 4,b,c,4d,04 -2c= 


《一 1)!, 使 得 
kas bah 因 
(2 )-( sx) m0, 


《Ki 当 包 是 秆 环 进 分 数 出 85 式 (14) 给 出 时 ， 存 在 整数 0,5， 
odyad 一 bo = 《一 1)! ,使 得 


pyyh 
(2 )-( 2a) 


14， 设 了 汐 稍 环 连 分 数 同 第 13 题 ，hn/kr 是 它 的 浙 近 分 
数 。 证明: 对 正 整 数 m， 当 1<i 志 mi 时， 


h. hrm- hmt i 
ml-l )=-3 mi-i Jr 机 了 -1 )， CC#) 
kmi-1 kmi -sy Em -jl 
及 
dk LT hm1 -ji- 
mI-l )=4-:( mr ) ra- ml-ji-1l ): Cer) 
hni-1 kmi -i Kmi-i-1 
进而 推 


人 er = 天 mm1 -1 em + kmr .2) = hny -kmi-Ls 《本 二 证 


ham = hi + Akh 


15. 设 无 再 数 a= <aoI51>,4o= ca 及 有 是 它 的 共 罗 数 。 于 
设 ha/ks 是 4 的 渐 近 分 数 ， 征明 : 
na jnrs 


1 a 
in 
he ~ n> 2, 


a-pB 
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ja pes 
Tap 
16. 设 2yaay sa 是 Fibonacci 数列 , 即 41= ts 一 1, Hn 
三 Hari 十 uns72 沪 1。 证 明 ; 


(YY -5 ¥s)), 


§6 x*—dy’= 十 1 


Kn = -Inmet n> — 2, 


这 一 节 我 们 应 用 连 分 数理 论 采 甫 不 定 方程 


~ dy?= 1, (C1) 
及 

-dy*= —1; C2) 
这 里 4 是 非 平方 数 , 4 于 ~1， 通 常 这 类 方程 称 为 Pell 方 程 ,满足 


<>0,7>-0 的 解 称 为 正解 。 
定理 1 设 ， = , 它 的 循环 连 分 数 周 期 为 上 , 渐 近 分 数 为 
Ba/Ien。 那 么 ， 
《D 当 二 为 偶数 时 ， 不 定 方程 (2) 无 解 ， 不 定 方程 (1) 的 全 体 
正解 为 


xj-1 性 = 1)2 3 《3) 
《iD 当 为 奇数 时 ， 不 定 方程 (2) 的 全 部 正解 为 
xi 1 835 C4) 
不 定 方 程 (1) 的 全 部 正解 为 
xp Ys-is f=2,4,6,°". C5) 


证 由 $3 定理 8 知 ， 泗 x,y 是 不 定 方程 (或 (2) 的 一 组 下 
解 , 屠 么 必 有 某 个 n230 使 x*=h,y=kn。， 另 一 方面 由 35 式 (38) 得 
—dka= (1)"*!qari, C6> 
内 推论 9 《那里 的 56,8; 由 这 里 的 各 ,9 和 知 ， 9 天 ~]1， 及 当 且 促 
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稚 当 n= hn 二 站 -1 一 
定 廊 程 (1 或 (2) 的 解 ， 这 上 
FE- 一 ci 《TD 0 

由 此 就 推出 所 要 的 全 部 。 证 毕 。 

出 于 当 x,y 是 不定 方程 (了 ) 或 (2) 的 解 时 , 土 x，+y( 正 、 负 号 

六 选取 ) 也 是 不 定 方程 1 或 (2 的 解 ， 再 注意 到 1, 0 是 (1》 

的 解 ， 及 天 ,= TK_ = 0, 从 定理 工 立即 得 到 

推论 2 ”在 定理 工 的 符号 和 条 人 下 ， 

Ci 当 上 为 但 数 有 时， 不 定 方 程 (2) 光 解 ， 不 定 方程 (1) 的 爹 部 
解 为 


当下 7 时 9;= 
ij-1 才 有 可 


= 二 iii 3 二 pri， =0)L2 (7) 
其 中 下、 负 号 任意 选取 。 
Gi) 当 汪 为 奇数 时 ， 不 定 方程 (2) 的 会 部 解 为 


x= hiy-i, Y= 二 gif j=1,3,5,°s C8) 
不 定 方程 (1 的 全 部 解 为 
X= they Y= tkip-rs f=0,2,4,°, C9 


以 上 正 、 仙 号 均 为 任意 选取 。 

定理 1 表明 ， 为 了 求 出 不 定 方程 (1) 和 (C2) 的 全 部 正解 ， 就 要 
出 迷人 的 所 有 浙 近 分 数 Fr ji -Cry-iC= 1 2 0)。 当 然 过 个 
去 求 不 仅 麻烦 也 是 不 可 能 的 。 下 面 将 证 明 只 交 求 出 环 -bk3 -其 
它 的 解 都 可 用 它 很 简 贡 地 表 出 ， 为 了 级 述 和 推导 方便 起 见 ， 当 x， 
J 是 不 定 方程 (DD 或 (2) 的 ( 正 ) 解 时 ,我 们 就 说 二 次 无 理 数 x + yw 荆 
是 不 定 方程 C1? 或 (2) 的 ( 工 ) 解 . 

定理 5 设 铝 = 了 ， 它 的 循环 连 分 数 的 周期 为 1 ， 渐 近 分 
数 为 hw/knln 尝 0)。 那 么 可 

hoygitv Akg = (Cr 了 DT 
了 一 了 2 {10) 


证 记 P4=hijtMVadkiy-t 它 的 共 轻 数 
= 有 iv 
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定理 1 证 明了 不 定 方程 ( 风 和 (2)C 有 解 的 话 ) 的 全 部 正解 由 
PC 给 出 我 们 有 

p04=hy dk = 1 I>1. (11) 

pju>pjs ijl. ”2) 

式 (12) 用 到 了 {hn}, {ko} 均 是 严格 递增 数列 。 由 Pi1=hi-1 

+vEki ELI+wdE>1 知 ， 对 任意 的 >1， 必 有 正 整 数 * 满 足 


PFEP; PE 


我 们 来 证 明 必 有 
py= py. C13) 
考 不 然 ， 由 有 
1<pypi<CPlo (C14) 
由 式 (11) 知 Pi!= 土 乓 ， 所 以 
PPIN= PI(EPID -arb CE a,beZF. C15) 


由 于 姜 各 的 共 罗 数 等 于 共 孝 数 的 乘积， 利用 式 (15) 得 
a dbr=(at+bw da-bv d) 
PCP pICt PE 
= jp04KprpiDIz 一 土 I。 
让 此 可 推出 ，ab 头 0。 因为 游 4=0 则 上 式 不 可 能 成 立 : 若 2=0， 
则 a= 土 1， 查 由 (14) 及 (15) 知 ， 这 也 不 可 能 。 而 以 上 三 式 得 
1<a+aA 可 = 土 I/Ce-swd)。 
显 见 ，a;5 不 能 均 为 负 。 车 a,2 为 一 下 一 负 ， 则 有 
EI 


这 和 和 上 式 沪 盾 。 因 此 ，a,5 均 为 正 整数 ， 且 a+ bw 了 是 不 定 方程 
《1D 或 (2) 的 正解 。 但 由 式 K12) 《1 多 及 (5) 知 ， 
atrb dep, jl 
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更 1 矛盾。 这 就 证 明了 式 (13) 成 立 。 、 
显 见 ， 为 了 证 明 式 (10)， 只 要 证 明 必 有 天 = 六 直面 来 证 明 这 
一 点 ， 由 于 对 任意 的 m 六 1， 设 2? =am+w dbm， 我 们 有 


db PrPP) Pp) PP m= tl 


这 里 CP? )' 表 ?7 的 共 略 数 , 所 以 2? (m 汪 1) 一 定 基 不 定 方 笋 (DD 或 
《2) 的 正解 。 由 此 及 定理 1 和 式 (13) 就 让 明了 Pp? (x1) 和 Pi 人 
之 DD 一 样 ， 都 分 别 给 出 了 不 定 方程 0) 和 (2) 的 金 部 正解， 因此 ， 
这 两 个 集合 是 -一样 的 .注意 到 (利用 式 民 2) 及 pt IT) 
Pi<pas pa Py, 
PDIPP DY pe, 
所 以 式 (013) 中 的 大 = 六 证 毕 。 
出 定理 3 肥 惟 论 2 立即 很 到 (证 明 留 给 读者 》 
推论 4 在 定理 工 的 符号 和 条 件 下 ， 
《i) 当 二 为 偶数 时 ， 不 定 方程 (2) 无 解 ， 不 定 方程 (1) 的 从 部 
解 为 
x+ d= th 4 dk I, j=0,1,2,%, (16) 
其 中 其 、 负 于 任意 选取 。 
《ii 当 虐 为 奇数 时 ， 不 定 方程 (2) 的 全 部 解 为 
Xtry ds th tv dk Di，7=13,5， 


(17》 
不 定 方程 (1) 的 使 部 解 为 
xX+ty d= +t dk i, f=0,9,4.., 
(018) 


以 工 正 、 负 有 号 均 为 任意 选取 。 

显 见 有 -i,k1-; 是 正解 中 的 最 中 的。 如 果 (2) 右 解 ， 我 们 把 
-或 训 +Xi-iw GE 称 为 不 定 方程 (2? 的 最 小 正解 ， 如 果 - 
{2) 无 解 ， 称 它 为 (7) 的 最 小 正解 。 

例 1 求 不 定 方程 
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X23— 73y?= —1 C19 


及 
x2 一 7382 = 1 《20》 


的 全 部 解 。 

解 由 35 例 3 知 ， v73=<8, 二 5,5,1;1,16>。 周 期 为 ?7 。 
因此 由 定理 1 及 定理 3 知 ， 不 定 方 程 (19) 的 最 小 正解 是 *=he， 
上 = Ke。 不 难 准 出 

ho/Ke=<8,1,1,5,5,1,1>= 1068/125。 
因此 ， 由 推论 4 知 (19) 的 全 部 解 为 
x+aw73= t+(1068 + 125v 78)1, 
j= 1,3,5,7, "0, 
(20) 的 全 部 解 为 
< 二 avT8= 土 (1068 土 I25v 7327， 
7=0,2,4,8,"。 
例 2 求 不 定 方程 
x 8y= -1 《21) 
及 
x2— By =1 C22) 
的 全 部 解 。 

解 虫 83 例 4 知 ， 8 = <2,1,4>. 周 期 为 2， 因 此 由 定理 1 及 
定理 3 知 ， 不 定 方程 (21) 无 解 ，(22) 的 最 小 正解 是 x = 有 ,y= Fn， 
容易 求 册 

Bf/ki = <2,1>=3/1, 
震 以 ， 岂 推论 4 知 (22) 的 全 部 解 为 
x+y B=+(3tv 8), 1=0,1,2,3,.. 
当 4 纤 较 小 或 是 比较 特殊 的 数 有 时， 我 们 可 以 不 用 去 求 了 的 
循环 连 分 数 。 而 是 通过 一 个 一 个 试 算 w = 1,2,… 来 求 出 
Xdy= 一 [到 x?-dy?=1 
的 最 小 正 铝 ， 出 第 一 次 找到 的 一 组 解 。 出 以 上 讨论 知 ， 当 这 个 第 
一 次 找到 的 解 是 x 一 d= -1 的 最 小 正解 时 ， 就 可 按 推论 4 (ii 
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求 出 这 两 个 方程 的 全 部 解 ， 当 是 人 -dy? = 1 的 最 小 正解 时 ，x? 一 
4y2 = -1 就 无 解 ， 而 按 推 论 4 (就 找到 x? -dy?= 1 的 全 部 解 。 例 
和 如， 在 例 2 的 情形 ， 取 y=1 时 ，x =3,y= 1 就 是 (22) 的 解 ， 央 而 
《21) 无 解 ， 由 此 立即 得 到 (22) 的 全 部 解 。 下 面 再 举 一 例 。 


例 5 求解 不 定 方程 
29°= 一 1 (23) 


及 
xz2 一 29y2= 了 《247 


的 全 部 解 。 

解 依次 取 2= 1,2,…，,12， 由 计算 知 二 1+ 29y? 均 不 是 完 仿 
平方 ， 当 y=13 时 ， 一 1+29*13?=?0?。 因 此 ，x=70,y=13 是 不 
定 方程 (23) 的 最 小 正解 。(24) 的 最 小 正解 ， 由 

(70 +13w 29)* = 9801 + 1820v 39 
知 ' 是 x=9801,y=1820。 由 推论 1 知 (23) 的 全 部 解 是 
x+3yw29= + (T7013 29, f=1,3,5,7,., 
(24) 的 全 部 解 是 
x+aw29= + (T7013 26)!, j=0,2,4,6,., 


当然 ， 利 用 9= <5,3,1,1,2,10> 可 得 到 同样 结果 ( 留 给 谈 


者 )。 
习 题 六 

1， 利 用 v4 的 循环 连 分 数 来 解 下 面 的 Pell 方程， 
Ci x2— 80y= 一 工 《ii》x2 一 890y2 = 工 

Cii) x ~ 13y?= 一 1 Civ) xs — 138 = 1, 

《Cr x2— 23y:= ~ 1, CviD x ~ 23y = 1, 
{viiy x2— 28y2= ~ 1, Cviii》 x*— 28y: = 1, 
ix) x?— 29y*= — 1, (x) x 29y°= 1, 
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CD x2— 61y*= —1, 《xii》 x — 619*=1, 
2， 通 过 点 接 试 算 求 最 小 正解 的 方法 来 解 下 面 的 了 el 方程 。 
GD x 7y= 1, (ii) x2— Ty = 1, 
Ciiiy x2 一 1382= —1, Civy xz 一 1332 = 1 
Cy) 3232 一 74 妇 = 一 1 人 vi x2 一 9 了 452 一 1 
《viiy x*— 87y*= 一 1， Cviiiy x? — 87y* = 1。 
3. 设 4>1 是 非 平方 数 ，e 是 给 定 的 正 整数 . 证 明 ; 
x* 一 dy?= 1 有 无 穷 多 组 解 满足 21y。 
4. 求 不 定 方程 全 + 《x+ 人 D*= 恕 的 金 部 解 ， 并 说 明 本 题 的 
几何 意义 。 
5.。 证 明 存在 无 穷 多 个 正 整 数 ” ， 使 得 1+2+ 沪 +1# 是 平方 


数 ， 

6. 设 cs+yavw 2 = 《1+w 232)" 证明; 

GY ynrr=xnt Bes Xnrt= Jatit yn nl. 

《ii》 yanri= Yart yi, Rl, 

(iii) ysst 是 两 个 相 邻 襄 然 数 的 平方 和 ， 求 出 这 两 个 自然 
数 。 


(Civ) 设 xo= 1 ga=0。 当 mm 时 ， 
xnxm 一 23ngm 一 (一 TDmxcn-m， xnim 一 入 txm 一 《一 ]) yn-mw 
YY xzanrt 一 xntixa 二 Snrign 二 2xnraxm 十 所 一 了) 9 
Vanri Yanan 十 antine 
《vi 21y2ns21 V2antis 
《vii) 当 n>1 时 ，zxa 不 是 完全 平方 数 ， 
7. 设 崇 数 Pp 二 1Cmod 4)。 证 明 ; x? 一 py?= -1 必 有 解 。 
8， 设 d>1 是 韭 平方 数 ，4,v 是 x? 一 dy?= 1 的 最 小 正解 。 证 
明 : ** 一 dy*= ~1 有 解 的 充 要 条 件 是 ; 
s2+ dit? = Qst = 
有 正 效 数 解 8,t， 以 及 sst 是 避 -dy*= 一 ] 的 最 小 下 整数 解 。 
以 下 第 9 一 11 题 是 不 用 连 分数 方法 直接 讨论 Pell 方 程 。4>1 
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表示 非 平方 数 
9., 证 明 ， 存 在 无 限 多 对 正 整 数 x,y 满足 ，|x? 一 dy?| 一 1+ 
2 4 (利用 $ 4 定理 8)。 

10. 证 明 ; 一 定 存在 整数 mm， 使 x* -dy*=m 无 穷 多 组 解 x;， 

y1， X994 是 自然 数 ， 且 对 任意 的 族 ,fs 满足 : 
x Mod 人 ?312ja(maod m), 

11. 证 明 (i) 至 少 有 一 组 正 整 数 x,y 满足 方程 x* -dy* = 了 
设 xisi 和 xs,ys 是 两 组 瑟 整数 解 ， 那么 x 所 x 的 充 要 条 件 是 
assgr。 如 果 正 整数 解 xuyyi 是 所 有 正 整 数 解 xy 中 使 x 为 最 小 
的 解 ， 那 么 ，x 1 ,91 或 + Vy 就 称 为 是 这 方程 的 最 小 正 解 ， 

Gi) 由 Cry+w 3Dn=xn+wdancn=1 2 给 出 的 xn， 
yn 是 x*-dy*=1 的 全 部 正 整 数 解 。 

12. 证 明 : 若 x* -dy*=e 有 一 组 解 ， 则 必 有 无 穷 多 组 解 ， 这 
时 4 站 1 是 非 平方 数 ，o 为 整数 。 

13. 在 假定 有 解 的 前 提 下 ， 类 似 于 第 12 题 和 第 8 题 讨论 方程 
x2 一 dy?= 土 4， 其 中 人 >I 是 非 平方 数 。 《提示 : 当 x,y 是 解 时 ， 
汰 虚 p= Cd+sywd)V2， 把 它 春 作为 解 ) 。 

1 1 是非 平方 数 ，。 是 整数 ，[c|< 过 4。 霖 正 整 数 
6 天 大 21-dg2=e 揭 一 组 解 ， 且 人 =I， 那么 8 一 定 是 
的 浙 近 分 数 。 

15， 设 >1 是 非 平方 数 ,，5,? 是 两 个 正 怠 数 ， 清 足 如 一 人 7 
= 1 证明， 鞠 #>>r/2--1， 则 +#W 4 是 不 定 方程 二 -dy*= 1 
的 最 小 正解 。 
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第 八 章 “素数 分 布 的 初等 结果 


索 数 一 各 是 数论 中 最 有 趣 、 最 吸引 人 的 研究 课题 ， 在 前 面 七 
音 中 已 经 看 到 对 它 的 性 质 的 研究 在 数论 中 的 重要 作用 除了 素数 
林 身 的 定义 之 外 ， 实 际 上 所 知道 的 素数 性 质 就 是 算术 基 木 定理， 
5 性 质 者 是 从 它们 推出 来 的 。 关 于 素数 有 许多 有 趣 的 问题 。 
例 好 ， 人 们 一 直 项 能 找到 一 个 表示 全 体 素数 有 的 公式 ， 从 至 今 找 
独 的 这 入 “公式 ?> 采 看 ， 它 们 都 是 没有 实用 和 理论 价值 的 ， 大 家 
F 认 为 找 不 到 这 样 一 个 有 用 的 公式 。 以 x(x) 表 示 不 超 过 
如 
(zy = 0x<23 人 5) 一 3 
(10.5) =4; Ax(50) 一 15 
寻找 -个 尽 可 能 阿 单 的 xx 的 表达 式 很 早 就 吸引 了 优秀 的 数 学 
家 ， 但 -将 设 用 结果。 直到 1800 年 左右 ， Legendre 和 Gauss 分 别 
划 出 了 区 下 两 个 渐 近 公式 : 


站 x pe 
A ~ T1086 * 


和 《下 曾 的 积分 在 1 处 取 永 昼 ， 称 为 对 数 积 分 ) 


dt 


i 
olnt ” 


Ar) ~lix= 

从 天 1 可 以 看 出 ， 这 两 个 渐 近 公式 是 很 精确 的 ， 容 易 看 出 , 玉 *~ 
xnxzyxz> + ce。 所 以 ， 他 们 实际 上 都 猜测 应 有 

KZ YAlnx。 x++co 〖《 炒 了》 


这 就 是 现在 所 说 的 案 数 定理 。 这 个 定理 到 了 1896 年 才 为 J.Hada-— 
mard 和 de la Yallée Poussin， 秋 用 十 分 高 深 的 复 变 函数 理论 所 各 
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自 独立 证 明 。 交 到 1949 年 ，A&.Selberg 和 了 .Erdas 


给 出 了 这 个 定 


理 的 初等 证 明 ， 但 在 十 分 复杂 。 这 些 都 超出 本 书 的 范围 @ 。 本 章 
的 主要 内 容 就 是 代 检 渐 近 公式 《六 ,证明 (x) 的 上 ,下 界 佑 计 ， 
即 著 名 的 Se6umea 不 等 式 《§ 2 定理 1)。 
吉 1 
T | 1 一 
s | nm | 二 了 人 
~ | 
1000 168 145 178 1.16 0.95 
10000 1229 1085 1246 1.13 0.99 
soo00 | 5133 4621 5i67 | TI 9.994 
100000 9592 3686 9630 | 1.10 ! 0.998 
500000 41538 38103 41606 | 1.090 0.938 
1000000 78498 72382 78628 1.084 0.998 
2000000 148933 137849 149055 1.080 0.9992 
5000090 | 348513 324150 348638 1.075 0.9996 
lo000000 | 664579 | 620421 S64918 | 1.071 | 0.9995 
在 第 一 章 $ 2 已 经 侈 绍 了 一 个 具体 找 出 不 超过 给 定 正 整数 入 
的 金 体 素数 的 方法 ， 即 Eratosthenes 乌 共 。 在 § 1 我 们 对 这 方法 作 


进一步 更 精确 的 讨论 ， 除 了 得 到 对 给 定 的 六 具体 计算 xCN) 的 公 
式 外 ，$ 1 中 还 对 数论 中 的 一 个 重要 的 初等 方 法 得 盐 作 
了 最 初步 的 介绍 。 特别 地 ， 引 进 了 十 分 重要 的 Mahius 郑 数 上 nm) 。 

在 本 章 的 最 后 一 节 《 即 $3) 中 ， 证 明了 著 名 的 Euler 恒 等 
式 ， 它 的 四 要 性 在 于 它 是 算术 基本 定理 的 分 析 等 价 形式 。 是 用 分 
析 方 革 研 究 素数 理论 的 基础 。 


§1 Eratosthenes 笨 法 


在 第 一 章 8 2 介绍 了 一 个 找 出 不 超过 给 


[oY 关于 素数 定 贡 的 条 于 证 胡可 参看 ， 潘 薄 福 和 活 最 蓄 合 沙 的 《素数 定 理 的 初等 
证 明 》， 上 海 科 党 技术 出 版 社 ，1988。 


定 正 整 数 六 的 全 体 素 
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数 的 具体 方法 ， 只 痉 我 们 已 经 知道 不 超过 WN 的 全 体 素数 ， 这 就 
是 古老 的 Eratosthenes 得 法。 这 种 方法 是 十 分 有 效 的， 至 今 构 选 
上 仍 是 利用 这 样 的 办 法 ， 现 在 我 们 更 精确 地 用 公式 米 
六 一 方法 。 
2， 区 (9) 表 不 超过 x* 的 素数 个 数 。 以 
2=p1 pps (1) 
所 不 超过 v 六 的 素数 ， 因 前 5= TCAXY)、 这样， 由 第 一 
2 推论 5 知 ， 把 讲 是 1sn 志 xz 的 所 有 整数 ”中 能 被 任 一 Pa 
整除 的 数 去 卸 后 ， 剩 下 的 就 是 ? 


Eh (2) 
的 全 部 素数 P ， 以 及 1 。 所 以 。 剩 下 的 数 的 个 数 为 
T=A00 Ar) 1 《3) 


我 们 能 不 能 找到 一 个 公式 米 表 示 了 呢 ? 在 氏 问 Ex 上 的 下 整数 ”= 
数 的 个 数 是 -[x]/d] 

-。 这样， 被 陈 定 的 Pi 整除 的 数 的 个 数 古 [x/peJ: 被 两 个 
不同 的 P41, ;Pi, 整除 的 数 的 个 数 是 x/ 《Pipi J" 一 
般 的 ， 对 开 定 的 TrQ 守 r 太 8)， 被 7 个 取 定 的 卫 黄 不 同 的 Pi,,…> 
ni 整除 的 数 的 个 狐 是 Cx/ ni，y…ni.)]。， 如 果 我 们 性 虑 量 


T=Ex1— Dx/pi,l, 4) 
则 最 然 丰 
Ti<T。 {5) 


因为 式 (4) 活 边 下 示 依 次 把 区 间 21,x] 上 的 [xJ 个 正 整 黎 中 衣 被 Pp 
整除 揭 [x7p 跨 个 丈 数 赤 掉 ， 被 ma 整除 的 -x/Paj 个 整数 去掉: 
一 直到 把 被 + 事 除 的 Lxyps] 个 整数 去 卸 之 后 剩 下 的 导数 个 数 。 
虽然 ， 那 些 在 [1,*J. 上 的 恰好 只 能 被 一 个 pi, 整除 的 整数 Cp 
形式 的 数 ) 在 这 过 程 中 励 重复 好 每 个 数 被 去 掉 了 一 次 ， 而 对 那些 
在 [1,xJ 上 的 恰好 只 能 被 7 个 (7r 取 定 ，2<rs) 两 两 不 同 的 
37I 


Pi Pi, 整除 的 整数 《 即 形 如 Pilep 7 (a 之 DD 的 数 ) 在 这 过 


程 中 恰好 每 个 数 被 重复 地 去 措 了 7 次 ， 所 以 有 式 (5) 成 立 。 姥 末 ， 
和 如何 来 弥补 这 种 差异 昵 ? 对 给 定 的 1(1<7<<s)， 最 


= So pir)] 《6? 


是 表示 对 广 是 以 下 条 件 的 在 [1,z] 上 的 正 整 数 ” 的 个 数 的 菜 种 有 
重复 的 计数 : 恰好 被 ?个 两 其 不 同 的 1, ,…… ,Pt, 整 除 的 4 答 好 被 


计算 了 了 一次， 恰好 被 tr -tsss) 个 两 两 不 同 的 pi -pi ,整除 的 


于 恰好 被 重复 地 计算 了 ( ‘ 次 《“ 显 见 对 上 = 了 这 也 对 )，。 和 如果 为 了 
允 补 站 去 掉 了 过 多 ， 人 加 上 Ts， 就 要 考虑 量 


一 


-0 访 记 |- 训 


《7) 


这 时 右边 的 和 式 在 数量 上 表示 :在 区 间 51,*] 的 整数 ”中 ,把 那 
些 恰好 被 一 个 pi, 整除 的 7 恰好 被 去 控 了 一 -次 ， 那些 恰好 被 两 个 


2 2 
不 同 的 piiyPi :整除 的 = 去 挤 了 ( ; )-( 2。 ) = 1 次 ， 即 也 性 好 被 
去 掉 了 -次 。 但 那些 恰好 被 At>2) 个 两 两 不 同 的 pl，…,Pie 整 


失 的 ” “去 掉 了 ”(《 1 )-(; ) 疏 ， 由 于 
(1)-( 3)- 和 ee-Draso， 19, 


这 表明 那些 恰好 被 :( 汪 2 个 两 两 不 同 的 P14,,…,P;, 整 除 的 # 并 
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上 
没有 被 去 樟 ， 相 反 地 每 个 这 样 的 又 被 以 ( ，) 《 1 ) 逆 么 多 次 重 
复 地 计算 了 和 进去 ， 所 以 有 


Ta? 之 工 。 《8) 
-一般 的 、 对 络 定 的 r(I<rss?， 量 
Ur=Vi- Vt ~ DV (C9) 


电表 示 对 满足 以 下 条 件 的 区 间 [i,z3 上 的 整数 n 的 全 数 的 某 种 有 
“重复 ”的 计数 ， 当 1 SISS 时 ， 恰 好 被 上 个 两 两 不 语 的 pi ，…， 
P， ,整除 的 ” 在 式 49) 中 怡 好 被 计算 了 


( 1)-( 3 ) Dei( ， )=1-G-D5= 1 次 
《10) 
而 当 r<*<s 上 时， 恰好 被 上 个 两 两 不 同 的 pisPis 整除 的 n 
在 式 (9) 中 怡 好 被 计算 了 bi, 次 : 


vcr, =( ， )-( 2 ): pr : )， 


1 11) 
笛 于 


(12) 


a) 


所 以 。 当 rs.472 时 显然 有 


{ 1— b(t,r) < 0, 21ret/2, i 
pol |r 宕 2. C13) 
而 当 :72 时 …( 利 用 式 (10))， 可 竺 
a ot L 1 
be) -一 全 -07 :Di 
“ re 《， ) 1 (,, ) 


= C1 Se Di( ) 


= Dib tr 1). (14) 
由 于 当 r 二 #1/2 时，t 一 fr 一 1<t/2， 由 此 及 式 忆 3 得 
3- br 0 2tr>t/2, rt, 
Up, 0 2 | rt/2, rT<t, 
因此 综合 式 (3) 及 (15) 得 


ti>2 。 (15) 


bet > 2 本 
人 站 > 2 ,yg. C16) 
blt,r) 1, 2 | 了 < 了 
记 
Tr=[x]-Ur;, lres, C17) 


综合 以 上 讨论 就 证 明了 

定理 1 在 式 (1),(3), (6), C9) 及 (17) 的 条 件 和 符号 下 ， 我 们 
有 ， 

Gy Us 是 区 疗 [1,x] 上 与 np。 不 既 约 的 整数 ”的 个 数 , 即 
满足 . 
TIN n,m) >] 

的 7 的 个 数 ; 

ii) Ts 是 区 间 [1xz 与 Pops 既 约 的 整 殖 7 的 个 数 , 即 满 

足 
lnsx, Cn,pmpe)=1 
的 nn 的 个 数 ， 

Gii) 

T=A) -A TI +1l=Tss C18) 

Gvy 

Tai TT kes C19) 

式 C18) 可 与 为 
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XI = TEI +t 1 (20) 


这 就 绽 出 了 计算 不 (7) 的 一 个 公式 例 知 ， 取 Y=100， 不 超过 
?= 1 几 0 的 素数 存 四 个 :2,3,5,7，TC103 = 4。 我 们 来 计算 U,。 
刑 式 人 9 和 式 (6) 知 ， 


LV 


-0 0) 
2 3 - 5 了 
_TTIoo | 
(la 3°5. 
ja 
二 了 
1007 fl1001 FF1001 FT100 ] 
+ [la [a.3:7] * L253 1 i325 


=117-45+6-0=78, 
进而 ， 岂 式 民 7 有 1C20) 得 到 
F100) + 40 +100—-U,—1=25. 
这 和 第 一 童 32 的 结果 要 符 。 
EE， 上 人 面 的 讨论 是 提出 了 一 个 -~ 般 方 法 ， 对 给 定 的 有 限 
上 4， 及 整数 斥 ， 恕 何 去 求 出 序列 4 中 所 有 与 经 约 的 整 


数 个 数 。 

定理 2 设 4 是 一 个 给 定 的 有 限 整 数 序列 ， 玉 是 给 定 的 不 上 
数 ， 青 设 .44 袁 示 生 中 诚 正 整 数 上 整除 的 所 避 数组 成 的 了 序 
列 ，P1,"…,Ps 是 K 的 所 有 的 不 同 的 素 因 数 ， 以 及 i44a| 表 序列 a 
中 的 整数 个 数 。 那 么 ， 序 列 4 中 所 有 与 所 蜡 约 的 数 的 个 数 


375 


SpO=- 5 i 
tae dy 


s 


A BD BD lA, 
Go oe fe 
Lia Tir 


21) 
定理 2 仿照 上 曾 讨 论 的 证 明 贸 给 读者 ， 如 果 到 4 是 由 1,2， 
[x] 组 威 的 序列 ， 玉 = pps，Pl ,Ps 是 不 超过 < 的 全 部 
崇 数 ， 则 定理 2 就 是 定理 ] ， 这 时 
LAps nis = Lx/ prs piry]， 


式 (2D) 的 表示 方式 中 要 利用 的 全 部 素 因 数 ， 这 在 推 导 、 表 

述 时 都 有 点 不 便 。 下 面 我 们 来 引进 一 个 十 分 重要 的 数论 函数 ， 它 
不 仅 可 以 给 式 (2D 一 个 简洁 的 表示 式 ,而 县 用 它 的 性 奈 可 以 直接 、 
简单 地 证 明定 理 2 。 这 就 是 通常 所 说 的 M5bivs 画 数 上 dy， 变数 
d 到 下 整数 从 ,4#(D 定 义 为 

1 ， d=1: 
(d= 1 C1)", d= pieprspii…wypr 是 两 两 不 同 的 素数 ， 

0 ， ”其 它 ， 即 4 有 大 于 1 的 平方 因数 。 


C22) 
由 定义 衬 妈 推出 ， 式 (21 可 改写 为 
SOE= BD 1= DAD 4s1。 C23) 


ry AR 
‘ae 
我 们 来 证 明 M5bius 函数 的 一 -个 最 基本 、 基 重 要 的 性 质 , 由 它 
就 可 证 明定 理 2 ， 即 式 (23) 
引 理 5 设 工 是 正 整 数 ， 我 们 有 
Sw [=| ]. 1=1. (241 


a 0 ， “上 
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证 当 #=1 时 式 (2 作 最 然 威 立 。 现 设 2=p1 呈 P03 这 1。 
由 定义 (22) 知 
— ， s s 3 

d)= d)=1— 一 一 3 
ED EO® 1 (7)+(;) +c-pD(,) 
=01—1D)'=0, 

这 就 证 明了 当 7 之 1 时 式 (2 人 和 ) 也 成 立 ， 证 毕 。 

定理 2 的 证 明 出 引 理 3 知 ， 

> 1= 5) D5) 4 


a 4 de 
1G ,Ra 1 


= BD) £0d) D1= Dd | Aal, 


< ara a 
ala 


这 就 证 明了 式 (28) ， 也 就 是 式 (21)> 证 毕 - 

通常 我 们 把 式 (23) 称 为 Eratosthenes 位 法 。 利用 式 (23) 很 
容易 给 出 第 三 章 83 式 (5 一 一 即 由 Cn 的 计算 公式 的 直接 证 明 . 
取 和 4 为 由 工 2,…, 训 组 成 的 序列 , 久 =m,t 由 第 三 章 33 式 (2) 给 
出 ， 即 m= ptmopr"，07221。 由 村 


1Aal =m/d, dlm, 


故 有 
dk- D1 D1 DS 
Few Ey fn, “ 
a 
= Sucd) D1= Duc) TF. C25) 
dm Ei dln 
由 定义 (22) 知 
HKai da) = HHCd), (diy de) =1, ‘26) 
所 以 有 
S; £4= Dy >) Ap ep plepy™) 
所 i i 
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{ 忌 (Pi ID Ar -| 5 np An 


(1 一 1/pD (~ Er), C27) 


最 后 一 步 用 了 式 (22) 。 由 式 (25) 及 (27) 就 推出 第 三 章 §$ 3 式 (5) . 
反 过 玉 ， 从 过 (27) 及 第 宇 闪 8 3 式 (5) 就 推出 式 (25)。 
而 我 们 利用 式 《23) 米 给 出 C(x) 的 上 界 鸽 计 。 先 证 一 个 引 


由 


再 。 
引 理 4” 设 x 这 y222， 中 (x 四 表示 不 超过 x , 且 其 来 因数 都 大 


二 y 的 所 有 正 莹 数 的 个 数 ， 那 来， 
xTT( -也 )- es 十 四 (xi <zTI(L- ; ar， 


Py Ep 


258) 
证 取 扩 为 序列 1,2,"…,[xj， 
K=PCy = 1r. 
Py 
我 们 有 
1+BGsay = SCAsPCW)= 了 1 
te 这 
= ud 了 | 
ft 
» ACd) x 
=x >) 村 一- > scay {3} 
ff, a 
-=I1( 1)- 避 eeo 人 3 (293》 


让 


最 后 一 步 册 到 成 (277。 由 此 及 下 式 


| 世 ac 人 地 | < DP C30) 


dipry) ”dip 
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就 推出 式 C(28) .证 毕 。 
定理 5 设 x 这 10。 一 定 存在 下 常数 0 使 得 
A EO rn ln x) (‘3D) 
Ph3zeTzm ln lan, ns5, C32) 


证 容 蕊 硬 出 。: 
TO TAD TDR, EVEX, (33) 
由 此 蚊 束 (28) 得 到 


' 
OT 人 
{x 十 it ;,) 
(C34) 
注意 到 
罗 lv! 1 1 ~ 
了 人 了 ) TIG pp 一 ) 这 Ek 


1 图 
> ln (1 nyI+ Dlny, {35) 


现 取 Y= 1nx， 由 以 上 两 式 得 
Tr x(nln x) + nxr2on 
six Ca ln xy +x + ln rv, {36) 
这 就 证 明 式 (3D.。 作 式 (3D 中 取 Pr“x， 注 辣 到 XT(pn) = 及 
到 起 (2)。 这 时 常数 ci 的 具体 数值 者 辣 已 这 


(37) 


所 以 ， 


整数 中 绝 大 多 数 是 台 钥 ， 素 数 只 有 很 少 一 部 分 。 
吉 指 出 ， 厅 市 六 ji 


1 


是 后 ,后 全 的 Eratosti 利 上 站， 就 是 组 
合 数 学 中 的 原型 在 这 里 的 其 体 应 所 ， 熟 悉 容 斥 诛 坦 的 污 者 ， 
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请 自己 作 比 较 、 分 析 。 


1. 


8. 


习 题 一 
求 x(x) 的 值 : x = 200,300,400,500,600,700,800,900， 


， 详 细 写 出 仿照 8 1 定理 1 的 证 明 方法 来 证 明 § 工 定理 2 


, 设 # 为 任 给 的 正 整 数 , 求 4CDACaT+ DACn+2)hCn +3) 


. 承 立 ecrD 的 值 


ji 


.分 别 求 正 整数 k 使 


HK) +RCGC TI +TRCGK+2) =0.+1, +2,+3, 


证 明 ; 全 nd) = 请 (D = 14Cm1, 这 里 求 和 号 表示 对 


dn 


所 有 满足 4*1n 的 正 整 数 4 求 和 . 


了 . 


的 个 数 ， 


8. 


证 明 ，。 G》 p24) = 2"",o(m 表 的 不 同 的 素 因数 


dln 
wl = 0 
(3) DD TD = DD. 
ein 
设 k 是 给 定 的 正 整 数 .证明 ， 
0 ， 若 仓 在 mm>1 使 m*lny 
了 ma = { 
im 1 ”其 它 ， 


这 里 求 和 号 表示 对 所 有 满足 4*1n 的 让 整数 4 求 各。 


9. 


10. 
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设 21n. 证 明 : Dy HCD$(d)=0. 
po 


设 1GD 是 定义 在 正 整 数 集合 上 的 国 数 ( 称 为 数论 二 数 )， 


再 设 FGm = B77 C4), 证明: 车 对 任意 的 G0, = 工 必 有 nana) 
pe 
= 了 nDfCna)， 则 对 任意 的 Cm,m)~1 亲 有 
PFCn rs) = FF (m2). 


11. 求 ”> 4(4)0 64D) 的 值 . 
时 | 他 


12. (CD 设 Kin, 证 明 : 2) 1= ln/ky, 
Dlg 
Gi) 设 有 (my) 是 一 数论 二 数 ， 证 明 ， 


HO = Df dD Bnd). 
Er 


a aln 


Gii) 和 证明，>) (dk(d,mD) =40D。 
和 


13. 证 明 : AC(D= esrld。 
a 
14, 证 明 ，Z nCd) 卫 | 


了 


1 


15. 求 以 下 各 个 中 (x 四 的 值 ，(i) x= 400,，y=3,5,7,113 
(ii) x=1000， y=5, 7，11， 17, 29。 并 比较 (x; 办 和 
xJT(1 一 二 ) 的 天 小 《x,y 取 G ,GD 中 的 值 )， 


yy P 
" 16, 设 k>[0， 必 ,由 =1, 及 x*k。 再 设 4 表示 整数 序列 ， 
1 扫 a<x，a 一 !(mod kK)。x(Cx3k, 引 表示 有 4 中 的 素数 个 数 ， 以 及 不 
表示 不 超过 wx 且 不 能 整除 的 所 有 素数 的 张 积 。 
5i 证明 
Trak,ty= SCA, KY)—E, 
这 里 SC(A,K) 由 定理 2 给 出 ，s=1 当 1E4A; s=0 当 1¢ 4h。 
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(iiy 和 用 式 人 22D 求 xsd4:17 和 TOxid 3 ， 基 二 xx=100， 
S00 ,500,70U, 1000, 


$2 deGnmes 不 


在 第 一 章 8$ 2 定式 8、 第 一 章 § 2 习题 二 第 30 题 及 上 一 节 的 
定理 5， 我 们 给 出 了 (x) 及 pe 的 很 弱 的 下 界 和 二 界 估 计 。 本 而 


将 利用 第 一 章 $8 定理 2 得 到 的 mt 的 区 分 解 式 来 给 出 更 好 
的 估计 ， 这 就 是 著名 的 Xe5anues 不 等 式 : 
定理 ] 设 x 训 5。 我 们 有 
( 轩 ) 半 <7 <G@ms 壤 ， C1) 


(2) 


这 里 ps 起 第 个 索 数 . 
证 鞠 米 证 切 式 (1)。 设 是 正和 鸭 数 ， 
MI= {QT CH), 
出 第 一 剖 § 8 例 4 刘 :对 是 正 整 数 中 ， 我 们 求 故 庶 它 的 来 辐 数 分 
和 解 式 。 出 第 一 荧 38 定 理 2 知 (为 方便 起 见 ， 取 半数 形式 )， 
ln M = 1n(2m)1 210m 


= DBD) iatp,2m) ~- 2ap,m) }lnp 


ss 
+ > acpy2m)i py (3) 
光量 mln 
en (4) 


全 当然 民 训 是 组 合 数 《 5” ) ， 由 此 也 可 推出 由 站 糙 获 。 
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显 见 ， 
alps2m) =1, mm<p<s2m。 (5) 


当 Pm 时 ， 由 0 和 寺 [2y] 一 2[ 纪 亿 1 及 式 (4) 得 


[2m 可] 
OAPs 21) - 2a(psm) = | 各 | -ai 二 ] 
lnK2rr) 
< 5 1 人， 《67 
pf am - 
这 样 ， 由 式 (3), (5) 及 (6) 得 到 
了 
npsmws 习 [时 ln p。 (7) 
mtn rr 
因而 有 
{rm) -Tm Hn me nM 2m ln(2m) 。 (8) 


另 一 方面 ， 我 们 直接 来 估计 的 上 、 下 界 。 我们 有 


_2m 2%w-1 下 


2" 9) 


m 组 一 上 1 
M = COM 17Cmnl)2< + 1)™ = 24m, C10) 
训 以 上 三 式 即 得 
Ta2m) ln(2m) Sm ln 2, C11) 
{rom) 一 二 (ps ln mi 2m Ia2。 C12) 


当 x 6 村 ， 取 下 = xz/2] 盖 2， 这 时 絮 然 有 2 
式 (11) 得 


1 
x ln < (om aCom) (3), 


由 交接 验算 知 ， | 武当? 守 z<6 时 也 成 立 ， 这 就 证 明了 式 (1) 的 
在 六 不 等 式 。 
当 黄 = 2 时 ， 由 式 (12) 可 得 
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KTC2x*1) — neo } ak , 
由 此 及 显然 估计 (2**1)<2*(k 池 0) 可 推出 
(K+ 1 AO — Kr Cor) 3 » Bk, 
对 上 式 从 k=0 到 二 一 1 求 和 ， 得 到 
nC2) 3 2 
对 任意 x 关 2， 必 有 唯一 的 整数 kh 之 1, 使 得 2!<x<24， 因而 有 
r(x) EA 3 «24 he 6 ln 2)x/ln x, 
这 就 证 明了 式 () 的 右 半 不 等 式 。 
在 上 式 中 取 x* = ps， 利 用 pn> 就 得 到 


p>(6 让 2)" 1 ps>( ls mr, 


这 就 证 明了 式 (2) 的 左 半 不 等 式 . 设 n>1， 在 式 (11) 中 取 2m = 
pn +]， 得 到 - 


nin(pn + DD) (pn +1)/2° In 2, 


进而 有 
InCpu ft Dln(2n/ln 2) + hn lnCps +1). (13) 
当 s>-1 工 时 ， 
?< -六 业 < 
1+s<md+s) -下 1 (14) 


取 s=y/2 -~ 1， 由布 半 丰 等 式 即 得 
In yy/2- (1-ln2)<y/2, y>0, 
取 y= ICpa+I)， 由 上 式 及 式 C13) 得 ， 
Inps + DS2 In Confln 2)<4inm， n>3, 

由 此 及 式 (13) 的 前 一 式 , 就 推出 。 当 *# 之 3 时 式 (2) 的 右 半 不 等 式 
成 立 ， 当 7<3 时 直接 验证 式 C2)? 的 右 半 不 等 式 成 立 。 证 毕 。 

由 定理 1 立即 可 得 到 有 关 素 数 平均 分 布 的 一 些 估 讨 。 为 此 需 
要 下 面 的 引 理 。 
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引 理 2 ” 设 yz2， 我 们 有 


1 
InlnCy]J+1) -Inn2 < > IE 
2 ERY 


<<ln lafyj+ a 一 la ln2, C15) 


CynLy -1} +1< DB) iak 


1 ry 
Ly DinCy]+D -1}+2 -22, (16) 
证 我 们 有 


«rt di ke 
I zi < < ， pu 之 3。 


因此 ， 


~ _1 
Kak aa 站 
2 


=lnlnr 雪 + 2 一 虽 ln2， 


1 .fed 。 
nk 二 ni natty]+ 1) -nln2, 


由 以 上 两 式 即 得 式 (15)。 类 似 地 ， 出 
k kl 
| Intdt 1nk <| lntdt 
-1 k 
可 得 
i 


ye :Wie 
立 lag "latat = tlnt -| at 
|， 。 


2 


= Srindy] + (yj+1) +2- 2in2, 


Inkg> flat dt = EyTacy]- [Ly]I+1, 
1 RY 上 


这 就 证 明了 式 (16)。 
由 引 理 2 及 式 (2) 立 即 推出 
定理 5 设 *x 之 5。 一 定 存在 正常 数 01,5,,…,cs， 使 得 


oi ln hax Sl ooln inx® , 17) 
Paz » 
vr DD) lnp<owx, (C18) 
Fr 
1 
eslnxe DE colnx, C19) 
Er 
此 和 外， - 
lim (In pr)/ (nn)=1., 《207 
me 


证 式 (20) 由 式 (2) 立即 推出 。 由 式 (2) 容 易 推 出 
al la m<<in ps <aslnn, nm2, (21) 
asln Inn<<lnlnps aln Inn, rn25, (22) 
alyazsdsya 是 和 无 甘 的 正常 数 。 下 面 来 证 式 (17) 一 19). 显 见 ， 
不 妨 设 * 之 100。 令 Pn 入 x 之 pmw1， 所 以 抽 富 235. 先 来 证 式 (17)。 
由 式 (2) 知 ， 人 存在 正常 数 ayae 使 得 
和 总站 


kel 


进而 由 式 (15)，m 汪 25 推 山 ， 存 在 正常 数 sa,as 使 得 


1 
ailnlalm+1) < 这 Fataln m, 
还 而 由 起 (22) 及 mm 守 25 知 ， 
in lam cas'lnln pmscaitln In x, 


号 请 比较 式 (17)》 的 在 半生 等 藉 和 第 一 章 习 此 二 第 29 哑 (iiyy 
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itngm laatinlnpw 人 ininx。 
出 以 上 二 式 就 推出 式 (17)， 
直面 来 证 式 0353。 由 式 (21) 得 


ip := Spn sas SInk +tn2。 
1 三 


利用 式 51627 至 王 由 此 菏 扒 在 在 正常 娩 m.an 使 得 
at eo Dm+ inp<aiom ln Mm, 
P= 


进而 由 式 52) 及 m25 推 用 ， 一 
mlnm < (Bln2) pn (Gin2) x, 


及 
m+ DlnCmz 1 dn2/8 pn 1 (Mn2/8) x 
峡 以 上 就 挫 出 式 (18). 
最 后 来 这 式 (19)。 由 式 (2) 及 《2D 知 ， 存 在 正常 数 azyais 使 
得 
a nnpa) /pra/n, nl. 
因 丝 
lwlnn lnp ol 
ou DD 
1 Dir kl 并 
由 此 及 


me 
In(m+1)= I 


1 ba 1 mh 
di + t-1dt=1+1n 
， 1 lt nm 

得 芭 


1 


anln Cm + 1) 一 >， (Qn) yp<2aizinm。 
Ber 
由 式 (21) 苛 得 


inm -ai Vnpa a ln, 


lnm +t 1 
由 以 上 三 式 就 推出 式 (19)。 证 毕 。 


3Unpm :aairlaxs 
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甘于 素数 有 “个 很 出 名 的 效 测 ， 对 每 个 整数 >[, 必 有 素数 
满足 抽 <p 志 2m， 即 
TOMY 一 TR) 1 Rl (23) 
通常 称 这 为 Betrand 假设 ， 从 式 ( 1 ) 还 示 能 让 如 推出 式 (23》， 欠 
起 (3) 和 (5) 知 : 


BY Inp=inM- BD {a(p,2m -20Cp,m) inp. 


mm pm ap 
如 果 能 更 精确 佑 计 上 式 右边 的 两 项 ， 证 明 布 边 当 ms1 时 一 定 大 
于 零 ， 则 就 证 明了 式 (23)。 这 就 是 下 面 定理 4 证 明 的 途径 . 
定理 4 当 m 关 1 时 ， 式 (23) 一 - 定 成 立 , 即 必 有 一 个 素数 沽 
是 所 一 大 二 272。 
证 “我 们 先 来 更 精 移 计算 ccp,2m) 一 24C7,m) 的 价 。 当 普 注 
5 时， 我 们 有 


妆 汪 4m2/9 2。 当 2173 拓 PP 于 四， 


所 以 ， 当 2m/2 一 pc 由 秆 有 
po 一 2aCpm)=Tromyp] 一 2Lm7p 了 = 二 
另外 ， 由 式 56) 知 ， 


2 


Tla 
ap, Dm — BP HE in 


mn 
?| <2, vm <p<2m/3。 


出 此 及 式 (6)， 队 式 (24) 推 出 ， 当 mn 之 5 时 有 
lap nM — 53) lnp 


Sz mpesm/s 


- DB) {acp,2n) -2aCn,m) jinp 


Pe am 


宇 InaM - > Inp 


i Pam 
-XV Im ln 2m), (25) 
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式 人 25) 改 进 了 式 (7) 和 式 (8? 的 右 半 不 等 式 。 下 面 我 们 要 更 精确 好 
估计 式 (25) 的 右边 三 项 。 


首先 ， 由 《 2 >=( 2 1<k<am- 1， 及 ( 2 )>s 得 


C1+ Dear ): 人 +( a 1)<2m C"). 


因而 有 
2mY., am 
m={ > 22m /fC2m) ， C26) 


这 改进 了 式 (9)。 其 次 ， 志 5 时， 不 超过 vv 的 奇 合 数 的 个 数 
至少 有 9,15 两 个 ， 而 XTC) 等 于 不 超过 的 奇数 个 数 与 不 超过 
的 奇 合 装 个 烤 之 差 5 为 秆 么 ) ， 所 以 

CSC + iD 一 2 一 72--1， 3 1I6。 


因而 有 
RB Lm 1 128, (27) 
最 后 ， 为 了 估计 式 (25) 右边 的 第 一 项 ， 需 槛 下 边 的 引 型 . 
引 理 5 中 设 < 位 2 我们 有 
Slnp< C2ln2) x, C28) 


Par 
证 显 见 ， 只 此 考虑 < 是 整数 的 情形 、 用 归纳 法 来 证 . 当 
x=2 有 时 式 (28) 显 然 成 立 ， 假设 式 (28) 对 所 有 的 x<k Ck 之 3) 成 
立 。 老 并 是 合 数 ， 则 当 < = 天 时 式 (28) 显 然 成 立 ! 若是 素数 . 
设 关 =2n+ 1 Cn 之 1)。 由 归纳 假设 知 


了 inp< COQ) n+ DD. (29) 
Err 
利用 


中 六 引 再 证 出 了 式 (18} 中 的 镑 好 的 正 需 数 c.。 
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1 《3 + DL 2 +1) 
PT 1 n 


mn 


arDee> (2 (7 )-A™'), 


n+t+l 


就 推出 


lap<(2Jjn2)m。 
ET 


由 此 及 式 (29) 就 证 明了 式 (28) 当 x=%=2n+1 为 案 数 时 也 成 立 . 
区 此 ， 式 (28) 对 一 切 x 衬 2 都 成 证 毕 。 
由 式 (28) 可 得 
>) lnp< CCdln2) /3)m, 


i Pom/s 


综合 式 (25) , (26) , 《27) 及 上 式 即 得 ， 当 mm 之 128 时 ， 


BB) Inp>2min2- ncom) 
pr am 


一 《Cdia2)73)mm -my2 - 11n (2m) 


=m((2ln2)y/3 ~ 2 am)/v 2m) (30) 
由 于 

Cy ay’ = C1- ln) /ys 
所 以 当 % 产 时， 项 数 y !'iny 北 减 ， 因 而 

ynys (ln2)/4, y>16. 
二 此 及 式 30? 得 到 


了 inp> (Cn2)/6) 严 ， m128. (31) 
mc 
这 就 证 明了 当 mm 郑 128 时 定理 成 立 。 当 严 拓 128 可 和 点 接 验 还 存在 
素数 p 满足 人 np 寺 2m; 


m=1, P=23 m=2, p=3 m=3, p=58 
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dms6，P=73 TEMmE12, p=13; 
13 志 23,， P=23; 23< 人 大 42，P= 43) 
43<m82，P=83) 83<m<127, p=131, 
下 纵 .。 
为 了 证 明 素 数 定理 ，de5umes 引进 了 两 个 重要 函数 来 代 赵 
(x)， 它 们 是 


Br) = Dlnp, 《32》 
和 
$x) = Dy AL), (33) 
其 中 A 人 nm) 是 定义 为 
lnp， n=p"，n 素数 ，z21 
4Cn) = (C34) 
{ 0， 其它， 


通常 称 A(m) 为 Mangoldt 本 数 。 这 两 个 畏 数 讨论 起 来 要 比 (x) 
方便 得 多 。 从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 为 什么 要 引进 8(x) 的 理由 , 强 
进 (<2 的 理 电 将 在 下 节 说 明 。 我 们 先 来 证 明 一 个 定理 说 明 这 三 
个 函数 之 间 的 关系 。 

定理 6 设 x 守 2， 那么 ， 存 在 正常 数 “使得 


(nx — er rr) 0) < nx rr), C35) 


OXI EY EEO) + rlnx, (88) 
证 ”上 先 来 证 式 635) ， 我 们 有 
8Kx)》 = > Inp = Blak Cr (ky Tw 


Pez Kez 


rz) -1 


= - > zx) nk + DD) -Inak)+mCr])InrxT。 


be 


利用 式 (14) 可 得 
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1 1 NN- ly 
< -< y>1, (C37) 


了 +T 
由 此 得 到 
ta ck tt ke 
xtx]— 了 区 yom <rcolnz- >) 2 
pe br 
由 式 (1D 得 


ea ta 
x(k) 1 ea = dt 
2 < 之 EC 


0 dt 
= ng + » Ing + 总 


A 1 > 
< ma ”+21inx 
Lamr(x), 


最 后 一 步 用 到 了 由 式 (14) 的 后 一 式 推出 的 Vx <<x/lnx (为 什么 )， 
以 太 式 C1)， 这 里 的 ai,as 是 正常 数 ， 此 外 ， 
In[xJ>ln(x — 1) =1lnx 十 lnC] —1 fr) 
>lnx- 1/(x-1), 
最 后 一 步 用 到 了 式 (37) 。 由 以 上 三 式 即 得 也 35 。 
下 面 来 证 式 C36)。 由 式 C34) 知 


y= DAGD = D1np, 


bez par 


右边 是 对 素 变数 > ， 及 整 变数 4 满足 条 件 六 所 7 的 范围 上 求 和 。 
昆 见 ， 对 固定 的 p»，0 的 求 和 范 园 总 1 所 a 入 Cnx)/inp，。， 所 以 有 
( 记 0p = (nox) /lnpy 


WCxY = > inp+ DD) inp 


Ps 了 pos ng 
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=00+ DInp D1 


pe/ Yep 
0 + Flnp ,inx/inp 
站 


OEY + X11nx, 


由 此 就 推出 式 (36)。 证 毕 。 
定理 6 就 天 明 为 什么 可 以 用 9(x*) 或 wx) 来 代 趟 (< 研究 素 
数 分 布 ， 具 体 的 说 有 下 面 的 
定理 7 设 + 之 2。(i) 以 下 三 个 命题 等 价 ， 
Ca》 存 在 正常 数 41,d; 使 得 
dx/Inx en Cx) < dysx/Inx. 
Ch) 存在 正常 数 4,,d, 使 得 
dsx OXY dx 
Cc) 存在 正常 数 ds ,ds 使 得 
dx Pr) dexy 
Ciiy 人 
(dy lim x Cx)lnx/x= 
(ey) jm oc /x =1. en lim Or) /x = 
这 两 个 结论 容易 从 定理 6 推 其 ， 详 细 推 导 留 给 读者 。 下 面 我 
们 来 直接 证 明定 理 ? 的 (;»， 由 此 利用 等 价 性 就 推出 式 (Q3) (当然 
党 数 可 以 不 同 )， 而 这 里 的 推导 要 简洁 些 。 为 此 ， 先 证 几 个 引 
埋 ， 
引 理 8 设 整数 " 兰 1。 我们 有 


了 4(d) =Jnn。 《38) 
A 
证 *=1 显然 成 立 , 者 ">1， 设 垃 的 村 因 数 分 解 式 是 ， 
和 = pe-opgr。 


由 A(4) 的 完 义 ( 式 (34)) 知 ， 
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SAD= BD) AD+tet BD) A 


uln dipel dlper 


= oilnpl + + arlnp, = lnn. 


这 就 证 明了 式 (38)。 这 个 幅 质 是 算术 基本 定理 的 推论 。 
引 班 9 ” 设 x 之 1。 我 们 有 
Am) = In (Cx). (39) 


mr 


证 由 4) 的 定义 ( 式 (33)) 知 ， 


了 wz/m)= DB) 2 4Ck) 


mm mar car/m 


= BAW), C40) 


Er 
作 整 变数 替换 km = 4，k =k， 上 式 变 为 
Dr/m = DB) DAG) = Dlnd, 
个 ft A fz 
最 后 一 步 用 色 了 式 (38》。 由 此 就 推出 式 (39)。 

立 访 指出， 式 (39) 是 n! 的 素 因数 分 解 式 一 一 第 一 章 §8 定理 
2 一 一 的 等 价 形式 。 先 求证 明 从 式 (397 可 推出 2 的 素 因 数 分 解 
式 。 由 式 5K40) 可 得 ; 

Dv/m) = PA) > 上 


mer kr Ek 


= Di EIA). C41) 
由 1() 的 定义 得 


< 
的 
= 了 | 5422 
1 
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在 式 (39? 中 取 * = ”ma， 利 用 以 上 两 式 即 得 
nn = Tne DI 019) 
rr 


这 就 是 nl 的 素 因 数 分 解 式 ( 取 对 数 形式 }。 反 过 来 ， 和 从 式 (43? 成 并 
可 推出 式 (39). 这 只 要 在 式 (43) 中 取 n=[x], 注意 到 [LxJ/P’ j= 
Cx/p*3， 由 式 (43》 (n=[x]》， 《42) 及 (41》 就 推 出 式 (39)。 这 是 
给 出 了 5l 理 8 的 一 个 新 的 证 明 ( 但 它 的 基 硝 仍 是 算术 基本 定 直 六 
由 这 一 证 明 也 可 看 出 引入 范 数 Y%z)? 的 道理 。 

现在 ， 我 们 来 证 明定 理 7 的 Cc)。 

定理 10 设 x 之 2。 我 们 有 

C/AY no) r(x) (din2)r, C44) 
证 设 m 为 正 壹 数 。 由 式 (39) 得 


Iino -2lnmt= BD) Pm/R) -2 Dy hm/d) 


kerm dm 


上 


HB) pam/k) -2 DD tm/ C24)Y 


in pe 
= DD) CD* Ym/k), (C45) 
En 
因而 有 
2 
WarmD -ys 和 yam)。 (46) 
出 此 及 式 (9)， 式 (10) 推 出 
YQm) mln2, Cd47) 
PZm) — $m) 2mln2, C48) 


当 x 宇 2 时 ， 由 式 (47) 得 
vx) Lx/2D) Lx/2 Nn2 > 1/4) Cn) 
这 航 证 明了 式 (44) 的 夸 半 不 等 式 .而 对 x 之 2 必 有 唯一 的 正 整数 
满足 2"-!<x 人 2"， 这样， 由 式 (48) 租 
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m1 
pOEV2™) = DI {VCE -pC2K)} 


ms 
< Sarnnac<2™'ing 


CPT 


< (4ln2)x, 
这 就 证 明了 式 (44) 右 边 的 不 等 式 ， 证 毕 。 
习 题 二 


1 设 za(x) 表 示 所 有 不 超过 x 且 恰 为 栈 个 素数 乘积 的 正 整 
数 的 个 数 。 证 明 : 看 在 正常 数 "ri,c*， 使 得 


xlninx xinlnx 
TX ox 


， Xz 之 4 


cr 


nx 


2. 证明: 当 m 六 6 时 ， 必 有 了 两 个 素数 Pp,9 满 足 风 <p<4 达 


3. 证 明 ， 存在 正常 数 “ 使 得 
(2x) — T(r) >exfInx, x2 


4. 证 明 。 (i) yx)= Sy9(xY")。 


nl 


Cii) 8Czy = DH rT) 


Pegi 


5. 证 明 : 存在 正堂 数 “ ， 使 得 
PKI LEK) + ore 


tl 


6. 证 明 ， 溉 数 定 理 limr(x)Cnx)/xz=l 等 价 了 村 
lim pa/Cnlan) = 1， 这 里 pn 表示 第 7 个 素数 。 
7. 设 TCx) =Ink[x]1)。 证 明 ， 当 x 时 
VCxz) = SHTEL/n), 


nr 
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8 设 Tkz) 同上 题 。 及 LU(z) =TGz)? 一 TGx/22 一 T(z/37 
一 T(x/5) +7《x/30)。 证 明 : 
Ci) UGX) =Ax+r50Cnx+1)， 鞭 中 | 名 | 志 1， 
A=(7/15)In2 + (3/10)ln3 + (1/6)ln5 = 0.92129""s 


Gy UG) = Dhar/ ， 03r0o=4351221, 并 具体 定 出 233 


Er 

Ciiy preU CX Ep — CX/ OS 

(iy) 当 x 关 1 时 ， 

Ax- BCnx +t DEVEEA/TIY + CBinx + 5) Cnx + 1). 
9. 证 明 : 存在 正常 数 4,,4*， 使 得 


(CD DAG/k= Lnxr+ hx), IA 1 志 A x 守 D 


prrs 


《ii) SAnpy/p=lnx tA) Asx) IEA x 


Pez 


10. 设 fx 是 区 加 Ia,5] 上 的 非 负 递增 淆 数 。 证 明 


SB} fom — 下 ra |<7%). 


a cneb 


11， 设 fCx) 是 区 间 [4,5J 上 的 非 负 递 碱 饵 数 ， 证明 


| 已 AD fea [7160). 


本 
12。 利用 第 12,13 题 来 估计 引 理 2 中 两 个 和 式 的 上 、 下 界 ， 
13， 证 明 ， 无 穷 级 数 > (lnlnp pr， 当 AT 时 收 你 ， 当 
As<<1 时 发 散 - ” 
14， 利用 A = SAD { 3 «CD 证 明 ; 


EE Tina 
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ACn) = DAIn n/n = — Dubin, 


允 对 
进而 推出 第 7 是。 
15， 设 /Cn) 是 正 整数 变数 的 戎 数 ，7Cn》 = 了 Yc4)， 利 用 
Ee 
AmD= 7D Sac) 
ln tind 


证 明 ， fry = >) wd)FOnjd)。 皮 过 来 ，: 


din 
数 必 nm)， 必 设 Km = ADPCn/g) .证 明 : Fn) = Yd)。 
Er Ee 
这 -对 关系 式 通常 称 为 M6bius 反 转 公式 . 


83” Euler 亿 等 式 


关于 正 整 数 与 素数 之 闻 的 关系 ， 我 们 证 明了 两 个 重要 结论 . 
一 个 是 算术 基本 定理 ， 它 是 最 基本 的 另 一 个 是 自 它 挤 出 的 吊 的 
素 轩 数 分 解 式 ， 它 的 等 价 形 式 趋 8 2 式 (39)。 本 节 妆 来 证 明 算 术 
基本 定理 前 一个 分 析 等 价 形 式 ， 这 一 思想 在 第 一 不 8 2 习 题 二 第 


28 征 给 出 的 素数 有 无 穷 多 个 的 另 一 还 明 中 已 经 用 到 。 先 涉 平 册 几 
个 引 型 ， 
引 理 ] 当 实 数 ?1 时。 无穷 乘积 


II( -) 13 


收 合生 大 于 1 ， 这 里 的 连 履 号 表示 对 所 有 素数 求 积 . 
证 由 852 式 (J 4 可 得， 


oh 
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六 而 有 
| TAN i 
:<2 1 (1-8:) “< ps 一 1 


万 


1 < 工 
<2D an s>L C3) 
s Er 


这 里 求 和 号 忆 表示 对 全 体 素数 p 求 和 由 于 当 s 这 1 上 时， 级 数 


六 收 族 ， 所 以 由 式 (3) 知 正 项 级 数 


1 
Pt -p:) 
当 s 之 1 了 叶 也 收 化 ， 由 此 就 推出 无 穷 乘积 ( 巧 收 就 ， 它 的 值 大 于 1 
起 显然 的 。 证 毕 ， 
假定 我 们 还 没有 证 明 算 术 基 本 定 埋 ， 当 ">1 上 肝 由 第 一 章 §2 
定理 5 知 站 必 可 琢 为 


n= ep (C4) 

有 由 于 必 有 py 用 mm， 所 以 这 种 考 法 的 个 数 是 有 限 的 ， 设 不 计 次 序 

的 这 种 表 法 个 数 为 <(n)， 显 然 有 人 (mW) 室 1。 我 们 约定 61) =1。 
引 理 2 ” 当 实 数 *1 有 时 ， 


TY- en) 
TIU-z) =- (5) 
证 当 s>1 9， 


TI hs) 
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<TI( a) < -BB)', s>1. 《9 


当 s>1 时 由 引 理 1 知 上 式 的 无 穷 莱 积 收 全 ， 所 以 由 上 式 知 式 (5) 
右边 的 正 项 级 数 胜 敛 ， 且 有 


0- 坟 ”. om 


反 过 来 ， 对 任 给 的 正 整数 M 及 产 ， 取 
N=TI 2, 
PM 
这 里 的 连 乘 号 表示 对 所 有 不 超过 邓 的 素数 求 积 。 由 e() 的 定义 知 


TT Grr 2, s>1, 


PeM a 


一 步 用 到 了 已 经 证 明 的 正 项 级 数 六 59 的 收 就 性 。 今 一 


+co， 由 上 式 得 
及 (二 


由 此 及 式 (7)? 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
定理 5 ”算术 基本 定理 ， 即 
cm =1, nz C8) 
等 价 于 
TIG- 去 ) "= 二， s>1. C9) 


证 利用 引 理 2， 从 式 (8) 成 立 就 推出 式 (9) 成 立 。 反 过 来 ， 
400 


替 式 (9) 成 立 ， 划 直 引 埋 2 知 


SC 二 0， 


人 s>1。 
Ce] 


由 于 对 所 有 的 "都 有 "~ 1 :0， 由 此 及 上 式 就 推出 式 C8) 成 立 
《为 什么 )， 证 毕 ， 

应 该 指出 的 是 ， 就 我 们 所 知 至 今 还 没有 不 利用 算术 基本 定理 
来 推出 式 (9? 的 直接 证 明 - 式 (9) 遂 常 称 为 Euler 恒等式 ， 式 9? 
右边 的 级 数 通 常 记 作 


Cs = D>l C10) 


nl 


称 为 Riemann 西数 ， 关系 式 (9) 的 重要 性 在 于 它 是 应 用 分 术 方 
法 研究 素数 性 质 的 基础 这 些 当 然 完全 超出 了 本 书 讨 论 的 范围 ， 
利用 本 节 的 方法 和 关系 式 (9) 可 以 得 到 许多 有 起 而 重要 的 关系 式 ， 
这 些 将 安排 在 习题 中 - 
习 题 三 
1， 设 (mm 是 定义 在 正 整数 集合 上 的 函数 ，s 是 实数 ， 级 
数 了 /0Dn-*@ 绝对 收敛 且 不 等 十 零 证 明 : 


Pen 


GD 车 当 Cms 区 =1 有 (mm) 一 fm 了 Cm)， 则 


Sown= TIG+r7CPDP fpPIP te)s 


(i) 着 对 任意 的 史 ,n 有 二 m7) = fCmfCr)， 则 
Sn: = Td -Ap >， 
和 1 
这 里 右边 的 两 个 无 穷 炬 积 都 绝对 收 但 。 


ww 这 神 形 起 的 级 数 称 为 Dirichlet 堪 教 。 
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2， 没 s 是 实数 ， 级 数 六 JpDm- 和 也 ymym， 者 绝对 
收 但 。 证明， 


DDn, D9mm = Bh, 
Ee Ce ep 


这 里 


AD = Df gd = Sf/ on) 
nit 


ni 
= > /on gCm, 
nA 
且 有 边 的 无 穷 级 数 也 绝 半 收敛 ， 
3 证明: G) DreDn = T[G -ms>>15 
A 加 


Gi) Dun = 1/¢6), s>1s 


Gi) 由 《ii) 给 出 $15| 理 3 的 男 -证 明 - 
4. 证 明 : 当 s>1 上 时， 了 Ha CDm 5 =/Y (C23). 


5. 设 (9) 表 "的 不 加 的 素 因 子 个 数 。Q(1)=0， 及 A 和 Cn》 
=《 一 1)*‘"。 证 明 ; 


Gy Dacvn = TTO+p = 062/ 0s), s>1 
I 5 


GD S40) ={ ”本 下 方 数 ， 


Ey 0 ， 其 它 ， 
1, l=1 
diiy 六 mmam = | i 
ma 0, I>1. 


6, 证 明 : 当 s>1 时 了 rmDns = 人 Cs) 


7. 证 明 ， 当 >>2 时 ，>)gGDr = 一 1DACGD。 由 此 


me 
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给 惠 Sip(d)=n 及 D4/d= BD /nm 的 新 证 明 - 


dm ET 


8， 设 3 之 1。 证 明 : G9 59 CD = 了 14GnDm 


站 


(iiy 由 (i 给 出 4 =lnn 及 4 一 一 AdoDmd 的 新 
证 明 ， 
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第 九 章 数论 函数 


在 前 面 八 章 中 ， 经 常 出 现 自 变数 在 某 个 整数 集合 中 下 值 ， 
应 变数 ， 取 复数 值 的 函数 y= fr) ， 这 种 亲 数 我 们 称 之 为 数论 面 
数 或 算术 画 数 ， 它 们 在 研究 许多 数论 问题 中 起 着 十 分 重 要 的 作 
出 ， 数 沦 函 数 是 数论 的 一 个 重要 研究 课题 ， 是 研究 各 种 数论 问题 
不 可 了 缺少 的 工具 . 尖 比 ， 在 本 书 的 最 后 一 他 对 数论 函数 作 - -个 初 
步 的 -- 般 性 讨论 ， 介 绍 有 关 基础 知识 ， 以 及 儿 个 重要 数论 函数 的 
人 性质。 

数论 函数 的 定义 域 可 以 取 各 种 形式 的 整数 集合 。 为 了 简章 起 
见 、 当 我 们 不 说 明定 义 域 时 ， 这 个 数论 函数 的 定义 域 就 是 多 体 正 
整数 集合 N， 而 本 其 它 情 形 则 将 明确 指出 其 定义 域 。 


sl 积 性 琐 数 


定义 1 定义 在 集合 忆 上 的 数论 函数 fo 称 为 是 积 性 西数 ， 
如 果 福 是 


Fon = fn), m=1, mneED: C01) 
称 为 是 完全 积 性 西数 ， 和 如果 满足 
fmr) = fm) fm)» m,neED. (2) 


这 是 一 类 重要 的 数论 函数 . 例如: y= mn* Ck 是 给 定 的 非 负 整 
数 )，nEZi y=n-k(k 是 给 定 的 正 整 数 ),，nEZ, nA0; y= 
《s 给 定 的 实数 )，nE 玉 等 都 是 完全 积 性 困 数 。 第 六 台 8 3 式 (3) 
给 出 的 hCd) ,dE Z， 也 是 完 金 积 性 函数 ， 这 是 因为 
hdide) = hdyhCd) =0, 2ddys 
以 及 当 2144; 时， 由 
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4d.—] 
+ 
于 《 


nv 2 


推出 
hd AY =h( Ed), YM2+ 4d, 


此 外 ， 第 四 章 $6 的 Legendir 符号 (人 ), nez 第 四 章 87 的 


Jacopi 符号 ()，nE 三， 也 者 是 完全 生性 的 ， 而 几 个 数论 网 


数 是 积 性 的 ， 查 6 的 除数 攀 数 rCn) 
(见习 郑 六 第 了 om (CL2 
7 和 是)， 第 
的 M5bius 畏 数 52)《 见 式 (26)7。 诺 肉 己 淮 例 说明 它们 不 是 
完 念 积 性 和 的。 数论 汽 数 02 0" 人 " (cm 天 0 足 给 定 上 整数 )，PEZ， 
当 m+a 了 时 不 起 积 性 的 。In m 及 第 八 剖 号 2 的 MEaagoldt 国 数 作 Cn? 
也 部 不 是 积 性 的 ( 诺 验证 )。 

我 们 再 来 举 几 全 例子 。 第 四 章 8 4 定理 工 中 的 同 祭 方 程 的 解 
数 TCmi 力 是 如 的 积 性 肯 煞 ( 见 式 43))， 它 不 是 完全 各 
性 的 (为 什么 ) 。 第- 章 和 8 中 的 ap CP 盐 给 定 的 素数 ) 整 
除 x! 的 p 的 最 高 次 知 一 一 尽 一 个 数论 晨 数 ， 但 不 是 积 性 的 (为 仁 
么 )。 对 给 定 的 模 灵 ， 第 S$ 1 中 给 出 的 a 对 模 避 的 指数 5m (4) 
是 定义 在 4€E ZZ，(a,m)y =1 撤 ， 当 见 = 1,2 时 是 完全 


和 性 的 当 严 六 2 时 林 是 日 数 5 为 秆 么 )。 设 疡 为 禁 索 数 ， 开 
为 下 整数 ， 3 的 ?了 (8) = 7pk.g (a) 


《以 原 根 8 总 a 对 局 2X 本 4E2Z, (a,p)=1 
扩 的 数论 鹃 党 上 整数 0， 


explonioy ta DCP*Y) a,P)=1, 
xcaspsy =| ? " “ ” 7 (3) 


0, C2,p) > 1, 


洋基 部 是 访 。 所 以 不 写 出 了 。 以 后 均 这 样 。 
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古 定义 让 aE 2 汗 的 完全 积 性 函数 .因为 当 (4192,7) 庆 1 上 时， 显然 
有 
Xaaspy = XC pI KC Pe) = Ds 
当 (aias,p)》 = 工时 ， 由 第 五 章 S 3 性 质 2 《m= pz) 推出 
KaiGa 5 有》 一 exp (ari opeaaa) /PE)Y 
= expl2nic ya) + Ya) ) /Bney) 
= Xa pI Xa pe) 
还 有 陋 个 重 辟 上 凡 数 论 二 数 是 60) 和 QCm). 设 na 的 标准 
素 因 数 分 解 式 是 


二 PopPrr- (4) 
我 们 定义 
{ry, n>1, 
wR) = 4 (5) 
DO， n=1, 


即 wl 中 是 1 的 不 同 的 崇 因 数 的 个 数 ; 以 及 

ai 二 Tary my 
人 ， n=1, 

即 Q(D) 是 n 的 金 部 过 因数 的 个 数 〈 即 按 款 数 计 算 )。 这 两 个 数论 

函数 都 不 着 积 性 函数 ， 但 容易 验证 ， 


| 《6) 


MNY = Om) + Cn), mn) 二 了， 《37 
及 对 任意 的 正 上 整数 m,n 有 
QM = QCm) + QD) (8) 
由 式 (7) 和 (C8) 立即 推出 数论 函数 
PD = -DY (9) 
是 积 性 函数 ， 但 不 是 完全 积 性 的 ， 而 数论 请 数 
KE》 区 一 DR 《10》 


是 完全 积 性 羡 数 。iCn) 通常 称 为 Liouvilie 西数 。 
显 见 ， 两 个 (完全 ? 积 性 之 程 藉 商 (分 桩 枉 2 本 部 是 
《完全 ) 积 性 畔 数 ， 积 性 汞 数 的 构造 是 十 分 简单 的 。 为 了 简单 起 


4n6 


， 下 面 仅 过 论 定义 战 为 下 的 情形 。 
定理 1 设 jn? 是 太 恒 为 零 的 数论 玖 煞 ，P >] 时 中式 (4 ?给 
出 ， 那 么 ，8F(D 是 各 任 消 关 鸭 充 归 条 件 是 FGD) = 1， 及 


FD df por)s 11) 
f《 由 是 完全 积 性 的 完 娶 条 件 是 1(l》=1 太 
FO = ftp) fr (pr) (12) 


证 ” 藉 要 性 ”出 条 件 知 必 有 Fro 天 0 由 式 (1) 得 
0 天 /Cno) = R00) = FD 7 Cn， 
这 就 推出 了 CD = 1， 式 (11) 和 式 (12)? 分 别 由 式 (77 和 (2) 扒 骨 。 
充分 性 ” 当 庙 ,7 中 有 一 个 等 于 1 村 ， 不 妨 设 w= 1， 由 79 
= 1 推出 式 人 和 (2) 一 定 成 立 ， 当 ?>>1，Pm 关 1 寺 ， 淡 严 的 穴 因 数 
98 。 若 式 ( 人 GD 成 立 ， 期 么 当 ( 人 mm = 工时 ，mm 的 
未 四 分 台式 是 2， p17。 度 式 (1 得 


fmny = 了 (9 人 “qh pl per) 


= f(a0 Df CA YF PT Df Cprr) 


= fm Cn)s 
盈 式 (DD 成 立 ， 所 以 /OD 是 积 性 滞 数 。 太 式 C12? 克 成 立 ， 假 定 
> 十 总 有 Pj 天 天 Pi 
1 数 分 解 式 是 


PI BLPpot Hq tt mdepe Do 
由 式 C12) 得 
(ptrn) = fo ip) ef tPF er (qe) ef eq) 
Xf ep rpr) 
= fT mf hs) 1 PD 7 7CPr》 
= fm fF nm). 
这 就 证 由 了 70 是 完 全 积 性 的 。 证 毕 . 
对 于 一 个 数论 畏 数 f(r)， 可 以 先 证 明 它 是 积 性 的 ， 然 后 利 
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用 式 人 1 或 13 


对 由 CD 就 是 在 名 站 
2 定理 8 给 出 了 虽 P7) 


§3 式 (5) 的 。 i 我 
立 及 f(D = 1， 然 后 推出 让 和 偶 外部 
8 1 的 式 (25) 及 527?1 F 朋 了 对 bCD 布 
§ 3 式 (5) 成立， 出 此 悍 齐 它 性 积 人 性 的 。 

: 区 和民 (让 下 
于 它们 基 积 


Limod 区 的 解数 
$35| 理 6 就 


I 

或 见 下 节 定 二 1GiiD7， 对 于 加 人 
RC ,用 第 四 章 $4 定 理工 知 它 
是 通过 求 出 Rp” ,及 利用 式 C 2 
8 3 式 623) , (2 人 D 及 (25))。RCmD 不 4 

定理 ] 表明 :一 :个 积 
所 确定 ;而 完全 程 诈 昭 数 则 
由 此 可 以 来 构造 错 性 轩 


到 RGD 的 
侈 积 性 的 。 
寺 数 宕 P 『 藤 形 什 


cp- 


了 OD = 1， 有 政工 由 式 (全 
JOD = ACT mf pi) 
| 证 于 1 充分 性 知 它 是 而 性 的 . 


习 题 一 


J. 设 Am) 起; 薰 。 和 还 明史 个 站 
Ci 17C20 5 yd. i 


Ciiiy Fn ,KD ,天 为 给 ， 
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0 ， Ka 所 ) 1, 
fm, mk)=1s 
数 二 定 交 fo 二 A007) ,这 出 7=n*m,(n*,K》 
1， 共识 满 是， 营 素 数 了 1m 旭 必 有 pIK， 
3. 车 Fm 串 数 ， 则 
FDC = fm mI TR, NJ) 
3， 基 用 往 国 数 中 在 2= 一 1 站 定义 ， 则 fC-D= tl1。 
4， 设 捕 是 给 定 的 正 获 数 ， 定 义 正 整数 集合 上 的 片 效 
1， 五 起 玉 深 方 数 ， 
_ 0， 其 它 。 
证 明 ，Pxc0 是 积 性 前 ， 卫 充当 5= 1 时 是 完全 积 人 性 的。 此 外 ， 
PaeGD = Tn RI in Dt Pi 二 1。 
5， 设 是 给 定 抱 正 整数 ， 定 义 正 整数 类 合 上 的 函数 
1， nn 无 大 于 1 的 大 次 方 因数 ， 
0， 其 它 、 


证 明 : Quxkm 是 积 性 的 ， 月 仪 当下 = 1 工时 是 完全 和 性 的 。 班 外 ， 


nm = 


Px rn) = { 


Qnr CT) = { 


Qin = Cn), Qalty = HD | = Hn) = Hm) vn). 


由 


6. 数 . 以 开朗 未 正 数 工 表 为 个 
正 整数 4d ,42,… ,di 的 梁 积 站 并 法 个 数 。 例 如 ，107) 二 1， 
cony = 。 证 时 《是 积 性 吧 数 ， 且 妆 ! 之 2 时 不 是 完全 积 
性 的 。 试 求 5 (0) 的 表示 式 。 

7. 设 二 是 给 定 的 表示 以 下 表 法 的 个 数 : 
n=drdy, di.d;) 1 整数。 证明，zCn 是 积 
性 蚂 数 ， 和 LL 后 2 峙 不 是 完全 名作 的 。 试 灾 娃 5) 的 表示 式 . 

8. 以 TOD 家 让 +xX0lmod nn) 的 解数 , 求 T(D 的 洪 示 


式 、 
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$2 M5bius 变 换 及 其 反 转 公式 


对 于 给 定 的 数论 函数 1(n)， 我 们 经 常 要 考虑 与 它 相关 的 一 
个 疡 的 数论 函数 ， 
POD = Df OD, 01) 
Er 
例如 到了 70 二 1l， 则 Fm)=TtC)s f=n, PCD 一 one 
Fn = 区 CD ，FECn) =1 第 三 章 $3 定 理 27， FnD =HD，F(n) 
=[1/nI( 第 八 总 $13[ 理 2)， /Cn = 4 ,Fm)=Inn (第 八 章 
§23| 理 8)3 以 及 取 jn = 有 Cm)， 则 FC = NN (mm)/4( 第 六 音 $3 
定理 1)。 通 当 把 数论 销 数 FCO) 称 为 是 数论 函数 fm) 的 M6bius 变 
换 ， 而 把 fn7 称 为 是 下 (nm 的 阶 6bius 闭 变换 。 这 里 的 两 个 基本 阿 
题 起 ，(4) 给 定 了 7 ， 如 何 求 CD 的 表达 式 ， 及 FGD2 有 怎 
畔 的 性 质 ，(B)》 反 过 条 ,给 定 了 ED， 能 不 能 找到 fC 合式 
《1) 成 立 ， 旭 果 在 在 的 话 ， 它 是 不 是 叭 的， 上 面 所 举 的 倒 疗 
实际 上 已 经 其 体 下 回答 了 问题 人 4)， 而 对 问题 5B) 只 讨 论 了 一 个 
特殊 例子 FCWD = NGr74。 我 们 先 来 讨论 问题 CA) 。 
定理 1 设 fn) 足 给 定 的 数论 随 数 ，PFGD 是 它 的 允 5bius 这 
换 。 那么 
《Ci FQD=f 了 0)， 当 n>>1 由 $1 式 ( 和 D 给 出 时 ， 


1 


PCGD = 了 … DY Ap pr)。 《2 
Gi) f(D 是 积 性 午 数 则 时 FC) 也 是 积 性 函数 ， 且 当 # 沁 1 用 
SI 式 (4 给 出 时 ， 
Fm = 工 [GT+ACpi) + tf ps)) 


了 -1 


= TT Qt) te tf Cp"))s 《3) 
pailn 
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f(D 是 完全 积 性 函数 时 ， 


Fom = EEO+fORY to tf (P41)) 


了 1 


= [TT C+ + +f CDD。 C4) 
Plln 
证 FD = 了 (DD) 是 显然 的 式 (2) 就 是 第 -党 86 式 (21D)。 
这 就 证 曲 了 6。 当 jn 是 牧人 性 函数 时 ， 由 式 避 ) 得 


1 a 


FOD= Dy Difp Df per))} 


eo eer-o 


= 3 fone19] | Fe 


ee ee 
这 就 证 明了 式 (37。 由 式 637 显 然 可 得 
FAN) =F (PIF (pir). (5) 


出 此 及 31 定 丙 1( 社 意 FOY = 了 了 0) = 17 就 推出 Fn 是 积 性 抑 数 ， 
当 (9 是 完 父 积 性 函数 时 ,由 式 (3) 推 出 式 (4)。 这 就 证 明了 iD. 
HT Fn 是 积 性 国 数 推出 F(n) 是 积 性 函数 还 可 用 下 面 的 方法 
直接 证 明 ， 并 由 此 推出 GD 的 其 它 结 论 。 这 依 知 丁 下 面 的 引 理 。 
引 理 2 设 Cm.n)=1, 是 给 定 的 下 整数 。 那 么 ， 对 每 个 正 
整数 二 有 dfman 成 立 的 充 要 条 件 是 存在 蕉 一 的 一 对 正 整 数 由 ,中 


Eh 
河中 


4= dz， ad¥|m, diln. 〈6) 
证 “我们 利 污 第 一 章 $4 例 6(iD 中 的 结论 ( 即 第 一 章 36 推论 
5) 米 证 。 由 Cn =1 知 dt[mn 的 讽刺 条件 是 
dr 《dk mn) = (dt ,m) Cdk,n), (7) 
最 更。〔5(es ,my fd) = 履 由 第 一 童生 1 例 65GiD 知 
(dk ,my) = 《Gd ,mY ,dt = Cd ,nn *, 《8) 


CE 《Cd 《9) 


三 式 就 推出 式 (6) 成 这， 反 
进而 由 式 (7) ,C8) ,59》 


取 抽 = (dm 四 = 有， 由 以 
i 若 有 式 (6) 成 了 ,dm 是 显然 


人 Cd) Ca) = (d,m) rd, nj 
由 此 ， 注 意 到 Gm.mD = 1，CdmD = (ds,m) = 1 就 推出 


d= tm, d= Cd,n), 
证 毕 。 
定理 16iib) 的 号 一 证 明 设 人 re = 1I。 由 引 理 2( 取 K= 1 及 
jn) 赴 积 性 胸 数 得 


Pn) = 2 7D- 了 > Fcdiao) 


dr mdsin 


-Be )》 BY fad) = FOmDF Cm. 《10) 


GT 


这 就 证 明了 Fn) 此 ， 当 na>1 由 81 式 (4 给 出 是 
就 有 式 (5) 成立。 a 


下 面 几 个 例子 。 
例 1 求 Liouville 防 数 02D 的 Mibius 变换 。 
解 
1, 2fa， 
BAD Dt Dr | Ie 
dln 0, 21a, 
(C11) 
向 此 及 26D 是 积 得 是 数 得 
i, 5 企 平 方 ， 
= C12 
| ， 
例 2 尿 庆 (pc 的 Mihbins 变换 。 
解 
TDD =1rhlp-D=C-1Ap 1 
qip® 
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由 下 及 22G070(mD 是 村 诈 琴 
Sto = T1017 /nD), C13) 
Ene Pr 
例 5 求人 2Q(D 的 6bins 变换 Cn)。 


所 能 


解 96 不 起 咎 性 机 数 。 只 能 利 半 让 人) 计 宣 。 六 CD 


= Drip2r 时 ， 


、 起 
DC 


ob em 


el a 


= Ve 
2 
eo eer-o 


+ ter) 


二 


加 J odrn), 


定型 16ii 的 师 全 有 用 的 特殊 情 


推论 5 设 /2 是 积 性 因数 。 我 们 有 
Dacd ed = TI /0), C14) 
到 了 
DD -la + f(D)). 《15》 
加 本 


证 明 留 给 瑟 者 。 例 2 语 慧 式 ) 的 例子 。 谍 1(D=1/n， 出 
式 (1 少 浊 得 
Bact = ft), 《16》 


加 有 
0 


这 就 是 第 八 剖 lL 蕊 (27) ,证 明 也 树 同 。 出 此 及 第 三 章 §3 式 (5) 挫 
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pO) = Cd) (1 a) C17) 


Ee 


这 就 是 第 八 意 31 式 (25)。 取 fn) 地 1， 由 式 (1 人 DD) 得 


1 nl 
= Sd)= ’” ” C18) 
ICn) 之 》 [1 nl 


《我 们 鲁 7rCm) 表 示 这 个 数论 晒 数 )。 这 给 出 了 第 八 章 8 ! 式 424) 又 
一 证 明 ， 
下 而 来 讨论 问题 CB)》。 我 们 要 证明 . 
定理 4 ”对 每 个 给 定 的 数论 函数 Fn)， 一 定 存 在 唯一 的 数论 
国 数 7 ， 使 得 式 ( 人 1) 成立 ， 且 
Im = Dud PF Cn/d). 19) 
din 


即 数论 函数 FCD 的 M6bius 道 变换 jn) 是 存在 叭 一 的 ， 有 呈 由 式 
(19) 给 出 . 

证 先 来 证 唯一 性 . 若 有 万 (GD ,f(D 均 使 式 (1) 成 立 ， 设 
A) = 六 CD 一 fetn)， 则 有 


Bf ca) =0. 

Ql 
用 沁 纳 法 米 证 76Cn) 恒 等 于 零 。 由 上 式 知 fl) =0， 所 以 结论 对 
2 工 成 立 。 仍 设 当 1 时 必 有 GD = 0。 当 m = 无 时 ， 
出 上 式 行 


0= Df) + fk). 
了 
3 
由 此 总 归纳 假 变 即 得 AR) = 0。 所 以 地 mm 伍 等 于 零 ， 即 用 (7) = 
faCn)。 这 就 证 明了 唯一 性 ， 
下 雷 玉 证 存在 性 ， 且 了) 必 由 式 (9 给 出 。 由 于 已 经 证 盟 
了 淮 一 性 ， 所 以 只 要 直接 验证 由 式 届 9) 定 义 的 了 (D9 满足 式 (1》。 
我 们 有 
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D0 = DBP } 


dln nkld 
Lo 3 FO. 
kin Elasdlt 
令 了 =tl 得 
DD = De > FO 
eln kin Yn/ 
=- 0 EAE = Fn), 
下 有 


即 式 ( 蕊 成 立 ， 最 乒 


-- 步 用 到 了 式 (18》、 证 毕 。 
美 于 定理 4 范 i 


要 道 咀 吓 点 。 第 一 ，7 9 的 存 厅 性 


可 以 直接 几 归 纳 定 义 的 方 疾 来 证 妇 ， 但 不 能 得 到 表达 式 (19)， 这 
就 是 : (CD)。 假设 CD ,fA 一 1 过 2) 部 已 定 


义 ， 则 定义 
Jo = PFE- Dy ff). 《20》 
Ek 


由 CD= 了 FCD 及 式 
胃 兴 在 说 明了 nm) 的 表 
bius 国 数 机 和 质 

六 $1 中 
3 地 “大 


这 样 ， 喜 归纳 地 确定 了 
(20)? 就 推出 式 (1 成 立 ， 
友 式 是 如 何 来 的 。 


fn = Df nk) Se 


Kin dik 


Daley BD AD, 


a dl FR an 
今 k- df 得 


1D = SD Dy) FOGW DAD. 


Ee EY 


Al5 


由 此 可 以 看 出 ， 为 合式 (1) 成 站. 噬 应 有 式 (19) 成 立 。 
由 于 当 4 和 /4 同时 妃 历 7 的 正 除数 ， 所 以 式 U9) 也 可 以 号 


为 
fm) = DH/d) Fd, C21) 


din 


这 样 ， 由 定理 4 及 本 节 开 始 碘 说 的 例子 就 径 划 。 


1= > pktDrGvyaD = Dn dred), 《22)》 
Th A 
n= Dud oan/gd) = Srey/D od), (C23) 
A A 
A = Dud lnn/dy = Shr/d) lnd, (24) 
A A 


hn) = Eo 2 )= > A( 1 )( 人)， 


以 及 了 Cn = 的 情形 纯 式 17) 。 

我 们 可 以 这 样 来 看 式 (19)， 给 定数 沦 函 数 Pn)， 由 式 (19) 
就 给 出 了 一 个 新 的 数论 函数 7m)。 环 么 ， 立 刻 会 提出 同 术 的 问 
题 ， 对 每 个 数论 函数 fn)， 是 否 一 定 有 数论 函数 (nn) 使 式 ‘19) 
成 立 ， 如 果 存 在 的 话 ， 是 否 是 唯一 的 。 加 答 足 肯定 的 。 这 就 古 : 

定理 5 对 每 个 给 定 的 数 8， 一 定 存在 叭 一 的 数 沦 
靖 数 FGD 使 式 (19) 成 立 ， 芋 GDHH 直 (CD 给 出 。 

证 这 结 沧 完全 可 以 按照 i 
留 给 谈 者 。 现 在 我 们 省 定理 4 3 
由 式 仆 ) 就 吗 定 了 一 个 数论 阅 
《DD 成 立 ， 所 以 用 定理 4 知 式 人 的 成 六 
式 忆 ) 给 出 的 了 (满足 式 (19)。 下面 玉 
(9) 使 式 (19) 或 立 。 订 

fm = BY ODF/ = TaD Fan/d), 


da EE 


Es 有 
EF。 设 有 FCn)， 
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什 一 的 六 9 和 765 使得 


PitD= CD，7T=1)2， 


由 定理 4 知 ， 存 


gln 
开 
fj = JADOPiCnAD 。 I=1,2, 
En 
外 加 所 HY CD = fo = /DE POD = Po 
证 明了 哇 性。 证 毕 . 


同样 的 ， 可 以 利 月 定 开 5 米 推 出 定 地 4 〈 留 给 读者 ) ,这 两 个 
定理 是 等 价 的 。 撤 揪 起 米 说 ， 定 理 4 和 定理 5 中 证 济 了 : 式 (1) 
和 式 (19) 是 等 价 和 的。 所 以 这 是 一 对 抽 转 公式 ， 它 是 很 重要 的 。 应 
该 指 由 ， 等 价 性 的 最 简单 的 证 明 是 直接 验证 (例如 定理 4 存在 性 
的 证 明 ) 。 车 式 (1) 成 立 ， 则 式 (19) 一 定 成 立 : 共 式 (19) 成 立 则 式 
《1 一定 成 立 ， 这 是 很 容易 证 明 的 ， 并 由 此 有 即 可 推出 定理 4、 定 


方法 所 以 采用 上 述 的 论证 . 

定理 10D 证 明了 了 G0 是 各 性 靖 数 时 ， 它 的 MM6bius 变 换 FCn》 
一 定 也 是 积 性 的 。 拷 么 ， 反 过 来 是 从 也 对 昵 ? 问答 是 肯定 的 。 这 
就 是 

定理 6 设 fm 是 Fn) 的 M6bius 逆 变 换 。 那 么 ， 洲 FLD 是 
程 性 月 数 ， 则 7 也 是 秘 性 函数 。 

我 们 要 给 出 两 个 证 明 。 一 个 直接 从 式 6 出 发 ， 臣 一 个 利用 
Fa 的 表示 式 C19) 。 

第 一 个 证 明 ” 设 tm,m) = 1， 对 mn 用 归纳 法 ， 当 Pt= 1 时， 
下 = 1.9=1， 几 此 及 /0Q) 让 1) = 1 扒 册 结论 成 尺 ， 假 设 结 论 对 
m22), (m,n) = 1 成 立 ， 地 

fm = fm FY), PE m,n}y= 1 

闭 么 ， 当 mn=t, G4,0)= 1 时， 朵 式 (1) 及 引 理 2C%= 了 得 
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Fn) 一 > fd; = 了 Ey fd da) 


lm Am dsm 


= 到) >) /dida) + fmm, 
ar dT 
aaa 


利用 刀 纳 起 讼 、 式 (0 及 Cn = 工 (p0PC， 耻 上 式 得 


Bf Df =- 和 DFS dD tf myn). 
dim dzln dilm dzln 
二 < 和 


注意 到 1!= mn， 由 以 上 两 式 推 
《m,n) = 1 时 也 有 成立。 
二 个 证 外 讽 人 mm =1。 由 定 环 主 知 起 Ci9) 成 立 ， 出 此 
及 引 理 2(k = 1 得 

fomn)}y= Dy) pODF Cmnfdy 


Glmn 


由 fm) = 了 Cm)f(m)， 则 结论 当 


= 和 Baddy Femn/(dd)). 


dim daln 
由 此 及 4cn) ,PCn) 是 积 性 孙 数 推出 《利用 Gm,m) =1， 及 式 C19)) 
fanmn= DB) AddFen/d). SY ula F nd) 


aa da 
= fm fn). 
证 毕 。 
由 二 积 性 函数 CmD) 的 对 5hins 送 变 搞 7 也 是 积 尾 的 ， 所 
以 只 要 求 fp ) ， 而 这 直接 从 式 ( 就 可 行 铬 
fp Y= FN") -Fp 1)。 (26) 


式 吕 9D 推出。 
六 举凡 个 例子 ， 


例 4 炎 Pny=n 的 M5bias 道 变换 六 mn) 。 
解 mn 是 积 性 的 ， 由 式 (26) 得 
fp Y=p EH =p -p *), 
因此 有 
fon =nt] Ti-n 1)., 
Prin 
例 5 求 F(n =&#CD 的 Msbius 通 变换 。 
解 ” 六 GD 是 秋 性 的 ， 由 式 (26) 得 


PC 一 2 1， 
7 [ea ps, o>2. 
网 此 有 
2 1Y 
fo =nTT -2 1- 1). 
HC 3) ;) 
例 6 求 F(m) = 4ACn) 的 M6bius 递 变换 fCn)。 
解 AD 不 候 积 性 的 ， 所 以 不 能 用 式 C26). 也 用 式 (19) 要 
得 到 7( 必 的 好 的 训 达 式 绞 用 难 。 注 意 到 式 (24)， 我 们 有 


AD = (Dad )ian— Sacdylnd, 


2 Tn 
利用 式 (183 得 
A = -DD nd= DD In 了 (27) 
2 了 
这 就 证 明了 


FOD ON) mn/ = ~ Hm Inn, 
例 7 第 入 这 § 3 的 式 (29) 《或 式 (35) 的 济 半 等 式 ) 实际 上 是 
证 明了 六 Cn?7/4 是 积 人 性 的 . 第 六 章 $3 的 式 (2? 就 是 说 zc 是 
六 Cm) /4 的 M6bius 逆 谈 换 ， 在 者 里 h0) 是 直接 给 出 的 ， 而 式 (2》 


是 直接 验证 的 。 现 在 ， 我 们 来 指 出， 通过 求 Fn = Nn)/4 的 
Mobius 道 变 换 hm) 襄 可 推出 Gy 有 第 六 章 §3 式 3) 给 山 的 表达 


小。 由 式 C2 站 知 
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Rin y= N/A- ND Dt 


ha 


lp dmad 1), 


出 此 明 汀 推 用 29 是 滋 全 积 性 的， 并 


二 名 


例 8 设 PG) 生 

条 件 的 整数 4 的 个 数 : 
(POD -ny = 1, 

证 明 ; Sm) SCO) 是 # 的 各 


证 利用 性 质 Q8) 有 
Sny = > 1= ~ 
2 于 
tao- 
= St 1 
bye a! 
以 TQ = ;Cx)) 表 同 伟 方程 


PO Wmad ky 


的 解数 。 当 天 | 他 将 


因此 
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a 


(和 全 同 剖 8a 定 理 17， 所 以 
GD 和 S/n BE SCn) 
GD 。 应 焉 。 

澡 数 组 成 的 集合 上 的 一 种 
的 公式 (19) 或 人 21)， 实 
簿 殊 情 形 。 设 六 9 丰 丙 个 数论 晒 


于 是 


-CD = Df on/d). 《28) 


Tin 


我 们 把 数 诊 本数 万 称 为 基数 沦 邢 数 了 和 了 的 Dirichlet 苍 积 ， 通 党 


简 记 作 
= fg, 29) 


显 见 ， 当 痕 
vn) = Un)=:1 《30) 
时， 这 就 是 了 的 Mabius 变换 ; 站 取 90D = 4 了 时， 这 就 是 了 的 
Mabius 逆 变 筑 ， 式 (17? 表 附 四 (9 是 Cn 和 了 的 Dirichlet 淮 积 。 
显 见 
Fxg = SY fod = Dm/d) 9d) 


dm din 


DALE C31) 


n=adl 


强调 分 钙 汶 两 个 
正 边 数 d,! 的 I 例如 3= 
+3 和 3= 3*1 就 十 两 种 不 国 内 起 数论 下 一 个 
FF 分 重 监 的 工具 ， 它 《包括 M6bins 变换 》 有 各 神 江 式 的 推广 
位 将 在 习题 中 安排 这 方面 的 部 分 内 容 。 


谤 是 卷 积 的 


是 
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习 题 二 
1. 证 明 ，G Yo =-{[ 袜 ec， 
多 


GTm 


tiiy TD = rr ,2，ricm 由 习题 一 第 6 题 给 出 - 
.二 
2、 设 Pp 是 给 定 的 素数 ， 球 了 4CDACCd, 户 ) 的 表达 式 。 
Ql 


3. 上 题 中 的 素数 Pp 改 为 穆 数 Kk， 求 了 4Gd)pCCd,X)) 的 天 
dln 
达 式 。 
4. 设 m 是 给 定 的 下 整数 ， 求 了 4(4)lnmd。 并 证 明 ， 当 # 有 


A 
多 于 严 个 不 同 的 素 因 数 时 ， 和 式 等 于 零 。 
5. 证 明 ，/ (mw) 的 M6bius 变换 的 M6bius 变 换 为 
BSD rn/d). 
6. 设 fm 是 积 性 基数 ，x, 是 给 定 的 正 整 数 。 证 明 : 
Fit Cn) = >)7(d0 是 的 积 性 函数 。 
dkln 


?证明 Qk = > Ha,QxGnD 同 习 题 一 第 5 题 。 


akin 


8. 求 |acno 1 的 M5bius 变换 及 M56bius 道 变 换 。 

9， 求 pk GD (见习 题 … 第 4 题 ) 的 M5bius 变换 及 M5bins 遂 
谈 换 。 证 明 。， Pa 的 Mabius 逆 变 换 是 Cn)。 

10. 末 Qu(D (见习 是 一 第 5 题 ) 的 Mihius 变 换 及 Mibiuns 
逆 变 换 。 

11， 以 Fo 表示 狂 足 ， 
的 个 数 。 证 明 。，7n) 是 积 性 隔 数 ， 和 /DaTIGL- 2). 


CdD = (d+1,n)=1 的 4 


22 


”12. 设 玉 是 给 定 的 正 整数 。 以 bx (m 表 满足 以 下 条 件 的 数组 
{di dz} 的 个 数 : 


1<dj EnlaisZk 及 (d,s drs) = 1 


( 显 见 ，g Cn = 由 人) 证 明 : 
《i 9kgmy 的 Mabius 变换 是 n* (用 两 知 不 同 的 证 法 ) 


iy gen) = mTT(1 -去 ). 
Ps 


13. 设 Su(D sD 六 SCD =nt DD) 产 。 
和 了 
Cl 
G9 证 明 S8CD 的 M5bius 变换 是 Si Cm) 《用 两 种 方法 证 )* 
(ii) 求 SY CD ,S53Cn) 的 值 . 
14. 以 下 是 各 种 形式 的 性 6bius 反 转 公 上 成 ， 它 们 可 以 直 接 验 
证 ， 也 可 以 利用 >Jnkd) = [La] 来 导出 . 


dm 
G) 设 x 之 1，K 是 给 定 目 整数。 再 设 1:<n 才 x,n| 扩 ， 广 明 : 


F(R) = BY cd) 成立 的 充 要 条 件 是 1(D= Dy xd/mT(d). 
A 四 
ala la 


Ci》 设 实数 0 一 xussxziyaCoO ,B(x) 是 定义 在 区 河 [xo,xtJ 上 的 
实 变数 x 的 函数 . 证 明 : 8Cx)= >。 adx) 成 并 的 充 要 条 件 


了 


此 aixy = Bl hd)fCdx)， 这 里 4 是 整 变数 
1 


Giy 在 (iD 中 假定 rz;= + ce， 那么 ，8(z = 全 ja(dx) 成 立 的 


Ee 


充 要 条 件 是 klx) = By4Cd)h (dx)， 这 里 假定 对 纷 定 的 x>xo， 
a 


数 入 六 Ia(dka | 及 六 ACdRo | 者 收 线 。 


= 
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(iy) 设 q(x) ,A(x) 是 定义 在 *2>1 上 的 函数 。 证 明 : BCx) = 
BS alx/d) 成 立 的 这 要 条 件 是 4x) = 4d9B8(x/4)， 这 里 4 


1 er 1 Ts 
是 整 变 数 。 
Cv) 设 az) ,B(x) 是 定义 在 x>0 上 的 函数 ,， 证明: fh(*》= 


Delx/ 几 成立 的 充 要 条 件 是 ax) = BHA 这 里 假定 对 
dr"l 


级 数 > | 向 lx， 3 .有 就 | 各 收 


1 jal 


给 定 的 x* 守 0， 
化 . 
Cvi) 设 az 殷 ,8Kx, 有 是 定义 在 所 形 区 域 ，0 拓 xxS<， 
0 过 yo 过 YH 上 的 实 变数 *,y 的 二 元 函数 。 证明: 
Bxsy)= 了) BB) aldx,ty) 


1 dr ereyy/y 


成 立 的 充 要 条 件 是 
ax,D= > BD) pnDBdr,ly). 


a Ly 
《vii) 类 伺 于 (这 推广 为 ii) (iv) ,CY) 的 形式 ， 对 《vi》 作 相 
应 的 推广 。 
15， 设 kn) 是 完全 积 供 味 数 ,f(D 及 Fly 是 两 个 数论 晃 
数 .证明 ，PFGD = DIJOD8C9/) 成 立 ! 的 充 要 条 件 是 


dn 


fm = HDF /dR DD, 
Ee 


16， 类 似 于 M5bias 恋 换 的 反 转 

把 第 14 题 中 的 各 个 M5bins 反 转 公式 的 推广 

以下 第 17 一 28 题 十 关于 Dirichle: 只 拘 习 题 ， 本 ,五 

z,0 分 别 表示 数论 函数 UGD 三 11G0D0 =L1An GD 一 
PN) TORY, oO) 
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17。 设 ,fr 是 数论 函数 。 证明 ， 

CG) fx f= foxk fs 

Ci) Cf fa) 4 fa =f fo fa)s 

Gii) fy 1)， 这 玫 *+” 导 各 
示 铺 数 的 加 法 ; 

Ciy) fx 1 =f,. 

18， 谈 = 了 fx*g。 证 明 : (iy 阁 了 和 4 者 是 积 性 的 ， 则 产 也 
古 积 性 的 ，Gi》 漂 ,f 是 积 性 的 ， 则 9 也 是 秘 证 的。 

19. 证 明 ; CD pxU=1; (iy r=UxU; (iiiy BB =pkEs 

Cv) og=UxB; (vy = 田光 th (vi) okB=ExE, 

Cvii) tik = - 

20. 设 “是 完全 积 性 画 数 ， 寻 表示 通常 函数 的 乘法 。 证 明 ， 
Cf) = (人 燥 交 gy。 此 外 ， 对 任意 的 数论 函数 有 

Hf x = FR G+ Cg) 

31. 没 了 是 数论 随 数 ，AGD) 天 00， 证明 ， 必 有 唯一 的 一 个 数 
论 函数 & 使 得 了 *9=1， 我 们 称 g 是 了 的 Dirichiet 近 ， 记 作 产 -。 
证 明 : 


CD fit Fa) = fi) Fk Cfil), 

22， 若 f 是 积 柱 函数 ， 则 /7! 也 是 积 性 函数 ， 

23. 证 明 :; CG) #1=0Us (di) c=k*p (说 ) 求 B-1s 

Civ》 求 c 5) 风 59 CGY) 求 Liouville 函数 元 的 逆 ， 

24. 设 了 是 积 性 困 数 。 证明， Ci) 对 每 个 无 平方 因 子 数 n 有 
六 CD = KODfCD 3 Gi》 对 每 个 案 数 Pp 有 fCp*) = fp) - ~ fp . 

25， 设 了 是 积 性 函数 。 证明 ， 了 是 完全 积 竹 的 充 要 条 人 性 是 对 
短 个 素数 p 及 所 有 整数 . 必 :2 有 广 :(p1) =0 

26. 设 f 是 完全 积 性 函数 ， 5 是 一 个 数论 论 奖 数 ，5(12 天 0。 
证 明 ; Qi) (fg) -= 9 Gi) 疡 := pf。 

27， 设 了 征 积 性 函数 。 证明， 了 是 完全 积 性 的 充 要 条 件 是 上 
题 中 的 (让 成 站。 
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28. 设 罗 = 中 汪 E，、 证 有 即 ，2(D = 了 Ad)acnVdD。 


二 2 1 人 


§3” 数论 函数 的 均值 


论 欧 数 的 到 俩 是 十 分 不 规划 的 ， 例 如 ，TGm， 
CD ,4D ,23 符 ， 介 是 它们 的 均 仿 


Df ny C1) 


夫 有 很 好 的 渐 近 公式 。 本 节 将 讨论 0D ,NOD ,BCD RD 及 
4Cn7 的 均值 公式 。 


定理 1 设 x 关 1， 我 们 存 


Gn) ,Pn), 


DGD = Dr = ia tr (r), {2) 
Ce 


i 


[TC 1 sx, (3) 
证 利用 DD = 1， 划 76D) 是 了 07 一 1 的 biv: 变换， 


可 得 《 作 整 笋 变换 =) 


C1) 
(C47) 

利 趾 
C59 

可 得 ， 


y 
IshN2 S31- 2+in(N+D). 《6) 


之 守 


Er 
因此 ， 
1> 3 nr1- in, xz1。 (7) 
了 


出 此 及 式 (4 候 即 证 天 了 所 要 的 结果 。 

定理 ] 证 明了 一 个 余 项 mx 估计 很 差 的 浙 近 公式 ， 下 面 来 
改进 这 结果 ， 定 理 1 是 从 式 旨 出 发 来 计算 已 (所 的， 现在 我 们 把 
DGxz> 表 为 

Dozy= 了 >1=> Dl (8) 
rr 

内 层 求 和 号 的 含意 和 532 式 (31) 相 同 。 现 在 来 看 式 (8) 的 几何 音 
义 。 在 直角 坐标 平面 Dow 上 ， 内 层 和 表示 第 一 象限 内 的 双 曲线 
uw =n 上 的 整 点 (坐标 为 整数 的 点 ) 个 数 。 因此 ， 式 (8) 中 的 二 
重 和 表示 区 域 : 


Iu, 19, Wx C9) 


十 的 整 点 数 ( 见 图 1》。 这 程 ， 计 算 (OO) 就 是 计算 区 域 (9) 上 的 
整 点 数 。 定 理工 是 这 样 来 让 算 这 些 整 点 的 《 见 图 1 ): 按 4= 1,2， 
~…,[x]， 依 次 计算 直线 段 
u=d, 13Cusx/d 

FF 的 幕 点 数 一 -x/ 和 ， 并 把 它们 加 起 来 。 为 了 得 到 渐 近 公式 ,我 
人 以 xy 米 近 似 代 振 [x/d]， 这 就 是 式 (4》。 当 4 相对 于 * 很 小 
对， 这样 的 近似 是 很 精确 的 ， 但 当 4 比较 楼 过于 x 时， 这样 的 近 
亿 识 不 精确 了 ， 这 就 是 定理 1 所 得 到 的 渐 近 公式 不 好 的 原因 。 如 
有 果 能 潍 免 读 算 大 的 4， 就 有 可 能 改进 浙 近 公式 ， 

我 人 注意 到 所 讨论 的 区 成 人 9) 对 直线 = 是 对 称 的 。 由 图 2 
车 ， 这 个 区 域 中 的 整 点 数 等 于 区 战 


Su TS 
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i hs 
x 4 
上 
| 
人 
+\ 
\ 
? 
| 和 以 
1 = 
9 AN [dd 
se el 
站 
2 “~ 
i 由 -全 一 -一 
| 上 ee 
ct 1 Tr i 
图 1 3=11.7 
四 
1+=1 
xF 人 
Ex] fur 
| 上 
上 [= 
.i \ 
| | MR 
四 是 刘 二 4 J 
一 一 人 一 一 一 "= 
上 ? . 个 ~ " 
zr ~ 
让- 全 一 一 一 -一 -一 :一 -一 = 
of 1 一 全 [zx] 
加 2 了 =33.7 


F 的 整 点 数 的 两 倍 


二 下 方形 区 域 
1 EE lav 
中 的 斤 点 数 〔 因 为 在 上 上 面 重复 计算 了 一 次 )。 用 公式 来 表 未 就是: 


DW= 2 1 


df 
a 
25 Dil- 1 
ia ial lcdevE Lale/5 
Jo SY [rx 
=2 [3 rw 到]?. C10) 
a 


淮 而 大 


(11) 


这 样 ， 为 了 得 到 好 的 浙 近 公式 就 归结 为 要 得 到 式 (1D 由 的 调和 级 
数 的 - -个 好 的 浙 近 公式 。 为 此 我 们 来 证 明 : 
引 理 2 设 y1。 我 们 有 


1 
了 元 =lny+y+Ar(D， C12) 
1 
这 里 
[AD 二 1 (13) 
rl uF 
”= (Ce 7 Hat 
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= 0.57721566…， | (14) 
?通常 称 为 Euler 常数 。 
证 当 y 滨 1 时 有 


EY; 1 


-Do 


< 人 (Da 
知 ， 级 数 
下 人 和 训 


收 伊 ， 设 共 值 为 Y。 由 式 (16) 知 


oD ti 


a 
央 而 有 
me rl 1 
Ai(D = a 1_ 1 
:5) |, er > 全 ja 
/y+ DA CD < 1/y, C17) 
这 就 证 明了 引 理 。 


由 引 理 2 及 式 511)? 立即 推出 
定理 5 设 x 之 1。 我们 有 
DO) = DOD = xlnx + C27 ~ Drt ree), C13) 


nr 
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其 中 ?是 由 式 (1d) 抢 出 的 Euler 常数 ， 及 
1rakxz) | A C19) 
证 虽 式 GD 及 引 理 2 得 
DEY =2x0n FE tit A xs) -x 
+2or xf{x}- {x} -2 > 人 
1 
一 xlnmr+K27 一 1)x-+7aCx)y 
其 下 
rx) = oxA CC YO fx {x} 


进而 田 式 (17? 推出 (利用 0 过 17}<1) 
A ra (x) A Ye 


这 就 证 好 了 所 要 绪论。 

如 条 改进 渐 近 公式 (18) 中 的 次 此 项 rm) 的 估计 式 人 92， 是 
数论 中 的 一 个 著名 问题 ， 称 为 Dirichlat 除数 问题 

及 浙 近 公式 (18) 对 zcn> 的 取 值 公平 均 帝 义 上 来 说 能 得 到 什么 
项 果 昵 ? 为 了 看 得 更 清楚 ， 先 来 证明 一 个 引 理 。 

引 理 4 巴 ” 设 y 池 1。 我 们 有 


In([ 引 = 了 lnn= yy- y+Ay), C20) 
1 
其 中 
[A 1 <2+lny. C21) 


证 1s<y<2 时 显然 成 立 。 可 设 Wz=2。 我 们 有 


1 3dr [A 
和 mn- 5 | 四 
1 


t 
In aly ! 1 * 


国 这 可 直接 从 第 八 意 是 2 起 (01) 推出。 这 里 缠 而 男 一 证 法 。 
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+ [Ty C1- Da 
:91 上 


fiyj [Lt 全 [3 一 [9 
i fi 


[yy -Tt1 
+ [la 
di 


-co 下 -1 ar 


=Cwlincy C91 D+ a. 
由 此 及 
yla yyy - Dln(y- DD 
= -Dinyt yy- Din(1- ;) 
>ylny-Iny-1 
推出 


-ft ),. 
+| TAA yn yiny+y- Ly]+1 
1 


Wt [#1 


> -is+| E 一 
1 


进而 得 
2+tln ym AD -lny, 


这 就 证 明了 所 要 的 结论 。 
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由 式 (18) 和 (C202 让 妇 推 引 


DD -nn -2 = 0. (22) 


A 


这 并 有 明 ， 平 均 起 环 说 的 值 为 ln n+ 
上 上 面 的 方 丫 稍 作 改变 斌 本 天 
御 : 了 00D) 是 yD 和 kD 的 Diricalet 乱 筑 ， 旭 
JGD = gdCd)fCnpda) = PD gD, 
Eee dn 
和 H.9( 区 和 KCn) 的 均值 部 容易 东 出 ， 因 为 ， 类 似 杆 式 (8) 和 (10) 
可 得 


EE gDEkG) 


DJ 
ez 


征 
:MM 
入 
S 


了 kD 
1 
+ Br Dy gd) 


1 和 
- Bg DD) kD. C23) 
Da 1 


更 一 喜 地 ， 著 令 x= sb 
Sf = 


per 


- > ga Bro. (24) 
br 


= 1 


式 ( 和 就 是 在 式 (24) 中 取 >-<， 5 工 的 情形 。 请 读 考 自己 
(23 和 (24)， 并 解 群 它们 的 几何 总 文 . 这 笠 的 求 和 话 道 党 
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Dirichlet 求 和 法 或 双 归 型 求 和 法 。 下面 用 这 方法 求 N (7D 和 (ny 
的 均值 


定理 5 设 x1， 我 们 有 
CO = DN) = x + (Cx), 《25) 
从 他 
其 中 
2 crscr)c19vw 《263》 


证 由 第 六 章 3 3 定理 1 及 式 123) Cg Cm) = 有 DD), EC) 二 1) 
型 得 


CO = BD) 


= 对 xf 


1 1 di 


RD oC Di! -~ CD 
EE 


1 和 zj [VFL +1 
由 arctg y 的 寡 级 将 展开 式 知 
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| 
此 外 ， 
-1 -1 《一 1 了 
Ve ji ,A II 
1 了 
EET 


由 以 上 各 式 得 
xj 2 REN<CTA TO 。 
由 An) 的 定义 易 筛 ， 对 作 间 的 ?231， 


0 BD) hl 


1 


寻 此 有 


综合 以 上 各 式 即 得 
nx/fd— EC) /LAX 3wA 工 。 
SP 


这 就 证 明了 所 村 的 结论 ， 
由 定理 5 立 天 推出 


Lo 
lm {NG -x}=0. 
be 


这 衷 明 革 均 起 床 说 No 的 者 为 x 。 


袜 为 半径 的 


(C27) 


不 定 方程 避 +09= nn 的 解数 、 所 以 岂 值 Cx) 就 尽 
和 大 有 整数 对 {u,v} 个 数 ， 因 而 就 是 以 原点 为 心 、 
Rewx》 上 的 整 点 数 。 内 此 ，。 改 进 次 要 项 >:C9) 


鸣 知 计 和 通常 称 为 加 内 艺 点 问题 或 Gauss 图 问题 。 这 也 是 数论 中 的 
一 个 著名 问题 。 申 进 观 点 可 给 出 定理 5 的 一 个 十 分 简洁 的 几何 证 
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衣 : 由 放任 意 一 点 {z,z) 不 一 定 赵 整 点 ) 必 在 焊 点 {[aa;[o} 的 右 
上 方 的 单位 正方 形 上 ， 即 以 {[4J,[2]}， {CJ +1,[03},iTu2 ,oj 
十 1}，{[ 红 ++1,Lv] + 了 1} 这 四 个 些 成 为 正方 形 上 ， 而 点 {u， 
机 与 整 点 {[a3,[z} 的 距离 不 起 过 2 。 因 此 ,对 贺 RC 上 的 
每 个 整 点 作 -… 个 这 样 的 小 正方 彪 ,那么 ,这些 少 正方 形 两 两 不 重 登 
《不 计 边 界 ),- 一 方面 这 些小 正方 形 全 部 覆 瘟 了 圆 ROY -2)， 
另 -- 方 面 显然 这 些小 正方 形 全 所 在 圆 RROwz + 2 中. 因此， 
比较 面积 (注意 小 正方 形 面积 为 1， 所 以 它们 的 面积 和 即 为 整 点 数 
Cr)7 即 得 

HR DOO ER VE tv 2 (28) 
由 此 即 排出 定理 5。 应 该 措 出 ， 出 式 (28) 及 定理 5 的 证 明 可 推出 
式 (27)。 请 恋 省 自己 说 明 这 一 点 。 

下 面 朱 米 蕉 罗 (D 的 均 人 .如 录用 $2 例 5 得 到 的 mn 的 
M5hbius 道 变换 ， 按 前 而 遇 个 例子 方法 否 筑 ， 将 出 现 困 灼 。 我们 妥 
利用 8cn 是 4 和 P 的 Dirichlet 淮 积 ， 按 公式 (24) (s = x,£= 了 ) 
求 做 ， 

定理 6 设 x 关 1-。 我 们 有 


(> (dy 


i 2 


PE) = PD = tm, C29 


其 中 
fr [Sxln x AX (30) 
证 利用 §2 式 (17)， 太 并 (340( 取 s=x.t= 了 可 得 


P= ST) Slay = 


pe 


用 


Sp Yi! 
dT i i- 


I 
Fe 
Rr 
一 
上 
— 


和 Rdy es 


TE 
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注意 到 


= 和 十 Add， 


及 由 0<{z/i<1 和 {x/4) x/d 可 得 
IA(d,x) |S3x/d. 
我 们 有 
pa 


sz 日立 了 


sd 
BO -D+ DADA,D, 


[Buda |<s* Da! + Bn(1+at)) 


de sede 


Ix + lnCx]), 
(dy | 1 1 
| <) 


1 2 
<TE] < 
由 以 上 三 式 即 得 所 要 结论 。 证 毕 。 

在 式 《29) 中 出 现 了 一 个 绝对 牧人 钱 的 无 穷 级 数 ， 利 用 第 八 章 
§3 式 (10) 定 义 的 Riemann 函数 、 绝 对 收 化 级 数 的 乘法 、 帮 第 


从 章 8$1 式 424) 可 得 
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由 此 太 第 八 章 32 式 C9) 推 出 


iid) 风光 - 1 

pr -TI a:). (31) 
可 以 证 明 : 

£2) = /6 32) 

因而 有 

BO = SB = tr (33) 
由 此 及 式 (30) 推 出 

| :DE{o - Rn)| <3inx+s, (34) 


所 以 ， 平 均 起 来 说 $Cn) 的 值 为 6n/"。 
现在 ， 我 们 来 讨论 4&(m 和 4(m 的 均值 。 由 第 八 章 $2 定 理 了 
《ii 知 ， 证 明 均 值 y(z) = 14(n 的 渐 近 公式 ， 就 等 于 证 明了 素 


数 定 还 。 这 是 很 困难 的 ， 不 能 用 上 面 的 方法 来 得 到 ， 超 出 了 本 书 
的 范围 。 对 4(2) 的 均值 也 是 一 样 。 关 于 这 一 点 只 要 对 它们 的 Ma- 
bius 北 变换 用 Dirichlet 求 和 汗 作 一 分 析 讨 论 就 可 看 出 ( 留 给 读者 ). 
但 是 ， 在 另 一 方面 ， 它 们 的 Mahins 迹 接 都 很 简单 ， 从 它们 的 Ma 
bius 变换 的 均值 的 渐 近 公式 可 推出 它们 本 身 的 茶 种 较 弱 的 加 权 的 
均值 公式 ( 见 式 (635) 和 (37))。 

定理 7 设 x 汪 1。 我 们 有 

(S| (357 

证 由 32 式 (18) 得 

1= 5] ED Dn) 


Pre ET 
dis T21 


= AD > 1 
dr la1“2/a 
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= Decay | 计 |]; (30) 


就 推出 式 (35)。 证 毕 。 
定理 8 设 x>1。 我 们 有 


AD -nm Xrs (CX), C37) 
在 


其 中 
[rsCx) | < dln2+2。 


证 由 第 八 章 $2 引 理 8 得 


InaK[x]i) = Snn= 3 3 4(a) = Acd) 
i is, 
= SA) DD 1 Aj 闻 | 
Er re - 


《这 实际 上 就 是 第 八 章 $2 的 式 (39) 和 和 C41))。 由 此 及 引 理 4 得 


x BA In + A + EA { 十 - 


Er 


由 式 (217 及 第 八 章 $2 式 (44) 推 出 


| —x+Asx) + DACd) 位 ]|<Gin2 -Dxrlnz +2, 


dm 
册 以 上 两 式 就 证 明了 定理 ， 
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把 式 (12) 和 式 (35) 相 比 较 ， 可 得 出 这 样 的 结论 ， 平 均 起 率 说 
CD 的 取 值 为 零 。 但 由 此 不 能 推出 


-LSD 0 xr+eo. (38) 


把 式 (12) 和 式 人 37)? 相 比较 ,可 得 出 这 样 的 结论 :平均 起 来 说 A(n》 
的 取 值 为 1。 但 由 此 不 能 推出 


DAL to (39》 
和 式 (39) 一 样 ， 式 (38) 也 和 素数 定理 等 价 。 和 这 些 超 出 本 书 荡 围 我 
们 都 不 讨论 了 。 从 定理 8 可 推出 一 个 有 用 的 结论 。 
定理 9 设 * 关 1， 我 们 有 


1 
已 -2 -nx+raco， (40) 


Per 


共 中 
[relx) | <5ln2 + 3, (下 


证 由 4(D 的 定义 知 ( 令 n=P7™》 
AKC lnp _ Inp 
DD 之 


LP Px pm cz, 


= ln2 十 立 宇 dao+D 一 In nm) 


Cee 
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= En2 + 立 +n(i+) 


bee 


<ln2+ 证 
Eee 


1 
<ln2+ HT 1 +ln2。 


由 以 上 两 式 及 定理 8 就 推出 所 要 的 结论 。 
在 第 八 章 $ 2 式 (19) 我 们 仅 得 到 了 np)/P 的 上 、 下 界 估 


Per 


计 ， 而 式 人 0? 得 到 了 它 的 渐 近 公式 。 由 此 可 以 得 到 之 ;1/p 的 渐 近 
Fem 
公式 ， 而 在 第 八 章 $2 式 (17) 也 人 弘 得 到 了 它 的 上 、 下 界 估计 。 为 此 
需要 下 面 的 Abel 求 和 公式 、 
引 理 10” 设 x 之 1，b(D 是 一 个 数论 函数 ， 


B(x) = Dy5 Cn), 


ber 
再 没 c(*7 是 区 间 [xai,xe] 上 的 连续 可 微 函 数 ，xa>xi 产 0。 那么 有 
By ban) = Bx)alre) ~- BCXDaCry 
z1 nr 


-Bed0 edx. C42) 


sk 
证 设 n=[x1J，tfis=[xs]。 我们 有 (约定 B800) =0) 
>) bacn) = > bn) ocny 


1 1 


ME] 
= 2D) {BGD -Bn-D}acn) 


mnt 


= — Bn)amn,+1y 
44E 


na-， 
BD) BG) fatnrl) -oan)}+B no) 


nmi+l 


一 百 CnDagni 十 1 


ne- 


一 > so) 1” a’ (xYydx + Bn) Ag) 


nmi 


目 


-Bnyatn 二 1 


- 广 ,BC (Cd 二 日 nz)aCna)。 
ne 


此 外 还 有 


及 Boa GYdr= Bn) {on + DD -ex))}, 


zy 
“日 (xya' (dx = Bn {a lx) — alr) }, 
ny 


注意 到 BCx1) = BCn,))，B(xs) = Blns)， 由 以 上 三 式 即 得 式 (42)。 

bel 求 和 公式 (42) 天 明 ， 如 果 我 们 知道 了 数论 鸥 数 b5 Cm) 的 均 
仿 BCx) 的 浙 近 公式 ， 那 么 ， 对 于 满足 适当 条件 的 函 数 a(x)， 数 
论 函 数 b(n)alm) 的 均值 的 渐 近 公式 有 可 能 通过 式 (42) 来 得 到 。 例 . 
如 ， 取 


_ fnp)/Pp，n = 素数 7 了， 
ow= {0 其它 ， (43) 


及 alx) = dn x)-!， 训 导致 讨论 均值 >,1/ps 车 取 atx》= xz:5KP) 


[GN 训 导 致 讨论 均 信 21s7。 前 者 可 以 得 到 渐 近 公式 ， 而 后 者 
则 不 能 (后 一 点 请 读者 自己 讨论 )， 下 面 来 证 明 : 
定理 11 设 x 汪 2。 我们 有 
SE talax + A+rrcx), (44) 


paz 
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其中 常数 


A=1- Inina+t 站 pe ns)-td8b 
2 


lr {<2C5ln2 + 3) cn), 


(45) 


《467 


证 取 x,=2，x2=x，6Cn) 由 式 (43) 给 出 ，0(x) = (lnz) 7 


由 式 (423 得 
本 = 二 + BD) PVacn) 
Er 2 
1 {ymel_l 
eta np ] -二 
np 1 
fm jt. 
由 此 及 式 《40) 得 


1 1 1 1 
了 


+ de rre(t) 
+ r+ 和 


= Inln x+ 位 - it2+ 六 到 2a 
,Fi 


raCx) 下 reCt) 


Inx 2 tin 


由 式 《41) 知 积分 [roCD CanepD :dt 收效 ， 及 


relt 
322 [i | <2C51n2 +3)ln-tx。 
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和 锋 此 及 -FE 式 就 证 明了 所 要 结论 。 
可 以 证 明定 理 11 中 的 常数 


4=y+ DJ{latl— 1/p) + 1/p} 
加 
= 0.26149721…， (47) 


其 中 ?是 由 式 (14) 给 出 的 Euler 常数 ， 但 已 超出 本 书 范围 
Abel 求 和 公式 是 一 个 重要 的 工具 ， 可 以 用 它 玉 许多 有 用 的 和 
式 的 渐 近 公式 。 这 些 将 安排 在 习题 中 。 
数论 函数 本 身 取 众 不 规则 的 问题 ， 也 是 一 全 重要 研究 课题 ， 
这 里 就 不 讨论 了 。 有 兴趣 的 读者 可 见 参考 书目 [2],[3]。 


习 题 三 
1. 证 明 : ?=1- -Eeed, ?是 Euler 常数 ， 


1 
2 设 z>>1.。 证 明王 -二 azte+rrz)， 这 里 为 


一 常数 ，|7C59 | 所 AIn xj/x， 人 为 一 正常 数 。 

3. 设 x 关 2。 证 明 ，>)o(nm =cxd+rgo，e 为 一 常数 ， 
lr(x)| 反 4xlnoxy 有 4 为 一 年 常 教 。 

4. 设 x 之 1。 证 明 ， WCn) = Bx +rex), 这 里 |r| 二 
Ax!1 7 ，4 为 一 正常 数 。 

5， 设 DCx) 由 3 定理 1 给 出 证明: 


Bam DB won p(s). 


bee 四 


6. 设 xc>>3. 证 明王 wm- cinz+reor+rGxz)。 这 里 4 


为 一 常 数 ，|r(z1 SA4wxinxr， 4 为 一 正常 数 。 
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7 来 以 下 均 信 的 浙 近 公式 ， 
GD De: 3 ii) DE, 


CT 


sn 2” 


Civ) 证， 
re ee 


8， 设 x*:>1. EN 
1 
(iy 和 > 由 (ny= 本 i mm [区 | 二 SE 


Hn i 
Gy De - Sea] 
9. Qi) 证 明 ; 有 


CCDAP<CnA n/n /ns 


Gi》 存在 正常 教 4， 使 得 了 B05 所 Ax，* 之 1 
a Py 1 
《iii) 存在 正常 数 ， 使 得 这 jcny 所 BInx，*x 之 2。 


10. 求 均 值 户 ) $41) 的 渐 近 公式 ，1(D 由 习题 二 第 28 题 给 
ER | 
11. 在 $33l 理 10 的 符号 和 条 件 下 ， 证 明 ， 当 取 b(m) 三 1 时 有 
立 m= 六 acodx+ 人 Ce-[e])yacods 

ER 1 x 

— xa— Lx Doara) + Cr — Lx er) 

ry Te 

-| acxdx +[ Cx —[x1—1/2)a” Cxydx 
zl Tr “ 


— Cxa— [Lx] -1/2)aCxs) 

+ Cx Lx- 1/2)acx), 
这 一 公式 通常 称 为 Euler 求 和 公式 。 利 用 它 来 证 明 $ 3 引 理 2 及 引 
名 4。 
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et 
12. 设 实数 :之 0，x 之 1。 证 明 : Dr* = 了 了 +7Cx》 ,17Cx)1 


< 
13. 设 实数 s 汪 0，s 隆 1， 及 x 这 1。 征明: 


xs 
Bt rey, 


Eee 


其 中 FY = = 1 1- sf -Cees, 疏 rz》 
Xr. 


1- 


。 
14， 设 实数 > Ex>>1。 证 明 ， 袜 me -3 -re r(x) 


同上 题 。 
15， 设 为 实 数 ，ct(= Dd!。 再 设 x 之 1. 证 明 ; 当 >0， 
dln 
本 1 时 ,富生 寺 也 stra+r(z)， 这 里 jr(z| 4CDxa， 


二 = maxg1s2， Ac 是 仅 和 上 有关 的 正常 数 。 

16. 讽 < 基 2。 cas)? 回 上 题 。 证 明 ， 

Ci) Dye-n) =g2)z+rCz) r(x)] Anr,， A; 为 一 正 
常数 ; 

(ii) 当 0 31 时 ， Doi = GT+I)xz+raCx)， 
raCz)1<4sCbDxztz， 这 里 4 是 仅 和 有 关 的 正常 数 ，iz= 
max(0,1—{), 

17， 设 x 之 2。 证明， 存在 正常 数 4, 使 得 

瑞 (- 坟 = + Cx), 


Ps 
这 里 [rtx)| 护 Bla-?x， 是 一 正常 数 。 
446 


]aa2P 1 
18. 设 *>2, 证 明 , 也” ls+rC)s [OLEB mxr 
其 中 台 为 一 正常 数 。 

19.， 设 x 关 2， 整 煞 K 六 


20. 设 * 闻 4。 证 明 ， 


。 求 书写 2 的 渐 近 公式 。 
Pr 


S) 高 = nln xz)s+A4Inmx+rCxz)y 

pqs 
这 里 求 和 号 表示 对 两 个 素 变 数 p:4 求 和 ， 4 是 一 正常 数 ， 1r(<) 上 
扫 已 ， 卫 是 一 正常 数 。 


21。 设 <s4。 证明: 
iy Deny = xlnln xt Alr+trcYx)s 


(G3) Dom =xInlnx+Ax+r(x), 其 中 A1, As 是 两 个 下 


数 ，|rfCxc)| 扫 呈 TCx)， B 为 一 正常 数 。 
22. 设 x* 关 4。 证 明 : 


Dn) = xClnln x)? + As inln x +raCx), 
ye 


共 中 心 是 一 正常 数 ，1raCx1 短 Bix，B5 为 一 正常 数 。 
8 Dirichiet 特征 
我 们 已 经 证 明 过 在 一 些 特殊 的 算术 数列 中 有 无 穷 多 个 素数 ， 
例如 ， 在 算术 数列 n 寺 3Cmod 4)、7 王 一 1mod 6)、n==1(mod 4) 
发 n=1Cmod 8) 中 都 有 无 穷 多 个 素数 ， 前 两 个 证 明 很 容易 ， 但 后 
鸯 个 就 不 那么 简单 ( 见 第 三 章 § 4 习题 四 第 6 题 ， 及 第 四 章 $ 6 例 
7 )。 数 论 中 一 个 十 分 著名 的 问题 是 要 证 明 。 对 任意 给 定 的 k>2 
下 (az =1， 在 算术 数列 n=aCmodk) 中 一 定 有 无 穷 多 个 素数 。 
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这 一 问题 已 在 1837 年 被 D.G.L.Dirichlet 所 解决 ， 它 的 证 明 已 超 
出 本 书 的 范围 ， 不 能 在 此 讨论 。 但 是 ， 为 了 解决 这 一 问题 Diri- 
chiet 引进 了 一 类 十 分 重要 的 数论 函数 ,利用 它 能 够 从 给 定 移 整数 
序列 (例如 素数 序列 ) 中 把 攻 于 算术 数列 n==aCmod k) 的 子 关 列 楷 
选 出 米 。 这 一 避 就 是 要 介绍 这 类 数论 函数 并 讨论 它 的 最 基本 的 性 
质 。 

定义 1 设 K31。 Km 是 定义 在 全 体 整 数 集合 上 不 恒 为 夫 
的 玫 论 函数 。 如果 注 足 条 件 : 

Ci》 xCn) =0,， 当 (Cn,K) 1 

dii) 是 赔 期 为 天 的 周期 函数 ，xCn +K) = Cn 

dit) 是 完全 积 性 函数 :对 任意 整数 后,n 有 XG) = XCm)xCn)， 
那么 ，x(7) 况 称 为 是 禄 的 Dirichlet 特征 或 柳 的 剩余 特征 ， 
鸥 称 为 各 的 特征 ， 为 明确 起 见 ， 以 x(nsk) 或 x modk 更 模 上 的 
特征 。 

例如 ，Legendre 符 号 (了 ) 就 是 模 p 的 特征 ，Jacobi 符号 (于 ) 
是 模 己 的 特征 ， 8 1 式 (3) 给 出 的 xCasp*) 是 模 p* 的 特征 (为 什 
么 )。 以 及 第 六 章 $ 3 式 (3) 定 义 的 aa) 是 模 4 的 特征 。 

用 xCm) 是 积 性 的 且 不 恒 为 零 知 CS 1 定理 1》 


XC1) = Ts 1) 
以 及 由 XC 一 1)*x( 一 1) = x《1) 推 出 
xt—1)= +1, (2) 


宇 Bnler 定 理 nf os 王 1Cmodx)、 周 期 性 及 完全 积 性 推出 : 当 Cn,k) = 
1 时 ， 


1=XC1) = XR) = 《XCP) Yr, (3) 
让 定义 立即 推出 。 模 工 的 特征 只 有 一 个 ， 即 
Xm1)=1, FE 全 C4) 


由 x(2m+132》=X(132)=1 知 ， 模 2 的 特征 也 只 有 一 个 ， 即 
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1, 2+n, 
0, 2ln. 
显 见 ， 要 确定 一 个 特征 就 只 要 确定 它 在 模 六 的 曼 约 璋 父系 上 的 到 
艇 ， 且 和 这样 的 取 值 济 足 完全 积 性 条 件 ， 下 面 来 举 儿 个 例子 . 模 3 
药 特 征 可 能 的 取 值 是 : 


xn2={ (5) 


XC113) = 1 
及 由 完全 积 性 条 填 知 Xx?C253) =X(d453) = 二 XC153)=1， 所 以 


XK253) = 土 1 
研 以 徐 3 特征 有 天 个 ， 
1 31+n 
xCn33,0) = { 中 Si 0) 


1, n==1(mod 3), 
Xn3,D=1 -1, n=2Cmod 3), C7) 
本 ?一 0Cmnod 3). 


各 见 XCns3,1) 就 起 Legondre 符号 (如) 同样 ， 模 4 的 特征 可 训 


的 玻 值 是 
X134) =1, 

及 由 XC(354)= XC934)= 二 X1543=1 知 
XC354)= 土 了 。 

所 以 ， 模 4 的 特征 也 有 两 个 ， 

1, (Cn,4)=1, 

0; Cn,4)>1; 

1， n=1l(mod 4), 

Xd4,1)=1 一 1。， n=3Cmod 4), 《9》 

0， (nn,4)>>1, 


xx,0=1 《8) 


显 岂 ， 后 一 个 特征 就 是 #n)7， 且 Cn2) = 工时 ， 
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xdD= 人 (= 人 (9)， 


《 二 是 Jacobi 符 导 。 
5 的 特征 可 能 取 的 值 是 ; 
X155) = 1。 


由 Xx*(235)= XC1625)= XCl35)=1 知 
XC235)=e2ril/s, 1=0,1,2,3, 
无 注意 到 ，ZxeK255) = XC435),X*C235) = XC855) =XC33n)， 所 以 
上 只 要 x(2557 治 取 值 确定 后 ， 甚 它 的 取 值 就 确定 了 ， 且 满足 完全 
和 性 条 他 .因此 ， 模 5 的 特征 有 四 个 ， 即 
1， (mn,5)=1, 


zens5,0) ={ 0 nl C10) 
1， n=1(mod 5), 
i, f=2(mod 5), 
Xn35,1)=4 ~i, 3(mod 5)， C11) 
-1, n==4(mod 5), 
| 0， Omod 5)3 
1, n=1(mod 5)， 
| 一 1， 7:=2(mod 5), 
Xns5,2) = 一 1， 3(mod 5)， C12): 
| 1， dmod 5), 
0, OCmod 57s 
1l, n=lCmod 5>, 
| -i, n=2Cmoad 5), 
YCns5s3) = i, 3Cmod 5)， (13) 
| 一 1， 4Cmoda 5), 
三 0(mod 5)。 
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亏 见 ， ys5,2) 就 是 Legendre 符 号 (三 ) 


对 给 定 的 机 ， 当 (Cn,k) = 工时 ， 由 式 (3) 知 烧 上 的 特征 xm) 
仅 能 取 有 限 个 值 ， 它 们 是 1 的 $C(K) 次 单位 根 
ezril/# 0, f=0,1s,$K) 1, C14) 
所 以 ， 对 给 定 的 &， 悉 上 的 特征 仅 有 训 限 个 ， 我 们 以 C( 妇 表示 模 
的 所 有 不 局 的 特征 的 个 数 ， 上 而 的 例子 表明 : 
CD=1, C2)=1, CO = 2, CGI =2， CC5)=4, 


下 面 将 证 明 ， _ 
CEI= P(E), Kl C15) 


最 见 ， 当 (nyky = 工时 xn) 恒 取 值 1 的 数论 国 数 一 定 是 神色 
的 特征 ， 它 称 为 起 摸 上 的 主 特征 ， 记 作 加 (Cn;k) 或 xX?mod kk， 即 
1， (Cn,k)y=1, 
0, (Cn,k)>1, 


简 1 和 模 2 仅 有 一 个 主 特征 . 人 它 仅 取 实 值 ， 庙 式 C14 
知 即 这 取 土 区 则 称 为 实 鱼 征 。 证 特 年 一 定 ; 
一 定 足 主 特征 。 模 3 和 覃 4 的 特 证 部 是 实 和 征 ， 且 各 有 一 个 是 

非 主 特征 。 一 个 取 到 复 值 的 特征 称 为 复 特 征 , 模 5 有 了 两 个 复 特 
征 。 两 个 实 特 征 ， 靶 中 一 个 是 非 主 特征 。 

特征 有 以 下 基本 竹 质 ， 

性 质 1 ”两 个 模 & 的 特征 的 乘积 是 重 k 的 特征 。 

性 质 2 若 x(Cn)? 是 模 天 的 特征 ， 则 Zr) 也 是 模 玉 的 竺 征 
(6 表 复 数 0 的 共 力 数 )， 记 作 8(n7， 称 为 特征 丸 m 的 共 略 特征 。 
当 nn-!=1(mod ) 有 时， 只 Cn) = Xnr。 此 外 ，XZ =%， 以 及 当 
x 是 实 特 征 时 ，X = 

性 质 5 设 X,Xi,Xs 祁 是 楼 上 的 特征 。 若 XX1= XXa， 则 X= 
Xa 

性 质 4 设 愤 二 的 全 部 特征 是 xoxir ay h=CCk) 一 1 
以 及 久 是 任意 取 定 的 一 个 模 * 的 特征 。 那 么 ， 


Xnsi) ={ 


《i726,2400032% 电 是 机 的 全 部 特征 ， 

《这 ) 多 xn sgXi ,2X 也 是 模 天 的 全 部 特征 。 

性 质 5 设 zlks。 若 Fi 和 ks 有 相同 的 素 因 数 ( 昭 P|ks 一 > 
pik >， 则 楼 的 特征 一 定 是 模 fo 的 特征 。 特 别 地 ， 当 > 时， 
模 Ka 的 特征 一 定 是 模 k! 的 特征 。 

性 质 6 设 光 是 神 上 的 特征 ，X: 是 模 Es 的 特征 ，。 那 么 ，XiXe 
古 模 [Ki ks] 的 等 征 。 

这 些 性 质 的 让 明 是 二 分 简单 的 ， 贸 给 读者 。 下 面 的 性 质 是 十 
分 重要 的 。 

性 质 7 设 =KEKs,Ckysks)=1,x(n;k) 是 模 K 的 特征 。 那 
么 ,一定 存 在 唯一 的 模 k, 的 特征 XC?;k,) 使 得 

Xnsk) = Xk na-lmodk,), C16) 

证 定义 数论 沼 数 fm) 如 下 : 对 任 章 整 数 阅 。 由 孙子 定理 

知 ， 对 横 K 存在 叭 一 的 ”满足 
f n=f(mod k), 


\ nlCmod Ka), 


C17) 
我 们 定义 
fm = Xn;k), 18) 
我 们 采 证 明 fCm) 是 模 的 特征 。A(1D = XC15K》=1， 所 以 fCm) 
不 全 为 零 。 和 车 式 (17) 成 立 ， 则 必 有 
n=m + ki Cmod kl), 
{nce 
因此 ，f《m+ ks) = XCmak) = fCm)， 对 任意 整数 m ， 对 模 大 存在 
诡 一 的 #2/ 满 足 
n=m’ (mod ki), 
{lc Ks 


掏 此 及 式 (17) 得 
{ nn’ = (mod k), 


nn’=](mod Ke) 。 
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四 此 ， 由 YX 揭 完 全 积 性 及 了 的 定 又 知 : 

了 CH y= Xnn’ sk) = nk In yk) 

= fm)f ra’ ), 

这 就 证 明了 了 是 完全 和 。 乳牛 ， (这 1 时 ， 由 式 C17) 
确定 的 nn， 必 有 CK) = (nn,kD) >1， 所 以 Am) = 0。 这 就 证 明了 
天 下 ?是 柜 和 的 特征 ， 现 取 XmE) = 了 (mr, 当 二 1(moed ko) 于， 
对 有 由 式 (17) 斑 定 的 于， 显 有 ) 二 mmod5)， 因 此 ， 

XM) = fm) = Xnsk) = XCmyk), 
这 如 证 明了 式 (16) 成 立 ， 下 面 来 证 唯一 性 ， 若 还 有 模 ge 的 特征 
Z Cn) 误 足 式 (16)， 则 对 任意 整数 普 ， 当 ”= 由 式 (17) 给 出 时 就 
有 


XCmyk) = XCnsky) = XCnik) = Ynyk) = Cm; kh), 
证 毕 。 
定理 ] 设 R=Kks,CkisKs) =1，XCnsk) 是 模 * 的 特征 。 那 
么 ， 一定 存 在 瞧 一 的 一 对 模 K 的 特征 xCn;k1) 及 模 Ke 的 特征 
Xnskz)， 重 得 对 任意 整数 7 有 


Xnsky = XCnyk XCn, ka) (19) 

证 先 证 唯一 性 。 车 式 (19) 成 立 ， 则 有 
Xnsk)y= XCnyk), n=1Cmod kK,), {20) 
Xk = Xnsk), nl1(mod Kk,), {21) 


因而 由 性 质 7 知 XCn;K,) ,xCnsks) 都 是 叭 一 的 。 下 证 存在 性 。 由 
性 质 ? 知 ， 必 有 模 〖, 的 特征 XCr;K) 满 足 式 (20)， 及 模 ks 的 特征 
xCniKFa) 请 足 式 (21)。 对 任意 鉴 数 ?， 职 
m=n(mod Ky, 
| m=l1(mod Ek,), 


m2=—=1(mod Kk,), 
{ tn mod ky), 
由 社 质 7 推出 。 
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XmEy = XCmak) = XCnsk,), 
Emask) = Xtina ska) = Xn ks), 


显 见 mms 二 nCmod 大 )， 拍 此 及 完全 积 性 、 周 期 性 ， 从 以 上 两 式 
即 得 
Xnsk) = XCmimas ke) 一 Km kX Cm ey 
= XCnsk XCns ka), 
证 毕 。 
由 定理 1 立即 推 屿 (证 明 留 给 读者 )， 
推论 2 设 太 =KkrFiy rr 两 两 茎 约 ,XCn%) 是 模 天 的 
特征 。 那么 一 定 存在 唯一 的 一 组 7 个 特征 ， 模 ,的 特征 XCn;K1)， 
一 , 模 K+ 的 特征 XCn;Kr)， 使 笃 
AS AS LA (22) 
此 外 ，Xx(nsk) 是 主 特 征 的 充 要 条 件 是 XCnyk,),-…,xCnskr) 痢 是 
主 特征 ; x(n;k) 是 洋 特 征 的 充 要 条 件 是 它们 都 是 实 特征 ， 特别 
地 ， 当 有 素 因 数 分 解 式 
天 = 2 oprimpes C23) 
时 ， 有 唯一 的 分 解 式 
Xnyk) = XCn3 a0 Xs Pel) Cn pre), C24) 


式 (24) 表 明 ， 为 了 研究 任意 模 的 特征 ， 只 到 研究 模 为 素数 琵 
的 特征 .我 们 先 来 讨论 模 p" 的 特征 ， 素 数 p>2。 设 9 是 模 p” 的 
一 个 原 根 (对 任意 的 " 演 1， 见 第 五 章 8 2 定理 3 )。 由 第 五 章 8$ 2 
定理 5 及 83 定 义工 知 ， 对 任 一 (np) =1 有 

=9"™ (mod pr C25) 
这 里 7(n) 表 示 以 原 根 9 为 说 ，# 对 模 p* 的 指标 ， 因 而 有 
Xnsp y= XCg" mp ) 
= {XCGP OIF np)=1, {26) 
因此 ,和 模 p" 的 特征 完全 由 它 在 原 根 9 上 的 什 唯 一 确定 。 由 式 (14) 
知 可 能 取 和 的 值 是 
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XIP YI = ezrigywtp 810 bP") -1 (27) 
所 以 模 ps 至 多 有 (n°) 个 不 同 的 特征 。 由 指标 的 性 质 ( 见 第 五 党 
$3 性 质 2 ) 知 ， 对 任意 取 定 的 【， 
re2rilytnstpe, (Cn.p)=1, 
femd eol, (C0 
一 定 是 模 ps 的 畦 征 ， 且 当 [ 寺 ! Cmod gp 时， 《93 由 攻 1 (gs 
开 )， 所 以 是 不 同 的 特征 。 此 外 ， 当 且 仅 当 i=0 时 是 主 特 征 ， 及 
当 且 仅 当 1=0,8Cp*)/2 时 是 实 特征 。 这 样 ， 我 们 就 证 明了 
定理 3 设 素 数 p>2,a 污 1, 及 8 是 各 2p" 的 原 根 ， 那 么 ， 模 
ps 的 特征 恰 有 中 lp") 个 ， 它 们 是 


Zp i) = 人 rptp) Cn,p)=1, opoy 1 
0， (Cn,p)>1, 
(28) 

例如 ， 对 k=5， 取 原 根 9=2, 式 (28) 就 给 出 了 式 (10) 一 (13) 
的 四 个 模 5 的 特征 。 

证 面 求 讨论 模 2° 的 特征 ， 模 2 、 模 4 的 特征 前 面 已 经 给 出 
《于 实 上 ， 它 们 有 原 银 ， 可 像 定理 3 一 样 讨论 ), 我 们 可 假定 之 3。 
由 于 


n= mor nmod 2°), (29) 
这 里 -Cry ,ye 是 站 对 模 3” 以 -1,5 为 底 的 指标 组 ( 见 第 五 
章 §$ 3 定义 2 及 第 三 章 §3 定 理 5)， 
Yn = Cn ~ 1)/2 (mod 2) C30) 
《 见 第 五 罕 8$ 89 性质 5)， 因 此 ， 任 一 模 2" 的 特征 


cu 


ns a YY mr ni oo) 
= {XC 52 9) mo {C552 ol， CH) 一 了 


C31) 
因此 ， 模 2"(a 污 3) 的 转 征 XCn;2") 完 金 由 


455 


XC~1s2°) 及 xX(512") 
药 取 人 所 确定 。 由 于 


a0-2 


5 二 1(mod 2°), 
所 以 XC5; 2°) 仅 可 能 取 以 下 2” 个 值 : 
2 oa 2 t=0,1,." ,2 -2— 1 
而 Xx( 一 1;2") 仪 可 能 取证 1 两 个 值 ， 岂 
Git 2 401 
所 以 ， 模 32" 至 多 有 2.3"- = 由 (2 个 不 同 的 特征 。 另 一 方面 , 由 
指标 组 的 性 质 ( 第 五 之 3 性 质 6 ) 知 ， 对 任意 取 定 的 上 :5， 


2 m2 zm or ON/ 


， (na,2)= ]， 
0, (n,2)>} 
一 定 是 横 2° 的 特征 。 且 当 二! 蘑 !iiCm0d 2) 或 5 去 了 (mod 2") 成 立 
时 ， 相 应 地 有 
六 一 1 天 /一 了 下 下) 或 AS 天 天 5 号 0 
成 立 ， 所 以 是 不 同 的 特征 这样 就 证 明了 
定理 4 设 >3。 模 2?” 的 特征 恰 有 %C2") 个 ， 它 们 站 


flnsl-isto) = 


es rt Tnys, omit or m2 ,Cn,2) =1, 


Xny2° i m={ 
?0 lo Cn,2)>1s 


3» 


f=01, fo=0,1% ,2 2—1, (82) 

此 外 ， 当 且 仅 当 !-:= 1o= 0 时 是 主 特征 。 及 当 且 仅 当 矶 =0,2” > 
时 是 实 特征 。 

这 样 ， 综 合 推论 2 的 式 (34》、 定 理 3 、 定 理 4 、 及 横 2 、 模 


4 的 特征 央 达 式 ， 喜 完全 解决 了 模 RCR 由 式 (23) 给 出 ) 的 特征 的 
构造 ， 风 而 证 明子 

定理 5 设 K>l]。 杰 Kk 的 特征 愉 有 BCK) 个 ， 即 式 C15) 咸 
立 。 具 体 的 说 ， 车 KE> 工 的 素 因 数 分 解 式 由 式 (23) 给 出 ，“-: = 
c-iCoo)yeo= coCao) 由 第 五 章 3 3 式 (20) 给 出 ，。ji = 由 (p15)，9j 是 
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模 P?1 的 原 根 (TS7Ss) ,及 及 CR》 rn 人 Cn) ,ee ay 人 全) 
是 nn 对 模 k 的 以 一 1,5;591，…39s 为 底 的 指标 组 ( 见 第 五 章 §3 定 义 


3 )， 那 么 
Xnyk) = x nk ot sds) 
| 
Te; 1, Cn,k)=1, 


一 1 (33) 
Cn， 
Es 


人 恰好 给 出 了 黎 和 的 全 部 %(CR) 个 特征 ,此 外 , 当 且 仅 当 瑟 =0(C 一 1 所 
J 友 5) 了 时 是 主 特 征 ， 以 及 当 且 仅 当 60;|24j(《 一 1 所 5s) 时 是 实 特征 ， 
即 


1 =0 或 是 =[oj/2]， -1T<j<s。 

定理 5 抒 m= 工 和 m= 2 的 情形 也 包括 了 进去 ， 请 读者 自己 
写 出 定理 5 的 详细 证 明 。 式 (33) 给 出 丁 模 天 特征 的 一 个 便于 研究 
的 表达 式 。 但 是 由 于 这 里 涉及 原 根 和 拱 标 组 ， 对 它们 的 性 质 并 
清楚 ， 所 以 特征 的 深入 研究 是 -分 困难 的 。 

应 该 指出 ， 由 式 (33) 知 ， 柜 六 的 每 个 特征 唯一 地 对 应 一 组 数 
人 pin 和 而 一 组 既 约 番 侠 系 中 的 每 个 ”唯一 的 对 应 一 组 
指标 组 {YD OG) VOXCD) on 5275690Cn)}。 4 和 Vn) 的 取 
值 范 辕 吓 相同 的 ， 因 此 ， 通 过 关系 : 


pa 


j=, -1&Ii<s, (34) 

就 可 建立 模 k 的 人 金 体 特征 xX 和 机 kk 的 婚约 璋 余 系 之 间 的 一 一 对 应 
关系 

<—>Xx modk, (Cn,Kk)=1, (C85) 


容易 验证 ( 留 给 读者 ): 这 种 对 应 有 性质， 设 (n 天 ) = (rz 天 ) = 1。 
车 


< > modk, nn,<—>Xxs mod k, 


Nra<—> XX mod KR, (36) 
这 种 对 应 表明 了 模 k 的 特征 和 模 上 的 既 约 剩余 系 之 闻 的 对 偶 关 
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系 卫 。 关 种 对 个 关系 将 在 下 面 的 特征 性 质 中 显示 出 来 。 
由 定理 5 推出 
定理 6 设 k>1,(4,k)=1 及 4 去 1(mo8k)。 那 么 ， 一 定 存 
在 可 的 一 个 非 主 特征 Xx, 使 律 X(8) 才 1。 
证 设 & 让 式 (23) 结 出 ， 并 利用 完 理 5 的 符号 ， 则 条 件 知 : 
AE1(mo 2%0) ,11(mod pe1) ,ee ,dElCmod ps) 


荣 少 有 一 个 成 立 ， 车 4 去 1Cmo8 2* 上 ) 威 并 ， 册 "C0 ,7 Ce) 一 
定 不 金 为 零 。 当 0<<YO2C09) 之 cy 轩 , 取 i =1,0= 引 ===le=0， 
特征 


Z{nsk) = XC8 生 10) 00) 

不 是 证 转 征 , 生 (注意 这 时 必 有 1X9) = le-i=2)XCasKE>= 一 1 
当 0<FOCaD op 时 ， 了 到 6= 1 其 它 二 =0; 则 有 (这 时 必 有 20 这 3) 
ZCask, 0 L000) = er eye 兴工 
沙 a 坟 1Cmod p51)， 央 必 有 0 个 (a) 过 ci。 这 时 取 =1， 凌 它 

的 1;=0， 就 有 
Kask,0, e010, ,0) = es oye s 1 
这 就 证 明了 所 疲 的 结论 。 
正面 来 证 明 特 征 的 两 个 蛋 严 性 质 。 
定理 7 证 &31。 我们 有 
PKY, nl(mod ky), 


2 xx 《37) 


rr 0, nl1(mod Kk), 
这 里 求 和 号 表示 对 槛 k 的 全 体 等 征求 和 。 
证 当 7 二 1(modK) 时 ， 对 任 一 XmodK 有 x(n)=1， 因 此 
式 (37) 左 边 就 是 模 的 特征 的 个 数 ， 出 定理 5 知 为 四 (5Y， 这 就 
证 明了 式 (37) 的 第 一 式 
当 1 半 1Cmod 有 时， 必 有 >1。 若 (nk)1， 则 式 C37) 的 第 
二 式 显 然 成 立 ， 车 tn,K)= 4， 由 式 (33) 知 


这 两 个 条 沦 哼 是 局 欧 的 。 


> xCn)= > So > TT egr ees 


mod k Orley ocie<es jo-1 
= zu 7 Vem/e 1 1,,. SE 
上 
这 肝 必 有 有 一个， 一 1<hs， 使 得 0<YCm) < 之 cn， 因而 有 
= eZritpr ine ~ 0, 
ulp<en 

由 以 上 滑 式 就 推 由 式 (37) 的 第 二 式 这 时 也 成 立 。 证 毕 。 

式 (87) 的 第 二 式 也 可 以 不 利用 式 (33)， 而 利用 定理 6 来 证 。 
请 读者 考虑 。 

定理 8 设 x>>1，x 是 一 模 k 的 特征 。 我 们 有 

PEE, X= Xamod 天 ) 


3 xco={ C38) 


nmodk 0， XX mod ke, 
其 中 求 和 号 表示 对 模 的 一 个 既 约 剩余 系 求 和 。 
证 当 X=X?modk 有 时 ， 对 任意 的 (n,k)=1 有 XCn)=1， 这 
就 证 明了 式 (38) 的 第 一 式 。 由 定理 5 知 ， 存 在 一 组 i,,… ,Ls, 使 
Xn = Xnsk, li, oss ls), 
当 Xf 郑 如 时 ， 一 定 有 一 个 4 一 1<<h<<s， 使 0 过 1; 二 c,， 由 式 (33》 
及 第 五 章 8 3 性 质 9 知 ， 
SS xD= DB :TITeertye 


nmodk o<ztrl)<e-l oayltlces 了 1 


=-{ > ee 


os<relrce-1 


x{ > ee 


oaptslces 


由 此 及 
BE ear Ye, =0, 


Oup hjcen 
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就 推出 式 (38; 的 第 二 式 。 证 毕 。 

定理 7? 与 定理 8 挫 形 式 到 证 明 都 显示 了 慎 丰 的 既 约 剩余 系 各 
全 体 特 征 的 对 个 关系。 同样 ， 式 (38)? 的 第 二 式 也 可 以 厅 利 用 并 
《337， 而 利用 定理 6 来 证 。 请 读者 考虑 。 

定理 ? 经 常 利用 以 下 的 表示 形式 。 证 (az) = 1。 我 们 有 

1 Pbk), natmod ky), 
2 (oz ={ 0, naCmod k). 《39》 
这 是 因为 由 ?Ka) = x(a-D,aria 王 ICmodk)， 可 推出 “ 
BD) X= BD) x(erin)。 
x dod ke z ol 

由 于 maCmodj) 竺 价 于 aips1Cmod 有)， 因 而 由 上 式 及 式 (37》 
就 推出 式 (34)。 利用 式 (39? 就 可 把 属于 算术 数列 n=a(mod kk>》 
《Cask)=]) 的 整数 挑选 出 来 。 

特征 的 步 的 性 质 及 其 应 用 超出 本 书 范 转 。 下 面 仅 淮 几 个 
例子 说 明 数 论 问题 是 如 何 被 归结 为 对 特征 性 质 的 讨论 的 。 

例 1 设 x2>2,k>>2, 及 1<a<k, (a,k)=1。 以 zer;k,a) 
表 算 术 数 列 "一 aCmodk) 中 不 超过 前 


TxIk,a) = C40) 


在 讨论 x(x 时 我 们 可 用 (x) 来 代 堆 ( 见 第 八 党 82 式 (33))。 同 
样 的 ， 这 里 可 讨论 
Prsk, a) = 也 Cn)。 (41) 


关于 zrCxyk,a) 和 Yexsk,a) 的 美 系 将 安排 在 习题 中 。 利用 式 C39》 
可 得 - 


rk, ik; EE zc)xcp))} 


Per x madk 
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=_1_ 加 
BS ， BB) FC) Tx) 


mod k per 


pik Dl Ra PIXCP), (42) 
= 硕 7 羡 ze Pd 
这 里 的 第 一 项 是 把 相应 于 杰 上 的 主 特征 x" 的 一 项 分 出 来 而 得 到 
的 。 以 wok,x) 表 不 超过 x 的 严 的 不 同 的 吾 因 数 个 数 , 显 见 ok ,x) 
w(K)。 我 们 有 


Cks0) = Fi x) 一 Wo: x) 
+ah; ze 二 xcp)。 (43) 
CK) yx ca Paz 
rex 


一 个 合理 的 猜测 是 :对 给 定 的 22， 迪 数 应 “平均 地 分 布 在 以 下 
中 te) 个 算术 数列 中 介 : 


n=al(mod ky), lack, ak)= 1, C44) 
即 应 有 
和 (xi 了 :GD 
RP 1 “t+. 45) 


这 就 是 算术 数列 中 的 素数 定理 。 如 采 能 证 明 。 对 每 个 模 k 的 非 主 
特征 x 有 


DxCp) /xr —>1, Xr 十 ooy 《46) 
Pa 

那么 ， 由 此 及 式 (43) 就 推出 式 (45) 成 立 。 可 以 证 表 式 (46) 成 立 ， 
但 这 已 超出 本 书 ， 属 于 解析 数论 的 内 容 。 这 就 看 出 了 特征 的 重要 


全 当 (6， 有 之 1 时 ， 算 术 数 列 ns 王 rmod 夺 中 至 多 有 一 个 素数 a， 所 以 不 用 海 
堪 。 
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作用 ， 及 需要 去 估计 特征 和 
Byxcp). C47 


fa 
类 似 地 ， 可 对 V(x;k,4) 进 行 这 样 的 讨论 (见习 题 4 第 26 题 )- 
例 2 设 素 数 7>>2。 我 们 知道 在 1,2,… ,np 一 1 中 有 一 半 是 模 
P 的 二 次 剩余， 一 半 是 非 剩 余 ， 但 是 ， 剩 余 和 非 剩 余 的 分 布 很 不 
规则 。 一 个 着 名 的 数论 问题 是 求 模 p 的 正 的 最 小 的 二 次 非 剩余 
KP》。 显 见 ， 车 存在 整数 4,1 二 4<(p+1)/2， 使 得 


S$)<% (48) 


则 ntp) 志 4， 这 里 Legendre 符号 是 模 P 的 实 特 征 。 在 习 题 四 第 
22 题 中 将 给 出 一 个 形 和 如 式 (48) 的 估计 。 
以 上 两 个 例子 表明 需要 讨论 特征 和 
2) fxcny 《49) 


本 
网 性质 ， 特 别 是 它 的 上 界 估计 ， 这 里 fa) 是 某 个 数论 函数 。 
例 3 设 p 是 素数 ，?r 实 1， 及 4 是 一 整数 。 以 T(r;a) 表示 后 

您 方程 

xX3 十 二 FE==GCKCmod py 
的 解数 ， 当 r= 工 时 ， 已 知 

Ts0=1+(2). C50) 
下 面 我 们 来 看 当 f 宇 2 时 应 如 何 求 了 (Cr;a)， 我 们 有 


To) = 二 3 os e271 (z+ ra -arP 


1 ol rr 


p 
1 Sosaai/{ Sn ea } 

= Se-2at esmreop | 
2 1 之 ， 


Ei 


由 式 (50) 知 
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? 也 
elrilzsp = Q 二 (2))er mY, 
衬 产 G tp 
进而 有 
1 卫 zy y 了 
Toro) = 上 | anir3/p 二 (#)erme} 
7 疡 (Fr 


=p"-1 (人 

这 里 用 到 了 冯 全)= 0。 当 ( 六 = 工时 ,( 二 ) = 1 及 J 和 小 同 
时 遍历 模 p 的 完全 剩余 系 ， 所 以 

Ee = (DT) 

-OE 

因而 

[ re 2lrs 

EE 


| 


当 p le 时， 
2 了 
joa DE on 
p's 21+r. 
C51) 
当 p 二 a 时 ， 
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-aztat/p 一 一 1] 


Pp-l1 


(hee - (HEE) 
= (5)>(E) rp, 


这 里 用 到 了 pf 4 时 (二 ) ~1。 及 一 以 和 【同时 沉 历 伐 p 的 县 给 
剩余 系 。 因 此 ， 当 Pp + 4 时， 


. 
,a 


Yl 


Eb 


yt 


Trya) = 


因此 ， 为 了 求 T(r ;中 导致 讨论 
z 
DL). (53) 


Y=1 

可 以 证 明 ( 见 [2]， 第 七 章 §5)， 对 奇 素数 pp 有 

SL) {Pe p=1(mod 全 ， C54) 

Ti 了 iv 万， ps 一 1Cmod 4), 
由 此 即 得 ， 当 p14 时 ， 

pi+t(p~ Dp 1 21r, p=1lCmod 4), 
Ttrja =p -1 +C- DP- De, 2|r, p=3(mod 4), 

PT 2 十 r。 

《55》 
当 p 二 4 时， 
pl1 pt/2-1, 2|r, p Cmod 4)» 

Tot = Dr 2 rp=stnoad， 《56)》 
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‘ 
| pr (po ， 
| Dp 
21r, p=1 (mod 4), 
pr-t (Do pir -12 ， 
| p 
| 


了 了 (r5a) = 《57> 


2+1+r, p=3(mod 4), 


这 里 用 到 了 ({ 池 )= (一 DD?"0% 最 见 ， 以 上 各 式 涩 r=1 时 也 
这 个 例子 表明 榭 如 式 (53) 的 特征 和 在 数论 中 的 重要 作用 。 更 
` 航 地 对 覃 k 的 特征 x， 可 考虑 特征 和 


Ga = SCYer rratm, (58) 


T= 
4 为 一 训 数 。CG(4;0 通 常 称 为 关于 特征 % 的 Gauss 和 。 
习 题 四 

写 出 模 =6,7,8,9,11,13,15,20 的 全 体 特征 ， 并 指出 它 
待 征 、 

2， 模 Kk 的 特 入 XCn;k) 可 用 以 下 方法 米 

(i) Xns1) 一 和 

Qi) 对 奇 素数 pn 及 ol1，X(n4p") 由 54 式 (28) 定 义 ， 

Ci) XCn;2) 由 §4 式 (5),《8),(9) 及 C3) 定义 ， 

iv) 一 般 的 ZCn;k) 出 $4 式 (33) 定 闵 、 

证 明 ， 这 样 的 定义 和 4 定义 工 是 等 价 的 ， 关 由 这 里 的 定义 
也 可 下 接 推出 特征 的 所 有 性 质 。 

3. 设 5=2"op7i pg。 证明， XknsKk) 是 实 特征 的 充 要 条 件 


们 的 


定义 : 
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Gi》 当 ae = 0 时 ， znsk) (天 ) 人) ， 这 里 P) = 1 或 2 


Cii》 当 css>1 时 ， 


#0 (3) (BE) (EY EY), 


这 里 上 = 1 或 2 ，2 十 z。 

4， 数论 函数 7 (9 称 为 是 周期 的 ， 如 果 存 在 正 整数 9 ， 使 对 
任意 整数 于 有 7 +49) = 了 Cn)。 设 fm) 是 周期 的 . 证明 ，(i) 若 
4 是 具有 上 述 性 质 的 4 中 的 最 小 的 ， 则 4o19。9o 称 为 (9D) 的 最 小 
正 局 期 ，Gi) 车 f(n) 是 完全 积 性 的 且 不 忆 为 零 ， 则 /Cn) 一 定 是 横 
44 的 特征 。 

5， 当 4(K) 汉 0 时 ，Xx (Cn;k) 的 最 小 正 周期 ( 见 上 题 ) 为 k。 

6. (i》 和 如 何 确 定 由 式 (28) 给 册 的 x(n;p") 的 最 小 正 周 期 ; 
i) 如何 确定 由 式 (3D 给 出 的 x(n;2") 的 最 小 正 周 期 ，Gii) 设 
Xnk) 由 式 (24) 给 出 ， 证 明 ; 它 的 最 小 正 周期 等 于 右边 各 个 特征 
的 最 小 正 周期 的 乘积 。 

7 特征 x(n57) 称 为 是 柳 & 的 非 原 特征 如 果 存在 下 整数 
%’<k， 使 对 任意 的 Ginsyk) =1， 当 ,二 ne(mod 7) 冉 ， 必 有 
XG ky = Cns3k)。 不 然 ，x lnsk) 就 称 为 是 模 丰 的 原 特征 。 证 
明 : 

GD 者 z(m3 旨 是 非 原 特 征 ， 记 满足 定义 要 求 的 最 小 的 为 
Ke*+， 则 必 有 KE* 1F3 

(Ci) 非 原 特征 的 定义 等 价 于 ， 存 在 正 上 整 数 kr" <-Kk， 使 对 任 辣 
的 (naF) =1， 当 nn 一 TICmod 人} 时 ， 必 有 X (nyk) = 1。 

8 证明: Ci) 模 的 特征 是 原 特 征 ，(i) 模 2 没 有 原 特 
征 ，( 放 )》 XCns4,0) ( 见 式 (8)) 不 是 原 特 征 ，X Cny4, 1 ( 纲 式 (9)) 
是 原 特 征 ， (Civ》xCnsp* ,DD ( 见 式 (28)) 是 原 特征 的 充 要 条 件 是 
,p= 1 Cv》 YCn32°,4sio) (oz3， 见 式 (32)) 是 原 特征 的 充 
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是 81 uCviy 车 *nyK) 有 式 (22) 或 式 (2 人 D 成 立 ; 出 XCn3k》 
实 ) 原 特征 的 充 要 条 件 是 式 (22) 或 式 (24) 右边 的 各 个 特征 都 是 
《 实 ) 厌 特征 。 

9. 以 CK) 表示 楼 Kk 的 原 特征 的 个 数 ，0) 证 明 PO) 是 
区 各 性 函数 Gii) ZPD = $0 《ii) 求 Plp") 的 值 ，? 为 

上 

10。 设 p 是 素数 ，k = p"，c321I， 证 明 ， 当 旦 仅 当天 = 《8 及 
次 素数 7 时 ， 模 k 有 实 原 特征 存在 。 它 们 是 XCx;4,1)《 见 式 C9))， 
Xns80,1), XCn;8,1,1) = Xn4,1) X058,0,1)《 见 式 (32)), 及 


Xnsp, CP— 1)/2) -(2), p 为 奇 素数 ( 见 式 (28))， 


11. 设 P 为 素数 ，0 这 1， 证明: 

(iy 对 取 定 的 p ， 模 P"(a 关 1) 的 主 特征 都 相同 

位 》 对 模 ps 的 每 一 个 韭 主 特 征 ， 必 有 唯一 的 模 k*=p*， 
1<<4cc， 及 模 &* 的 唯一 的 一 个 原 特 征 与 它 便 等 

(Ciii) 对 取 定 的 cz1， 对 税 p*(1<4 志 a) 的 每 一 个 特征 ， 必 
有 唯一 的 一 个 模 P" 的 特征 与 它 恒 等 。 

12， 对 模 k 的 每 一 个 特征 XCrsk)， 一 定 存在 叭 一 的 模 R*， 
kx|k， 及 模 + 的 唯一 的 原 特征 x*(n;k*)， 使 当 (m,k) = 1 时 必 有 
XCnk) 二 x*Cnsk*)。 有 反 过 来 ， 对 和 丝 个 k*1R， 及 楼 K+* 的 组 一 个 原 
和 匠 征 x+ Cnsk*) ,一 定 存 在 模 X 的 蜂 一 的 特征 XC755) ,使 当 Cn,%)=1 
有 时，Xx(n;k)= Xx*Cnyk*)。 这 实 上 ,我们 有 XCnsR)=X*Cnsk*) 
* 2aCn5 7，XoCniF) 是 模 K 的 

393， 当天 = p",X(ni8) 不 是 主 特征 时, 上 题 中 的 太 就 是 xCnk》 
的 仆 小 正 周期 ( 见 第 4 题 )， 举 例 说 明 ， 当 * 不 是 喜 数 寡 时 这 结论 
不 成 立 。 

14。 模 K 的 所 有 特征 都 是 实 特征 的 充 要 条 件 是 FF= 1,2,3,4,6， 
8.12， 或 24- 

15， 设 f(y) 是 周期 为 的 数论 函数 ， 记 0C9) =e*"? 。 证 明 : 
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fln) = aec -PE)， 这 里 al = (1/k) 立 fCm)edlm/K)., 特别 
= 和 
的 ， 当 了 可 fn) = Xn 时 ， az =(《L2OGC3X)， 这 里 CGIX) 由 式 
《58) 给 出 。 
16。 设 Gla;X) 由 式 (58) 给 出 。 证 明 : 
(Qi) 当 % 寺 as(mod Kk) 肝 ，G{a1;X) = G(aosX)s 
《ii GC— asX) = XC ~ DDG)s 
ii) Ga%) = x 1) Gay 
Civ) GCO04X) = BOCK, X= Yo GCOGXY = 0， 当 X 尖 Xe 
Cv) Ca KR) = HH, GCaFX) = REAIGC ,XY 
《Yi) 在 $4 定理 1 的 条 件 和 符号 下 , 记 X*=xCnyk)，X,= 
Xnsk) ,Xs = XCn;Ks)， 我 们 有 
GlasX) = Xk) KAK IG KIG a Xa) 
CTiiy 当 (4,K) = 1 时 ，G(este) = (kx 是 模 的 主 特征 s 
一 般 的 有 
Glasx) = HK/ , a BREY/ GEESE ay) 
Glasx 中 是 kK 的 积 性 函数 。 
17， 设 Gla;xX) 由 式 (58) 给 出 ，X 是 模 X 的 原 特征 ， 及 (a,k) = 
4A>>1。 记 a= Aha’, k= 4k/。 证 有 明 ; 


ke 
(GD GlasW)= DSCnyela'n/k!y， 其 中 eC9)= esxle ， 
1 


2 
SD = MXCzETKE2DN 
eg 


Ci) mremod KIM, SO) = SCn,)s 
《iii) 由 Xx 是 模 k 的 原 特征 推出 5(n)==0s 
Civy G(a;x) = 0。 
18. (i》 当 x 是 模 k 的 原 特 征 时 ,总 有 GCa;X) = ?Ca)GC1s xX): 
C6) 当 Xx 是 模 k 的 康 特征 时 ，[G(15X) | = ， 
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ii》 当 X 是 模 K 的 实 原 特征 时 ，G?C1.X) = XC ~ Dks 
Gy) 当 X 是 模 p 的 Legendre 符 号 时 ，GCL 2 = + PP ps 
lomoda 4); G(X) = +iv PPp 一 3Cmot 1)。 
19. 设 Xx 是 模 r 的 特征 ， + 是 第 13 题 中 所 确定 的 对 应 于 x 的 模 
R* 的 原 特 征 。 证 时 ; 
GCC = YR/ ACR AEE G1 x*). 


20。 设 xz 关 3，x 是 模 k 的 原 特 征 。 利 几 第 18 题 证 明 : 对 任意 整 
数 M 及 正 整 数 N， 训 
es 本 
Zn0D 二 Ts 天。 
RE 让 天 
进而 推 筷 


NN 


| 他， Xm) < Enk., 
nl 


21. 得 用 第 12,20 题 推 册 :对 任意 整数 于 改正 
末 
模 友 的 非 主 特征 时 ， 丰 Xm 2 天 in 
ns 
22. 设 p 为 奇 素数 . 证明 : 模 p 的 正 的 节 小 一 次 非 镁 余 不 大 
于 :Pin p]+rT， 
23， 届 p 是 奇 素数 ，Na 表 栈 p 的 正 的 最 小 :次 韭 剩余 ， 及 
NCx) 天 不 超过 x 的 恒 p 的 下 的 二 次 非 测 余 的 个 数 。 证 明 : 
G) 车 a 是 禹 p 的 正 的 二 次 非 剩 余 ， 央 必 有 素 数 ola，9 之 
Np，9 是 模 P 的 二 前 余 ; 
5iiy 对 任意 的 
是 素 变 数 ， 
i) NGO LX/2- (APln p29 
Cv) 取 =wPinp, 车 Nps1nip，5=《2w 1 利用 
8 3 定理 11， 从 Kii) 及 (ii 推出 下 盾 。 所 以 对 充分 大 的 Pp 有 Np 一 


Paln2pn li, vie 


pt 有 NOOE 人 二 |, 这 时 9 


CTE 
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这 里 


24. 设 x 是 模 & 的 揽 ] 
(Ci) 当 s>0 时 ， 级 数 忆 XCn)n“ 收 伊 ， 古 当 3 六 1 时 ， 


《ii) 世 


:特征 。 证 明 ， 


nl 


os 
L600= xn = TI SP 
5 


当 s] 时 


Lls 


Ce 


《iii)》 当 sw! 时， 


in LX = PIACIXCI nn) Tn + 


Civ》 当 s 之 1 叶 ， 


25, 
《iD 


(i) 


ks 


,7 = Scny 


nn 


Ls,x) A 


设 


Pry, = 


CLE 


BD) 4Cm) 


Ce 
mod ky 


HRINT YS 


了 4CDXCnDmT 


2，《az) = 1，1<a<skK， 证 其 ， 


4 x 
-Fy 和 > OP, 


PxsX) = SIAC YN) 


Wx, a) = 


一 了 


1 
PERI 


ot 而 


Cr, Ky, 


BD) Fplrsx) 
fk 
Es 


Or sm Xx, 
26， 设 p 为 奇 素数 ， 以 T#Cr) 珍 同 余 方程 
二 xz0O(modp)， 1 xrp— D/2 
的 解数 。 证 明 ; 
Gy TEC2) = Cp-1D/4， 当 Pp 二 lmod 4)， T5302)=0， 当 
P=3Cmod 4)s 
Kii) Tg(3) = TC3)=0。 当 7 六 村 有 


p ee < 
(31)pTS(9)= TD 2 


fi rT 21 31 


< 
SE 


-5 二 立 立 aailtz ar/p 


芷 ! 
了 
+2>) BD sf, 
rr re 
其 中 c= Cp 一 1)/2， 这 公式 当 n = 3,5 时 也 成 立 ? 
ci) THC = TED = TC(4) = 0。 当 P> 7 时， 


e ¢ 
41)PTSC4) = 1 
pe < 
-65 > 5 DD ore 


+3 立 、 D3 Tornireast si 


1 zl ra 


3 > p> eal zf, 


这 公式 当 p = 3,5;,7 时 也 成 立 ; 
civ) 利用 34 例 3 的 方法 及 区 (54)， 求 TC3) 及 TS(4) 的 表 
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附录 一 自 然 数 


$1 Peano 公理 


自然 数 ， 也 电 作 正 整 数 ， 就 是 大 家 所 络 知 的 
1.2 3， (1) 

它 的 形 冻 种 我 们 对 它 性 质 的 认 加 都 庆 于 和 经验。 自然 数 集合 严格 的 
抽象 定义 起 由 Peano 公理 给 出 的 ， 它 刻画 了 自然 数 的 本 质 属 性 ， 
基 导 出 有 关 自 然 数 的 所 有 运算 和 | 性质。 下 面 我 们 米 给 出 这 一 公理 
化 定义 。 

Peano 公 理 ” 设 NWN 起 一 个 非 完 集合 ， 浇 足以 下 条 件 : 

0G》 对 每 一 个 元 娄 mnEN， 一 定 有 唯一 的 一 个 NN 中 的 元 素 与 
之 对 应 。， 这 个 邢 素 记 作 nn!， 称 为 是 "的 后 继 元 素 ( 或 后 继 )， 

( 订 》 有 元 大 cE 入， 它 不 尽 太 中 任 一 元 寻 的 后 继 ; 

(ii》 志 中 的 任意 -… 个 元 素 至 多 是 一 个 元 索 的 后 继 ， 姑 从 
4a? =b' 一 定 可 推 霸 4= 姑 

人 ir7?《【《 归 纳 公理 》 设 SS 是 站 的 一 个 子 集 合 ， “ES 如果 
PES， 则 必 有 n+ CS。 于 么 ，S = NN。 。 
这 样 的 集合 六 称 为 自然 数 集合 ， 它 的 元 素 叫 作 自 然 数 。 

让 定 义 立 即 可 排出 自然 数 宕 合 有 以 下 性 质 . 

定理 1 对 任意 的 4E NW 有 Rn。 

证 钠 中 所 有 使 得 nm 半 #8* 成 立 的 元 素 7 组 成 的 子 集 记 作 人 . 
由 公理 昼 ) 知 e 疡 0+， 所 以 c ES，S 为 非 空 。 若 nr ES, 如" 天 m 
我 们 米 证 明 必 有 rn* ES。 因 共 不 然 ， 则 有 "7= Cn')`"， 由 此 太公 
理 (iii) 推 出 *=n*， 蕴 盾 。 因而 由 凡 结 公理 推出 S = NN。 讶 毕 ， 

定理 2 设 mEN，h 才 6， 避 么 ， 必 有 EN 使 得 n+*=m， 其 
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太 由 每 个 不 等 于 e 的 元 志 必 是 其 个 元 卖 的 后 继 ， 。 是 只 一 没有 所 
继 的 元 索 。 此 外 ， 这 个 元 素 ? 旦 唯一 的 ， 记 作 mm"， 称 为 是 mm 的 
前 导 苑 案 5 或 前 导 )。 

证 设 集 侣 4 出 灰 中 所 有 这 样 的 元 素 a 组 成 ，4 必 是 某 个 元 
素 的 后 继 。 因 为 有 e: 拓 4， 所 以 4 非 空 。 设 并 集 S=ieUA， 显 
见 ，eES。 若 nrES， 几 半 的 定义 知 ne 4， 因而 于 ES。 由 归纳 
公理 (iv 就 推出 S = 入。 因此， 背 mEN， 催 尖 ? 就 必 有 mEA。 这 
就 证 明了 守 理 的 前 半 部 分 。 由 公 址 (iii) 就 推出 定理 的 后 半 部 分 . 

以上 两 个 定理 的 证 明 方 法 实际 上 就 是 通常 所 说 的 遇 纳 站 ， 它 
基于 归纳 公理 Cry。 一 般 的 可 表述 为 

定理 3( 归 纳 证 明 厌 理 ) 设 P(m) 是 关于 上 自然 数 7 的 一 种 性 质 
或 命题 。 如 果 当 n=e 时 ，PCe) 成 立 ， 以 及 由 PC7) 成 立 必 可 推出 
PCn*) 股 立 ， 那 么 ，P(n) 对 所 有 的 rE 入 都 成 立 。 

证 设 5 是 使 P(m) 成 立 的 所 有 "7 组 成 的 集合 。 由 条 件 知 :所 
S， 且 当 mE Ss 时 必 有 n' 台 S$S， 寺 而 由 归纳 公 理 (iv) 知 定理 成 立 。 
证 毕 . 

为 了 说 归 我 们 所 十 分 熟悉 的 自然 数 (1) 就 是 由 Peano 公 理 所 定 
义 的 抽象 自然 数 集合 的 一 个 具体 模型 ， 就 需要 在 抽象 自然 数 集合 
NN 中 相应 的 引入 “ 规 灶 ?、“ 屠 法 ”运算 ，“ 大 小 ”( 即 “顺序 ”) 的 
概念 ， 以 及 证 明 它 们 满足 熟知 的 性 质 ， 这 就 是 下 面 儿 节 的 内 容 。 
为 此 ， 这 里 先 引 进 集会 上 的 二 元 的 购 念 。 
运算 ， 设 X 是 一 个 集合 ， 它 的 有 序 对 组 成 的 集合 ， 即 乘 
彩 ! 集 合 X， 关 是 

Y= XX={la,b}; 4aE X ,bEX}, 《2) 

从 集合 到 集合 XX 的 一 个 时 射 r 谣 称 为 是 上 的 一个 二 元 运算 .也 

就 是 说， 对 任意 两 个 元 素 4.5EX， 有 序 对 74,} 按 规律 [对 应 二 XX 

的 一 个 唯一 傅 定 ， 记 作 t{a,b}， 或 42:5。 二 元 运算 5 称 为 是 
结合 的 ， 如 果 对 任意 的 4,5,cEX 有 

Carbyre = arCbreyy (3) 
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三 元 运算 r 称 为 是 交换 的 ， 如 果 对 任意 的 4,8E 久 有 
arb = bra, (4) 


8§2 吉 法 与 乘法 


本 池 来 定义 自然 数 集合 上 的 加 法 运算 与 乘法 运算 ， 并 给 出 
它们 所 请 足 的 性 质 . 

定理 1 在 自然 数 集合 六 上 一 定 存在 惟一 的 一 个 二 元 运算 =， 
满 是 条 件 : “ 

Gi 对 任意 的 re 入 有 


nae=n*s 《1) 
《ii) 对 任意 的 n.mE 太 有 
nom+ = Cnom)+, 《2) 


先 来 证 明 - -个 引 理 。 
引 理 2 对 任意 给 定 的 "EN， 一 定 存 在 唯一 的 一 个 N 到 其 自 
身 的 映射 fs。， 满足 
了 Ke7 = 有 7 (3) 
以 及 对 任意 的 mm 二 入 有 
fnCm*) = CfnCm) 7 (4) 
证 ” 先 证 唯一 性 。 洛 还 在 存 一 个 这 样 的 喘 射 gr， 则 当 m=。 
时 ， 由 53) 得 ae) = fate)y =n+。 假 设 对 某 个 mEN 有 ga(mm) = 
Fa(Cm)， 那 么 由 (4) 得 
nm Y= Cn Cm = fam) = fn(m), 
因此 ， 由 $ 1 定理 3《 妆 纳 证 明 原理 ) 知 ， 对 一 切 mWE 让 有 9nCm) = 
六 (my。 这 就 证 明了 唯一 性 ， 下 尚 来 证 存在 性 ， 当 = =。 时， 我 们 
定义 入 到 自身 的 映射 
felm=m', mEN, (5) 
就 满足 要 求 。 因为 foCey = e+， 所 以 条 件 (3? 广 足 。 对 任意 的 m 扎 
各， 由 定义 (5) 得 
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. felm*) = m+ = (ec 
即 条 件 (4) 满 足 ， 假 设 对 1# 存在 这 样 的 映射 fa， 对 r' 定 义 N 到 让 
身 的 映射 
fn Cm = Cam mEN, 《6) 
由 此 及 上 映射 fn 满足 条 件 (3) 与 (4)， 就 推出 
far Co} = {fn(e)! = 00"), 
fn Cm CFan = fam) = Cfnr (ID)) 
这 就 证 明了 映射 fa+ 满 是 条 件 《3) 与 (4)。 因 此 ， 由 琅 纳 证 蚜 原 理 
C$ 1 定理 3 ) 就 证 明了 对 任意 的 zaE 如 一 定 存在 满足 条 件 (3? 与 4) 
的 映射 /"。 证 毕 。 
定理 1 的 证 明 ” 先 证 存在 性 、 对 任 一 hE 入 ， 设 js 是 引 理 2 中 
确定 的 映射 。 现 定义 二 元 运算 0 
nom=fnlm), neEN, mEN. 《7) 


出 式 (3) 得 


mcae = 了 afe7 一 Try 
所 以 条 件 (1) 满 足 ， 由 式 (4) 得 
nomt=fn(m) = CFan = (nom)t, 
所 以 条 件 (2? 成 立 。 因 此 ， CT) 定义 的 二 元 运算 满足 定理 去 
录 。 再 证 唯一 性 。 设 六 运算 ?也 议 足 (1) 与 (2?。 当 灵 = < 时 ， 
对 所 有 的 EN 有 


noae= n+ 一 me 


车 对 某 个 站， 对 任意 的 EN 有 nom =mmm， 那 么 ,对 mm* 及 任意 
的 9E NN 有 


nomt = (nam) + = CaNm)* = nm 


所 以 ， 上 出 归纳 证 明 原型 知 ， 对 任 


nom = nnm, 


9nENAh 及 mEN 有 


这 舟 证 明了 唯一 性 ， 
基于 定理 1 就 可 以 定义 加 法 。 
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加 法 ”我 们 把 满足 定理 1 的 二 元 运算 0 称 为 是 自 然 数 集 合 六 
上 的 加 法 运算 (或 加 法 )， 并 记 作 ” 
nam= nt my nmEN. 
下 面 来 证 明 加 法 运算 所 满 吓 的 规律 及 性 质 。 
(1) 加 法 结合 律 ” 对 任意 的 4,5,cEN 有 
(at+h)+e=attb+e), 8) 
证 当 e= e 时 ， 对 任意 的 ep 皇 玉 ， 出 式 (1) 和 (22 得 
a+rb) te=(a+b)+=atb’ =a+b+e), 
所 以 式 (8) 成 立 。 假设 式 C8) 对 菜 个 * = "及 任 鞍 的 4,bE BN 成 立 。 
当 c =n+。 尘 任意 的 4,8€E 下 就 有 (利用 式 (2) 及 假设 
Ca+rp) 译作 + =atb) tnt = (arb+n) yr 
=a+{th+tn)t=a+h+n+), 


即 式 (8) 对 c = m* 及 任意 的 4,5EN 也 成 立 。 由 昨 纳 证 明 原 理 就 证 


明了 结论 。 
2》 加 法 交换 律 ” 对 任意 的 .5E 六 有 
a+t+b=b+a, C9y 
证 ” 先 证 对 任意 的 ?E 六 有 
已 十 四 一 方 二 e。 (10) 


当 =e 时 式 (10) 显然 成 立 。 假 设 ?= 7 时 式 (10) 成 立 ， 当 5 =2* 时 ， 
由 忒 (2)， 假设 ， 及 式 《1) 得 
etnt= (etnyt= (n+ et = n+)+= n+e, 
好 起 (10) 也 上 成立 ， 内 此， 由 归纳 证 明 原 理 知 式 (10) 成 立 。 
9) 当 a=e 肝 ,对 bE NN 成立， 殷 设 式 (9) 


当 a = 对， 对 任意 的 bE 成 立 ， 当 4=7* 时 ， 对 任意 的 6EN， 
利用 式 (1) :08):(10),( 2) 履 候 设 可 得 


nr++rbrm {nte) +b=n+(e tb)y=n+ (p+e) 
=n+tbt=Cr+b)t = +n =b+n’, 
即 式 (9 也 成 并 。 所 以 由 刀 纳 证 其 原理 就 证 明了 所 要 结论 。 
(3) 加 法 相 消 律 ” 设 4.b,cEN。 若 b+4=c+4， 则 b =， 
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证 “ 先 证 结论 当 e=e 时 成 立 . 落 有 r=6+e。 由 式 和 知 | 
pre=b， cte=ct， 所 以 5* = 由 Peano 公理 (过 ) 就 推出 $= 
ce， 所 以 当 4=e 时 成 立 。 假 设 e = 时 成 立 。 当 4=nt 时 ， 攻 有 + 
n=c+tnr， 则 HC2) 入 1 

(DE 
由 此 从 Peano 公理 (让 知 5+n=o+7n， 进 而 由 假设 知 h=。， 即 结 
论 对 a= m+ 也 成 立 ， 因 此 ， 由 归纳 证 明 政 型 就 证 明子 序 和 结论 。 

C4) 对 任意 的 .26 下 有 P+a 天 c。 

证 当 4=e 时 ,b+e=b'， 由 此 及 Peano 公理 (ii) 知 乡 二 2 天 2 
成 立 。 假设 a。=7 时 ， 结 论 成 立 ， 当 a= 时 ， 由 式 (4D 钙 

b+int= (brn)". 
车 b+n1 一 R17， 央 由 Poane 公 让 将 推出 5+#=n， 这 和 假设 凶 
导 .。 所 以 也 有 PP- 内 而 出 归纳 证 明 原理 就 挫 出 所 效 结 
论 。 

C5) 对 任意 的 426 六， 以 下 泣 种 情形 有 且 仅 有 一 种 成 立 : 
(iD a=b (ii) 在 在 XE 使 得 a=b+x; 《i 存在 YE 使 得 
a+y=b。 

证 当 4=8 上 时， 结论 成 立 。 因 为 ， 车 2。=。 则 及 成 并 医 
a 顽 e， 由 1 定理 2 知 4=《a )'， 进 而 由 蕊 (1D 及 交换 律 得 a= 
4-te=e+a-， 即 有 (iD 成 立 。 此 外 ， 浊 性 质 (4) 容 易 扒 出 ， 对 任 
意 的 a 和 4 这 三 种 情形 全 多 只 能 有 一 种 成 立 ， 很 设 纪 = 2 时 结论 成 
质 以 有 ( 放 ) 成 江 ， 省 4 地 
<， 则 和 由 中 1 定理 2 知 2= 《4 )+。 由 假设 知 对 < 和 7 这 三 种 情形 必 
有 一 -成立 。 兰 or- = ma 则 推出 a= 下 ， 所 以 情 形 () 成 立 : 车 a7 = 
证 
情形 (ii) 成 立 ， 这 里 用 全 了 式 C1) 和 父 换 律 ! 问 从 aa 寺 y = 可 
扒 山 t+y=n*， 即 有 情形 (i) 成 立 ， 所 以 ,结论 对 5= 吉 也 和 工 立 ， 
出 归纳 证 蛆 厌 理 就 推出 所 3 

为 了 定 运算 ， 先 来 让 明 


立 。 当 B=m+ 时 ， 若 a=e 出 mr 一 e 二 my 
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定理 3 ”在 自然 数 集 合 NN 上 一 定 存在 唯一 的 一 个 二 元 运算 +， 


满足 条 件 ; 
(Ci 对 任意 的 ?< 拓 六 有 
nme= ny C1 
《ii 对 任意 的 7m,mEN 有 
nxmt+ = (RRMm) + n, 《12) 


为 此 先 证 一 个 引 理 。 
引 理 4 对 任意 给 定 的 npEN， 一 定 存在 唯 一 的 一 个 入 到 自身 
的 映射 ne， 话 足 
Rate) = 《13》 
以 及 对 任意 的 到 EA 有 
ham) = hn (m+n, C14) 
证 唯一 性 ” 若 还 存在 这 样 一 个 峡 射 FE， 则 当 严 = 时， 显 
有 hu(e) =knCe) = na。 很 设 对 某 个 四 有 hnCm》=kakm)， 那 么 ,由 
式 (14) 得 . 
en Cmt) = kanCm) + n= ha(Cm) + n= hnCnt). 
困 此 。 由 归纳 证 明 原 理 就 推出 对 一 切 mEN 有 ham) = ksCm)。 
这 就 证 明了 唯一 性 ， 
大 在 性 当 #z=e 时 ， 取 
heLm)=m,， EN, 15) 
旺 见 条 件 《13》 成 立 。 由 式 (1) 知 ，&elm*)=m+=mt+e=heCm) 
+e。 所 以 条 体 (1.4) 阳 成立 。 所 以 当 #= 时， 映射 存在 ， 假 设 对 
n 存在 这 样 的 映射 taCm)。 对 2! 我 们 琅 
ha Cm) = 网》 二 全 C6) 
这 样 ， 当 m=。 财 ， 由 式 (186),(13) 及 式 (1) 推 出 
ha* C0) = ht0) +e=nte=n’, 
所 以 条 件 (18》 成立， 利用 式 (16》 ,C14)， 交 挽 律 ， 结 合 律 及 式 
(了) 就 得 


he- Cmt) = htm*)+m’ = harm) + n+ (m+e) 
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= ChnCm) + m) FF Cn + ey = hant (Cm) + n+, 
这 就 证 明了 对 #4n+ 条 件 〈14) 也 成 立 。 由 归 拓 证明 原 理 就 证 明了 
引 理 的 绪论。 
定理 5 的 证 明 存在 性 ”对 任 一 nEN， 设 hh 是 引 理 4 中 确 
定 的 映射 。 现 定义 二 元 运算 为 : 
nnam=hA(m), nnEN, mEN, {17) 
我 们 来 证 明 这 个 二 元 运算 满足 条 件 (11) 和 (127。 由 式 (13) 得 
nme=h,.6) = n, 
所 以 条 件 (I1) 成 立 ， 由 式 (14) 得 
Nat = hn Ct) = hm) + R= CAA) +n, 
即 条 件 (12) 成 立 。 这 就 证 明了 存在 性 。 
唯一 性 ” 设 二 元 和 运算 * 也 满足 条 件 (L1) 和 (12?。 当 详 = 时， 
对 任意 的 mnEN， 由 式 (11) 得 ， 
nme=n=nre, 
假设 对 某 个 人 rt 使 对 任意 的 nE 千 有 
nam = nrme 
那么 ， 对 m1 及 任意 的 nE 入 ， 由 式 (12) 及 上 式 就 推出 : 
NAAmMt = (NAm) Hs nrm) +n= nrmt. 
所 以 ， 由 归纳 证 明 原 理 推 册 对 任意 的 "EN,，mEN 有 frm= 
nrf 成 立 ， 这 就 证 明了 唯一 性 。 
基于 定理 3 就 可 以 定义 乘法 。 
乘法 ”我 们 把 满足 定理 3 的 二 元 运算 天 称 为 是 自然 数 集合 六 
上 的 乘法 运算 (或 乘法 ), 并 记 作 
nmm=n. rm, n,mEeEN., 
下 面 来 证 明 乘 法 运算 所 请 足 的 规律 及 性 质 ， 
《6)》 乘法 右 分 配 律 ”对 任意 的 ap,oEw 有 
a+b) ec=(4+ 0c) tb + 0). C18) 
证 ” 对。 有 由 归纳 证 明 原 理 证 明 。 当 c= 时, 笛 乘 法 定义 得 
Carb)yre=atbr(a. 6)+(h .+ 8), 
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六 结论 成 立 。 假设 当 c= 时 结论 成 立 。 那 入， 当 。= n+ 有 时, 由 
乘 活 定义 、 假 设 、 及 加 法 的 交换 熏 与 结合 律 可 得 
a+ ent= Catb) ny+ Cathy 
=Ca.n) tb en) ath) 
={{(a 7n)+a) + (Ch. n) +b) 
= C0 n+ be n+), 
所 以 结论 对 c=n! 了 刀 成 人 并。 证 毕 。 
《7) 对 任意 的 4E 和 有 
eea=a, (19) 
证 对 4 用 归纳 证 明 原 理 证 明 , 当 a=。 时 由 乘法 定义 知 (19) 
成 立 。 假设 当 4a=# 时 结论 成 并 ， 当 4= nt 时， 由 乘法 定义 、 假 
设 、 及 加 鞍 定 义 《 即 式 (1)) 得 
pent=(e HH)+e=n+e=nt, 
所 以 结论 也 成 立 。 证 毕 - 
《8) 添 法 交换 律 ” 对 任意 的 a,5E 六 有 
aeb=b.a, 《20) 
证 对 4 用 归纳 证 明 原 二 证 明 。 当 5=。 时， 用 采 兴 定义 知 ， 
式 (20) 就 息 式 (19》， 所 以 引 伦 成 六 。 假 设 当 训 = na 时 结论 成 立 。 
当 ”=m 时， 由 和 法 定义 、 性 质 66》、 假 谈 、 性 质 C7) 及 乘法 定 多 
得 到 


Bisa= (Le a= a) tleeay 
= ny +a=ae nt, 
所 以 结论 也 成 立 ， 评 毕 。 
9) 乘法 结合 律 。” 对 任意 的 4a,b,cEN 有 
(avb) ee=a. Hee), C21) 
证 对 ”此 归 抄 证 明康 理 证 明 。 当 = <“ 团 ， 由 莱 尘 定 义 得 
《ab。e=ap=a' (be)， 所 以 结论 成 立 。 假设 当 c=n 轩 
结论 成 立 。 那 么 ， 当 “= 于 时 ， 出 乘法 定 又 、 假 设 、 性 质 (8) 及 性 
质 (6) 得 到 
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(Ca bY ent=Ctae br ntoa. by 
=(ae hen)+as by) 
= na) + a) 
= ,nn) +b a 
= en -a 
=a + Cb, nt), 
所 以 结论 坦 成 立 ， 证 毕 ， 
{19) 乘法 右 根 消 律 、 对 任意 的 4,5,cE 入 ,从 a，c=b，o 成 
立 可 排出 < = 总 
证 开 反 证 法 ， 若 4 关 b， 用 加 法 性 质 (5) 知 ， 必 有 4=b+x 
或 b=a+y 戌 立 . 不 妨 设 a=5+x 成 立 ; 用 条 件 及 冬 法 性 质 (6) 知 
bors=asc=Cb rx) c= be 0) tx 0), 
而 由 加 靶 性 质 《 习 ) 知 这 是 不 可 能 的 ， 巴 后 。 证 毕 ， 
由 乘法 交换 律 知 ， 苹 站 的 左 分 配 律 及 左 相 消 律 均 成 立 。 请 读 
者 自己 写 出 。 


$3 顺序 (大 小 ?关系 


基于 2 中 的 见 法 性 质 《5)， 我 们 可 以 在 自然 数 集合 站 中 引 
进 顺 序 〈 即 大 小 ) 的 概念 。 

颗 序 《四 大 让 ) 对 给 定 的 ab 有 训 ， 旭 时 存在 < NN， 合 得 
=4+x， 那么 ， 我 们 就 说 袁 在 = 之 后 (或 a 在 6 之 前 )， 也 说 8 
大 于 a 5 或 a 小于), 记 和 作 

pa 或 ac。 
由 定义 及 2 中 的 加 尘 性 质 5》 立即 推出 
”定理 i 对 住 总 的 4,4EN， 
口 二 由， a 式 a 
有 电 仅 在 - 式 成 立 。 
容易 证 明 有 以 下 性 质 成 立 。 
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《LI)》 对 任意 的 <E 训 有 aa 

(2) 对 任意 的 4EN 有 a>e， 即 有 4=。 或 <>。 成 立 。 

(3) 由 cb， bo 可 推出 ace。 

《和 ) oatx>b+r< a hb, 

(5) a>b < at, 

《6) 对 尾音 的 a2E 访 ， 不 存在 m 使 得 a+>m>>a。 

证 由 4a*=at+e 推 出 (1)。 江 azo 时， 申 31 定 理 2 推 出 
《2), C3) 直接 册 定义 及 加 法 结合 律 推出 ，《4) 可 这 样 证 ， 由 定义 
知 a>b 即 a=b+y， 田 此 及 加 计 相 消 律 及 交换 律 、 结 合 律 知 ， 它 
等 价 于 a+xz= (5+x)+y， 而 这 就 是 4+x>b+x， 下 面 来 证 (5). 
a>b 就 是 4=b+x， 由 (2) 知 x 闫 6, 图 此 及 (4) 推 出 二 +x Le 一 
6+ 《用 到 加 法 交换 律 )， 所 以 4 渤 b*。 利 用 (1) 和 (3) 立 即 推 出 ， 若 
a 尝 5b+ 则 必 有 4>b。 景 后 ,用 反 证 法 来 证 (6), 假 设 m 存 在 我们 有 


4+te=ar=m+tx, m=4+Y, 
进而 得 a+e。= Ca +y) +x， 由 此 及 加 站 绪 合 律 、 人 由 消 律 得 
a=y+x, 


即 ex， 这 和 性 厦 (2) 于 省。 所 以 号 不 存在 。 

下 面 来 证 明 自然 数 集合 W 的 两 个 重要 性 质 ， 

定理 2〔 最 小 自然 数 原理 ) 自然 数 集合 W 的 任 一 非 空子 集 了 
必 有 景 小 元 素 存 在 ， 即 存在 自然 数 Ee 了 了， 使 对 任意 的 i 了， 必 
有 ot。 

证 考虑 由 所 有 这样 的 自然数 s 组 成 的 集合 S ， 对 任意 的 
tET 必 有 5 三 t。 出 性 质 (2) 知 esES， 所 以 S 非 空 、 此 外 ， 若 所 E 
TCT 非 空 所 以 必 有 t)， 则 +e 汪 ， 所 以 +e 仿 S。 由 这 两 点 
及 归纳 公理 就 蕉 出 ， 必 和 seES 使 得 s+s 千 人 (为 什么 ) .我 们 来 
证 明 这 - - su 必 属 于 了 。 坟 车 不 然 ， 由 集合 5 的 定义 知 ， 对 任意 的 
5ET 必 有 ta 成 立 ， 由 此 及 性质 (5) 推 出， 对 任意 的 *ET 必 有 
ti 中 = so +e。 但 这 出 定义 知 56+eE5, 了 盾 ， 取 如 = so 就 让 明了 
定理 。 
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定理 3《 最 大 自然 数 诛 理 ) 设 M 是 自然 数 集合 入 的 非 空子 
集 ， 车 MM 有 上 界 ， 邮 存在 aE 太 使 对 任意 的 me 局 有 m4， 那 
么 ， 必 有 moE 六 ， 使 对 任意 的 训 E M 有 和 和 过 mo。， 即 ms 大 闻 中 的 
最 大 自然 数 。 

证 考 虚 由 所 有 这 样 的 自然数! 组 成 的 集合 T， 对 任意 的 
坟 EM 必 有 人吉 所 lt。 由 条 忻 知 aE 了 ,所 以 非 空 。 由 定理 2 知 T 中 
有 最 小 自然 数 存在 ， 设 为 6。 我 们 米 证 明 to€ M。 井 不然， 对 任 
意 的 训 EM 必 有 如 天 5。 由 此 及 (2) 知 可 关 e. 因而 由 $1 定理 2 知 
存在 EN，to=ti。 由 (5》 知 对 任意 的 仙 扣 放 ， 呐 ' 拒 to， 所 以 ， 
m* 太 ti ， 由 此 即 得 mm 二 (为 什么 Y。 这 表明 ET 了 ,和 但 << 刀 这 和 
to 的 最 小 性 了 矛盾。 到 mo = 6 就 证 明了 定理 。 

至 此 ， 我 们 用 公理 化 方法 定义 了 抽象 自然 数 集 合 各， 并 严格 
地 建立 了 它 的 全 部 基本 知识 ， 我 们 所 十 分 熟悉 的 点 $1 式 (1) 给 出 
的 自然 数 就 是 它 的 一 个 具体 模型 规定 

e=1,2=1+,3=2+,4=3*,5=4*,6= 57, 
7=6+.8=7+,9=8*,10=9°7,11= 107,*, 
并 利用 十 进位 记 数 法 的 规定 依次 写 出 各 数 。 这 样 ， 我 们 所 熟悉 的 
关于 $1 式 (1)2 给 出 的 自然 数 的 加 法 、 乘 法、 大小、 以 及 各 种 运算 
吉 则 和 性 质 ， 同 这 里 严格 和 建立 超 来 的 相应 知识 是 完全 一 致 的 天 
以 ， 我 们 就 及 由 流 足 Peano 公理 的 集合 W 来 表 示 由 $ 1 式 《〈1) 给 
型 的 余人 1 数组 厂 的 集合 。 

要 说明 的 一 点 是 ， 在 存 的 书 上 把 数 0 也 算 作 自 然 数 ， 也 就 是 
说 把 Peano 公理 中 的 元 素 ° 及 体 规定 由 定 为 0 。 这 上 时， 在 定义 加 
汶 运 算 、 屁 盐 运 算 、 与 大 小 关系 时 痢 要 作 相 此 的 改变 ， 以 使 和 我 
位 熟悉 的 知识 相 -- 致 @ 。 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 作 这 样 的 过 沦 ， 
公理 化 方法 的 “个 很 好 的 练习 。 

以 上 我 们 建立 了 自然 数 即 正 整 数 的 严格 媒 论 。 进 而 ， 就 可 引 


国 可 参 看 亚 光 消 和 1 五 孙 合 鞭 的 《代数 学 引 论 》《 疝 空 教育 出 版 社 ，1939) 第 稚 
章鱼 2。 本 附录 的 内 容 花 进 一 步 讨 论 也 可 参 沽 这 一 韵 。 
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进 整 数 集合 一 一 由 正 、 人 负 和 整数 及 零 组 成 的 集 台 ， 及 有 有理 数 生 合 、 
并 在 其 中 闫 和 格 地 建立 起 我 们 所 熟知 的 知识 。 这 些 冻 不 讨论 了 ， 有 
兴趣 的 读者 可 以 自己 做 这 一 有益 的 J 作 。 

在 结束 杰 附 录 时 ， 我 们 焉 简单 地 讨论 一 下 最 小 自然 多 原理 和 
归纳 公 地 的 关系 。 在 有 一 些 韦 上 说 ， 这 两 者 等 价 ， 或 由 前 者 可 推 
出 后 者 ， 并 给 出 了 了 证明， 好 该 说 这 样 的 所 法 是 不 确切 的 ， 证 明 在 
不 严格 的 。 因 为 “大 小 ”关系 是 在 Peano 公理 包括 归纳 公 
建 一 一 的 苇 继 上 引进 、 并 证 明 关 于 它 的 性 质 的 ， 所 以 , 当 我 们 说 ， 
«可 由 晤 小 自然 数 原理 米 推 出 归纳 公理 ”时 ， 一 个 多 辑 .上 的 问题 
是 :最 小 自然 数 原理 中 的 “大 小 ”概念 号 沪 样 定义 的 ? 知 朵 不 加 
说 明 ， 那 么 这 种 推导 就 有 在 前 提 中 已 包含 了 结论 的 毛病 ， 对 而 基 
有 马 陷 的 ， 如 果 给 出 和 归纳 公理 无 关 的 “大 小 ”关系 的 定义 ， 那 
么 就 立即 出 现 * 自 ? 究 竞 号 以 怎样 的 公理 体系 来 定义 的 问题 。 
这 里 我 们 不 作 深 入 这 论 ， 只 证 而 以 下 的 结论 。 

定理 4 “归纳 公理 和 以 下 的 非 后 继 元 窗 厌 理 等 价 ， 设 3 是 六 
的 - -个 非 空子 集 。 那 么 ， 必 有 ssS©S， 使 得 5 不 是 5 中 的 任 一 元 
过 的 后 继 ， 以 及 当 5= 丸 时 ，。 是 N 中 的 淮 -具有 这 样 性 质 的 元 
素 。 出 就 巧 说 ， 在 由 Peano 公理 定义 的 自然 数 集 合 六 中 , 非 后 继 
元 理 -完成 立 ， 友 过 来 ,如 果 非 空 集合 A 满足 Peano 公理 中 
的 CD,Ci) ii 及 Civ) 非 后 继 元 素 原 理 ， 节 么 ， 在 这 集合 

唱 成 这 
-部 分 ， 车 oeE5， 则 结论 成 立 ， 若 s 台 S， 考 处 
WW 中 所 有 不 属于 S 的 元 素 给 成 的 集合 . 记 作 了 。 显 见 ，*E7。 由 
于 S 非 空 ， 所 以 全 NN， 妈 了 T 了 是 N 的 真子 集 ， 因 此， 由 归纳 公理 
知 (为 什么 ;)， 必 有 ET，ms 人 种 T。 这 样 就 有 7 所 S，75&5. 由 
此 及 公理 (iii) 知 S 中 的 任 一 元 素 一 定 不 以 码 为 其 后 继 元 素 . 最 
so = 15 就 满足 要 求 。 四 证 后 一 部 分 ， 若 满足 公理 Ci), (ii), (iH) 及 
Civ) “的 非 空 集合 六 中 归纳 公理 不 成 立 ， 即 存在 入 的 非 空 子 集 
S$S,，eES， 以 及 车 nE5S 必 有 r+E5, 但 SCN， 了 好 5 是 NN 的 真子 
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集 。 设 了 是 A 中 所 有 不 属于 的 元 岩 组 起 的 集合 。 是 见 ， 工 非 
空 册 e 竺 了。 出 公 埋 Cir》 知 ， 必 有 和 E7， 使 得 加 不 芋 了 中 皇 一 
元 素 的 后 继 ， 出 二 e 二 了 所 以 扩 产 e。 由 公理 iv) 的 第 二 部 分 知 
必 有 mEN 使 人 = 加 出 此 及 到 的 性 话 知 mm 和 7， 因此 mass 
但 由 S 兆 足 的 条 件 知 必 有 人 = 加 ES， 这 和 ED 地 大 - 证 毕 。 


5 然 数 原型 .在 定理 4 的 ; 文 下 它们 是 等 
价 的 ， 以 上 部 基 在 Peano 公理 的 “， 妈 在“ 后继 ”这 一 关系 
及 对 它 所 规定 的 锋 质 之 下 ， 米 题 的 。 应 读 指 进 的 是 : 


“大 小 "、“ 顺 译 ” 即 “ 序 2” 的 插 爹 丰 和 的 一 种 重要 的 基本 
i 在 以 下 讨论 中 , 古 从 二 元 关 “后 继 ” 出 发 


关系 满足 Peano 公理 (特别 巧 归 纳 公 理 (iyY)， 由 定 埋 4 
尽 非 后 继 元 素 公 理 Civ) }， 光 建立 加 庄 运 算 ， 然 后 内 引进 
二 元 英 系 “4 显 上 池 ?关系 的 。 进 而 证 明了 有 关 这 一 关系 的 两 个 性 
原理 与 最 大 元 过 再 生生 反 过 末 ， 
二 元 关系 


习 题 

集合 N 中 证 明 ， 

人 i) 车 ab ed 则 aa+o> b+d aversbe ds 

Gi) 车 <=2 vc， 则 ab， 等 号 当日 仅 妆 =2 时 成 立 ， 

(ili) ea ~ ba co<->03o。 

2。 在 抽象 的 自然 数 集合 NN 以 $3 式 (1》 定 闵 后 ， 根 据 加 站 
和 和 沫 法 的 定义 迹 戎 : 

Ci) 1+1=2, 1+2=3, 2+2=4, 2+3=5, 


485 


号 十 宇 一 总 十 昌 一 和 
人 ii) 2.2=4, 2+3=36, 3.4=2.6=12, 
53。 具体 举人 同道 戎 Peane 公 型 的 《iD ,CD .ciii) 
公理 和 中， 随 挤 一 条 后 ， 可 以 
公理 ， 引 M 和 自然 数 集 食 太 本 
4. 设 PCn) 是 一 和 自然 数 有 关 的 命题 、mm 拓 N。 车 《i>》 命 
题 Pen) 成 立 ; 以 及 (六) 好 果 对 其 个 mm， 
命题 PCn7) 旺 成 立 ， 水 么 ， 命 题 nm 对 所有 的 于 
5. 一 个 罕 合 扫 称 为 有 序 
元 关系 ， 叫 放 序 ， 沁 作 必 ， 满 
(1) 自 反 性 。 对 所 有 的 
从 .区 x 有 yx 则 X=ys 
目 #2 I 
此 处 ， 在 有 序 集中 过 Vy 表 示 x<9 且 XY XY 就 是 Y<* 以 
及 >y 表示 xz2 且 x 关 y。 证 明 ， 
(i) 在 有 序 集中 ，x =y，x<g，y<xX 至 多 有 一 个 成 立 ; 
Ci》 和 车 x~<y， yz 则 Xs 
《iii) 设 S 是 一 个 非 空 集合 ，7 了 是 由 5S 的 所 有 子 集 组 成 的 集 
合 。 证 明 ， 如 果 拒 集合 的 包含 美 系 A4 呈 B 作为 序 扩 忌 ， 那 么 ,本 
大 一 个 有 序 
Civ) 在 通常 的 非 负 整数 集合 中 ,和 如果 把 整除 关系 415 作为 序 
4b， 那 么 ， 它 是 一 注意 ， 对 有 序 集 轨 中 的 任意 典 “ 
元 素 x,y， 不 一 定 村 有 x 或 了 xz 成 立 ， 它 们 可 以 设 有 这 种 序 
关系 )， 
6. 有 有 序 划 和 : 它 的 任 意 两 个 元 素 *,y， 序 
关系 xx 去》 或 yx 至少 有 一 个 成 立 ， 这 种 序 也 电 作 会 序 。 证 明 : 
(i) 第 5 题 的 CGiii》( 当 5 多 十 一 个 元 素 时 ), 及 (iY) 中 的 有 
订 集 都 不 是 全 序 集 ; 
Ci》 通常 的 自然 
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(Civ) 这 四 条 
下 吓 弄 下 的 三 
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他 


集合 ,整数 集合 ， 有理 数 集合 ,实数 集合 ， 


及 它们 的 子 集 ， 在 把 通常 的 不 天 于 关系 xs 作为 序 x<y 时 ， 都 
是 全 序 集 ， 

7. 设 M 是 一 个 全 序 集 。 我 们 把 命题 :“ 在 对 的 任 一 非 空子 集 
S 中 ， 必 有 soE5 使 对 任意 的 SES 必 丰 so<s 诚实 ” 称 为 最 小 元 
梁 原 理 或 天 序 原理 。 这 一 -原理 成 立 的 集合 你 为 百 序 和 集 . 

(i) 举 出 这 一 原理 成 立 知 不 成 立 的 个 序 集 的 具体 例子 ; 

《ii 证 明 在 良 序 集 喇 中， 对 任 一 4s 条， 内 要 a 不 是 必 的 最 
大 元 素 《〈 即 对 任意 的 mmEM 有 了 < 志 ea)， 就 必 有 唯一 的 sxE 对 ,使 
得 a<at+， 以 及 对 任意 的 mE，a-<m<<a* 都 不 成 立 。 

8. 设 M 是 一 个 全 序 集 。 我 们 把 命题 ,“M 的 任 一 非 空子 集 5， 
若 有 上 于 界 ， 邵 有 ae M 使 对 任意 的 seES 有 s<a. 则 必 有 soss， 
使 对 任意 的 sES 有 :s 失 se” 称 为 最 大 元 素 原 理 。 

(i) 证 明 ， 如果 在 仿 订 集 M 中 最 大 元素 原 理 成 立 ， 则 对 任 一 
aE M， 只 要 a 不 是 M 的 最 小 元 素 〈 即 对 所 有 的 mE M 有 a<<m)， 
那么 ， 必 有 了 唯一 的 maE M 使 得 er-<a。 以 及 对 任意 的 mEM，a® 
去 由 <a 都 不 成 立 ; 

Ci) 举 出 这 - -原理 成 站 和 不 成 立 的 具体 例子 ， 

(ii》 举 则 良 序 原理 和 曙 天 元 索 原 理 同时 成 忆 、 同 时 不 成 立 、 
或 上 只 有 一 个 成 立 的 各 秆 具体 例子 ; 

Ciy) 证 明 :， 从 良 序 原 理 和 人 中 的 aa 的 人 存在 性 可 推出 最 大 元 
素 原 理 。 

9， 设 MM 是 -个 全 序 集 。 在 半 中 Gi》 良 序 原理 成 立 ; (这)》 没 
有 最 大 元 素 ， 即 不 存在 aE M 使 对 任 喧 的 mE M 有 may 

《ii 好 大 元 素 原 理 成 立 。 那 末 . 知 果 把 Mf 中 的 短 个 a 所 对 应 
的 必 ( 见 第 7 题 ) 和 大作 呈 a 的 后 恩 元 素 ， 则 在 集合 条 中 Peano 公理 
全 部 成 立 。 这 就 给 则 了 自然 数 集合 的 艾 一 公理 化 定义 。 

10. 第 9 题 中 的 Gii) 可 用 fii 和.“ 对 任 - -a€ 儿 , 只 要 a 不 是 
M 的 最 小 元 素 〈 风 第 8 是) : 则 必 有 了 朴 - -的 四 So 使得 aa, 以 及 
对 任意 的 m，e? 一 m<a 都 不 成 立 ”， 来 代替 ， 而 结论 仍然 成 立 . 
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附录 二 ”Zr 一 - 5] 一 一 算术 基本 定理 
不 成 立 的 例子 


设 和 集合 

Z[w -5I={a=atbr 5, a,beEZ}. 
容易 验证 .在 这 个 集合 中 ,对 通常 复数 的 加 法 、 减 法 及 苹 法 运算 是 
封 闲 的， 但 不 一 定 总 可 以 作 除法 运算 ,例如 .不 存在 YE ZLw 一 5 
使 得 1+ -5=2x。 和 但 在 集合 

QO -= fae=r+sv -5 r,sEQ} 
中 ， 对 通常 复数 的 加 、 减 、 冬 及 除 运算 都 是 封 亲 的。 因为 当 4= 
rr+sw 一 5 于 0 有时， 

1 1 _r-sv/ -5 


Ts 一 -5€Q -8). 


最 见 ， [一 引导 Q(A -5)。 由 上 式 容易 推出 :a.a-! 同时 属于 
[一 5] 的 充 要 条件 是 s=0,r= +1， 即 a= 土 1。 

如 同 在 Z 中 一 样 ， 在 Z[w -5] 中 可 引进 整除 、 不 可 约 数 等 
竹 念 。 

定义 1 《Z [vw 一 5] 中 的 整除 ) 设 a,8EZ[ 5]， a 二 0。 
车 有 YE ZT 一 5j 使 得 83ar， 那 么 就 说 8 可 被 a 开除 ， 记 作 
a16， 卫 称 8 是 a 的 借 数 ，a 是 8 的 约 数 〈 除 数 、 因 数 )。f 不 能 
被 "整除 就 记 作 “+ 8。 

上 面 已 经 证 明 ， 1 的 约 数 是 土 1。 对 人 性 一 -1ES[w 一 5 《8 过 
0)， 士 1, 土 太一 定 是 及 的 约 数 ， 称 为 是 月 的 显然 约 数 ， 其 它 的 约 
数 称 为 是 入 数 。 例如 I 
-5)(2 -wv -5), {1 
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所 以 ，+3.+(2+w 一 8,+(2-w -5) 都 是 9 的 非 显然 约 数 。 
29= (3+2 -5)(3 -2 5), 

所 以 ，+ (34+2w -5), 圭 (3-2 5) 都 是 29 的 非 让 然 约 数 ， 

定义 2 (Z [vw 二 5] 中 的 不 可 约 数 ) 设 fe2[w 一 5 了 《二 0， 
土 1。 如 果 过 没有 非 显然 的 数 ， 则 称 志 是 不 可 约 数 ， 不 然 就 称 :是 
合 数 . 

329 是 Z 中 的 不 可 约 数 ， 但 它 不 是 ZL 一 5J 中 的 不 可 约 数 。 
下 面 来 证 明 .， 3,2 二 二 5 都 是 木 串 约 数 。 用 反 证 法 ， 芳 3 不 是 不 
相约 数 ， 则 有 

3=K《a+rbp-5)(Ke+ew 二 5)， a,b,c,deEZ, 


县 4+b 一 5 尖 土 1，c+aw 一 5 夫 寺 IT， 易 知 
EE 

两 式 相 乘 得 

A= (Ca rHb) (0+ 5d:) 

= a202 + 5(B2o2 + 4d) + 25b?d?. 
所 以 必 有 bd4=0。 洛 5=0， 则 

日 = a + Sad?, 

所 以 al19， 即 a= 土 1 或 +3. 但 4+bV-5 关 土 l， 所 以 必 有 a= 
+3， 因 而 得 


T=c2+5d?。 
即 必 有 = 土 ],4=<0， 但 这 和 c+dw 5 
也 不 可 能 。 所 以 3 是 不 可 约 数 . 
车 2 + 一 5 不 是 不 可 约 数 ， 则 有 
2+w B= arth -5 (etd 8), ab,e,dEZ, 
月 ar+bw 一 5 关 +1. C+dw -5 天 土 1。 易 知 


: 士 耶 盾 。 同 释 证 4=0 


2-v-5=-kta-bv ed 5), 
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两 皮 宜 乘 得 
9= (az.+ 5b2?(oz 二 5d2》。 

同上 面 推理 一 样 ,由 此 必得 c+bw 一 5= 土 1 或 ct+dw 一 5= 土 1， 
了 矛盾。 所 以 2+ 二 5 是 不 可 约 数 ， F 面 已 同时 证 照 了 2 - 一 5 是 
不 可 约 数 〈 为 什么 )， 

是 见 ，3 天 二 2+v 工 5)。 所 以 式 (1) 给 型 了 9 在 ZE 一 下 
中 的 两 全 不 同 的 不 可 的 数 分 解 式 。 这 表明 在 Z[w 一 5] 中 $6 定理 
2 一 一 算术 基本 定理 不 成 立 。 

在 Z 中 对 不 可 约 数 有 筑 一 章 86 定理 1 成 立 ， 但 这 在 之 
[ww 二 53 中 也 不 成 立 ， 即 落 寺 是 ZL 二 51 中 的 不 可 约 数 ， 二 | 有， 
则 58g， 或 18 不 一 定 必 有 一 个 成 立 。 这 因为 由 以 上 讨论 知 ， 

319= (0+ -BQ 312+v -5, 


以 及 
ot -5l9=3*3, 2 圭一 5f3。 
但 我 们 可 以 证 明 下 面 的 结论 ， 
定理 1 设 zeEZ[w 一 5]，A 关 0,+1。 疾 对 任意 的 0,hE 
Z[w-5], 从 la8 必 可 推 由 "1a 或 *18 至 少 有 一 个 成 立 , 则 不 一 
定 足 不 可 约 数 . 
证 为 使 推导 简单 ， 引 进 下 闸 记 号 对 wo=ratsw -5e 
QD), 记 0 =r-sw 一 5， 及 
N(lo) = aa =1?+5s?, (2) 
容易 蛤 证 〔 留 给 读 省 ) : 
Neo = NoDNGoy， ouorEQ(V -DD: (3) 
NY EN, aEZIvV -5 (4) 
NC IN CEB), nlB,o, FEZ -5], {5) 


NC |N (CB) 是 表 东 在 Z 中 NC0) 整 除 N CB) :以 及 着 4 ZE 一下， 
则 
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. a le->Nta) = 8) 
下 面 用 反 证 站 来 证 明定 理 。 若 不 是 不 可 约 数 ， 则 必 有 天 十 jy 
土 ， 满 足 | 工 ， 即 有 

x=a8, oa 有 EZLw -5J], A+1, tx 
显 见 ，8 关 土 1, + 天。 所 以 由 式 《 了 和 (6) 知 
NOD>1, N=>=1, 
因此 ， 由 式 (3) 得 
NO >N(G 1, NORTENCA) 二 1。 {7) 
但 由 定理 条 件 知 <|le 或 xiP 至 少 有 -一个 成 立 。 若 zla 则 NT 
IN (Ce), 因而 有 N (RN (Co) 车工 | 有 则 可 推出 NCGDEN CD， 
这 都 和 式 C7) 了 矛盾 。 证 毕 。 
那 未 ， 在 Z[v 5] 中 有 没有 满足 定理 1 中 的 性 质 药 r 看 在 
呢 ? 回答 是 肯定 的 .例如 vw -5 就 有 这 样 的 性 质 。 设 
acatbw 5, p=etdr/ -5, «b,c,dEZ, 


若 v 一 51a86， 则 
5=N CO TINCGYNGB) = 《as + 5b") C0? + 5d?). 
由 第 一 章 6 害 理 1 知 在 Z 中 5ia*+5 或 302+5 和 ， 必 有 一 
成 立 。 若 5+589 其 514， 因 面 51a。 设 4= 54,， 就 有 
a=50 th -5=w 3-av -5), 

外 、 5ia， 困 和 裤 ， 由 510 +54? 可 推进 =518。 具 有 这 种 性 质 
的 数 比 不 可 约 数 的 要 求 更 强 。 我 们 可 以 引进 一 个 新 的 概念 。 

定义 5 (Z[w 5] 中 的 素数 》 设 XEZ[W -5 F 关 0, 士 1。 
车 对 任意 的 a,fEZCw 一 5J]， 由 zx|e8 可 推出 xla 或 zh 至 少 
有 一 个 成 立 ， 则 称 工 是 素数 。 

这 上 样 ,在 Z[w 二 5] 中 素数 一 定 是 不 可 约 数 ， 但 不 可 约 数 不 一 
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在 忆 中 我 们 也 可 以 把 由 第 一 章 8 2 定义 2 所定 义 的 数 称 为 
术 可 约 数 ， 而 像 定 义 3 那样 来 定义 中 的 素数 把 定义 3 中 的 
ZI 一 让 都 改 为 Z 即 可 )。 但 由 第 - - 章 S 6 定理 上 知 ， 在 2 中 ， 
索 数 就 是 不 可 约 数 。 因此， 在 Z 中 我 们 有 几 个 请 引进 沽 个 概念. 

应 该 指出 “不 可 的 数 ”,“ 素 数 ” 的 概念 是 和 所 讨论 的 “ 穆 数 ” 集 
合 (例如 :这 里 的 ,ZL 一 5]) 有 关 的 ， 29 是 中 的 案 数 ， 但 不 
是 名 [v 二 5] 中 的 不 可 约 数 ，3 是 各 中 的 迪 数 ， 也 是 2[w 一 5] 
中 的 不 可 约 数 ， 但 不 是 ZL 二 要 中 的 素数 ，11 是 Z 中 的 素数 ， 
也 是 Z[v 一 5 中 的 素数 。 前 凡 个 结果 前 面 已 证 ， 下 面 来 证 最 后 
一 个 结论 。 设 

aa=a+bvw5， p=ctdv -5, a,b,e,dEZ. 

车 ]1la4， 则 

121 = NCID1N(ap) = NCaN(CR) = (az 十 56 Cc? 二 5d2? ， 
所 以 在 Z 中 11|2+55 或 111c*+54? 至 少 有 一 个 成 并 . 车 111as 
+54， 内 第 一 章 $4 佛 8 知 ， 必 有 11|4,1112， 而 11la。 阿 
理 . 车 11icz+5B， 风 I116。， 霄 此 ，L1 是 ZE =- 5] 中 的 素数 ， 

下面 评论 表明 :， 虽然 老 而 上 “整数 ”集合 Z[w 一 5] 和 整数 
集 企 之 很 相像 ,和 搬 它们 的 整除 性 质 是 本 质 二 不 同 的 进一步 分 析 
可 以 看 出 ， 我 们 很 蕉 人 在 Z，~。 -5J 中 引进 “最 大 公 均 数 ” 的 概念 . 
例如 ，9 和 3 避 +~ 一 5)。 它 们 的 公约 数 有 

£1 +3, t+ -5), 


论 是 把 3 还 是 (2+v 一 5)》 滞 作 是 “最 大 公约 数 ”?， 都 不 可 能 具 
有 第 一 章 3 4 定理 了 所 旭 画 的 忌 中 的 最 大 公约 数 所 具有 的 最 本 
质 的 性 质 ， 即 公约 数 一 定 是 “最 大 公约 数 ” 的 约 数 。 这 - - 坊 导 致 
一 门 新 的 学 科 一 一 代数 数论 的 产生 。 这 里 不 作 进 讨论 了 . 有 
兴趣 的 读者 可 参 否 活 承 洞 和 潘 承袭 合 著 的 《初等 代数 数论 > 山东 
大 学 出 版 社 ，1992) ， 或 其 它 代数 数论 基 珊 的 教 村 。 
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习 题 

1. 设 0,8EZ2Z， 车 在 ZE ~5J 中 有 018， 则 在 Z 中 也 一 
定 有 al1B。 

2， 证明; 2,7,29,1+V-5,，3+w -5 都 是 ZL -5] 中 
中 的 不 可 约 数 ， 但 都 不 是 Z[ 一 引 中 前 素数 - 

2a.、 证 明 ，13,17 都 是 ZL 一 5] 中 的 素数 . 

1 设 i+ 5EQ0 -NG+s MV-5)=1。 试问 
f +9 一 5 一 定 属 十 Z[ -5] 吧 ? 

5. 设 aeE2[w 5j，az0, 土 I。 证明; Gi) a 一 定 可 表 太 
了 [v 一 引 中 的 不 可 约 数 的 乘积 《ki) 阁 ? 可 分 解 为 ZL 一 5 
中 的 素数 的 乘积 ， 那 么 在 不 计 次 序 和 州 差 很 一 个 十 1 的 意义 下 这 
分 解 式 是 唯一 的 ， 而 且 它 的 不 可 约 数 分 解 式 一 定 就 是 素 数 分 解 
式 . 

6. 证 明 ，G) 3,2+w 二 5 的 公约 数 只 有 土 1 Qi) 不 存在 
apeZrv 二 6 使 得 3e+(2+w -5)8=1. 解释 这 题 的 意义 . 

7. 设 集合 [ww -6]={c=a+b -6 abc2Zi， 和 如同 讨 
论 Z[ v 一 5]-- 样 采 讨 论 ZL 一 6] ， 指 出 在 ZEF 一 6] 中 和 
Z[w 5] 中 一 样 .“ 算 术 基 本 定理 ”不 成 立 , 即 一 个 数 的 不 可 约 数 
分 解 式 不 一 定 是 唯一 的 。 
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附录 三 ”初等 数论 的 几 个 应 用 


81 循环 比赛 的 程序 表 


有 六 个 篮球 忒 进 行 循环 窒 , 登 个 队 部 要 和 其 它 的 队 进 行 六 一 1 
场 比赛 。 这样 ， 便 少 费 进行 N - 1 轮 比 赛 才 能 使 得 各 个 球 队 之 间 
都 进行 了 比赛 。 班 在 的 问题 是 : 

4)》 为 了 实现 循环 赛 ， 举 行 N -1 轮 比 赛 是 否 足 够 ， 最 少 
要 举行 多 少 轮 比赛 

《5B》 如 何 安 排 每 - 轮 各 队 之 间 的 比赛 ， 即 排出 比赛 程序 才 . 

首先 ，N 个 队 进 行 循环 赛 上 时， 比赛 的 总 场 数 : 

S=(N-D+CN~-2+"+2+1 
=N(GN -1D/2, (1) 
其 次 ， 在 每 一 轮 比 赛 中 最 多 安排 的 比赛 场 数 ， 
1 -{ N/2, 六 是 倘 数 ， 
<N 一 1)72， 六 是 奇数 。 

由 以 上 两 式 立即 推出 ， 当 六 是 个 数 时 至 少 举行 N -1 轮 比 赛 当 
入 是 奇数 时 至 少 举 行 N 轮 比赛 ， 这 时 每 轮 比 赛 中 必 有 一 队 轮 空 。 
这 种 不 一 禾 的 情形 很 容易 统 -~。 当 NN 是 奇数 时 ， 我 们 可 假想 加 进 
一 个 第 NN*1 个 队 人 让 ， 并 按 N+ 1 个 队 来 安排 比赛 程序 ， 此 是 在 
- - 轮 比 赛 中 安排 与 队 了 进行 比赛 的 队 就 轮空 。 所 以 ， 下 面 我 们 总 
假定 参赛 的 队 数 w 是 偶数 . 

更 在 ， 我 们 用 同 余 理 论 来 安排 每 轮 的 比赛 ， 从 而 证 明 进 行 
入 -1 轮 比赛 就 是 够 了 。 对 N 个 队 进 行 编 号 x=1,2,3,*…,N。 
在 第 r 轮 比赛 中 ， 以 x; 表示 与 第 x 队 进 行 比赛 的 队 的 编号 . 这 
样 ， 安 排比 赛程 序 记 就 是 要 确定 x+r，1 太 rN 一 1, 我 们 来 证 明 按 
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人 面 方法 殉 定 的 ** 就 靖 趾 要 求 : 


Ca) 当 x 天 六 且 
77/ 2 7 为 偶数 ， 网 
[rN -DD /2， 为 而 数 人 
时 ， 取 xr 满足 
{ t+xrr(mod N -1)， (4 
Tsxrrs 必 一 1 
Ch》 当 
={ r/2, r 为 偶数 ， 《5 
rirN 一 ])/2， 7 为 奇数 ， 


时 ， 取 ** = 六 。 为 此 ， 我 们 需要 证 明 :，(i) 在 第 "(rN 一 1 
轮 比 赛 中 ， 按 这 样 的 安排 ， 必 有 x** 尖 zx 且 不 同 的 队 x* 取 x” 的 对 手 
也 是 不 同 的 ， 即 xz 关 x， Gi) 每 一 个 确定 的 队 x ， 在 所 有 这 
入 -1 轮 比 赛 中 的 对 手 是 不 同 的 ， 即 当 大 rs 时 必 有 xz 天 Yrav 

先 来 证 人 。 当 x,x” 都 不 等 于 NN 且 满 足 式 (3) 时 ，xr ,x+ 由 式 
(4) 确定 。 苦 *r = x+ 则 由 式 (4) 推 出 

xs=x' (mod N —1). 

由 此 及 1x,x’ 坟 NN-1 知 x*=x ， 所 以 不 可 能 。 若 x*+=x 赔 由 
式 (4) 知 


2xr=2xr=r(mod N- DD, 


由 此 及 六 是 偶数 推出 必 有 这 553? 成立， 这 和 式 (3) 矛盾 ,所 以 也 不 
可 能 ， 这 里 附带 证 明了 ， 这 时 x+ 也 满足 式 (9) 《以 x; 代 x)。 这 
就 证 明了 除了 x= N 及 式 (5) 确 定 的 一 个 队 “ 它 显然 不 等 于 N》 
之 外 ， 在 第 r 轮 比 赛 中 其 它 的 N -2 个 队 恰 好 满 两 分 组 进行 比 
赛 。 币 由 (Cb) 知 这 两 个 例外 的 队 恰 好 是 分 在 一 组 比赛 。 这 就 证 晶 
TD, 
担 来 证 (ip 。 先 对 第 站队 来 证 明 。 车 Nr = Nr,， 由 中 ) 知 
AN r/2， 7 为 偶数 ， 
Cr+N-1D72，r 为 奇数 。 


所 以 ， 
2N'=r(mod N - 1). 

珊 由 Ns ,= Nr, 推出 7r.=raCmod ND， 即 "=r 这 就 证 明 
了 绪论 (i) 对 第 久 附 成立， 当 ISxSEN--1 时 ， 革 xr =xzr。= 
NNN， 则 由 已 经 证 明 的 第 NN 了 在 不 同 轮 的 比赛 中 对 手足 不 同 的 ， 就 
推出 =res 车 Xr =xr ,NN; 由 人 D 知 式 (3) 对 r=r1,r?。 均 成 立 ， 
因此 式 (4) 对 7=7,7s 也 都 成 立 ， 所 以 推出 一 rsCniod 于 一 上 DD， 
即 六 =r .证 毕 . 

直面 的 表 列 出 了 N = 8 时 的 比赛 程序 。 


了 zl 1 2 3 4 a 6 7 8 | 
1 7 6 5 8 3 2 1 4 了 
2 8 ? 6 5 4 3 2 1 
3 2 了 7 6 8 4 5 5 
1 3 8 1 ? 5 号 上 2 
5 4 3 2 I 7 8 5 6 i 
5 | 5 村 8 2 1 了 6 3 | 
7 1 5 4 2 中 7 
6 i g H 


2 如 何 计 算 星 赚 几 


看 一 下 日 态 就 能 特 道 今天 是 旦 期 几 。 在 如 采 要 问 你 中 华 
大 民 具 和 国盛 立 的 月 子 一 1949 年 10 肯 1 日 是 星期 用, 或 是 2000 和 全 


1 月 1 日 是 旦 期 几 ， 大 概 语 不- 定 能 很 快 说 出 米 了。 虽然， 所 期 
的 星期 几 是 以 7 为 周期 《 即 柑 隔 天 数 为 ?的 倍数 的 王 个 时 期 的 星 
期 几 是 相 加 的 ), 但 是 ， 通 常 -- 尔 的 天 数 365 不 是 7 的 倍数 ， 而 且 
按 现 行 公历 的 规定 ， 当 年 份 是 4 的 倍数 的 年 ， 除 了 以 下 规定 的 年 
份 外 ， 邦 是 问 年 ， 即 一 年 有 366 天 ， 且 这 增加 的 一 天 定 为 2 月 29 
日 ， 这 些 例 外 的 年 份 是 : 
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x1I00, 于 十 号。 <I) 
猩 彤 如 
1700，1800。1900，2100，2200，2300， 


前年 份 。 这 种 不 规划 性 给 我 们 确定 星期 几 民 来 了 很 天 的 难 . 下 
而 我们 杰 利 用 癌 余 知 讽 来 给 出 一 个 方便 的 计算 公式 。 在 给 出 之 
前 ， 先 作 -此 分 折 ， 册 于 闵 年 增加 的 一 天 是 完 在 2 月 29 晶 ,所 以 ， 
由 于 这 一 天 击 引 起 的 与 确定 通 当年 份 的 期 的 居 期 几 不 同 的 变 
化 、 仅 发 生 在 闲 年 的 3 月 工 吕 起 到 下 一 年 的 2 月 28 日 。 因 此 为 了 
便于 给 出 ~ 般 公 式 ， 我 们 把 3 月 算 作 是 这 一 年 的 第 一 个 月 ，4 月 
算 年 的 第 二 个 月 ，…，12 月 算 作 第 十 个 月 ， 下 年 的 1 月 算 
作 这 - -年 的 第 十 一 个 月 ,及 下 年 的 2 月 算 作 这 一 年 的 第 十 二 人 月 
竹 这 样 和 的 击 定 下 1991 年 9 月 2 日 就 要 写 为 “1991” 年 “9” 月 
2 日 向 1991 年 1 月 3 所 就 要 写 为 “1990” 年 “112 月 3 日 。 以 
后 我 们 写 出 的 日 期 : 
万 = 第 *N7 年 <“m2 月 工 日 (2) 

都 是 按 这 规定 ， 对 星期 几 我 们 也 给 一 个 数字 作为 代表 : 

星期 是 =0， 星 期 --=1， 星 期 并 =2， 旺 期 三 =3， 

基期 四 =4， 星 期 五 = 5， 央 期 六 = 6- C3) 
这 些 代 表 遇 期 几 的 数字 我 们 称 之 为 星期 数 。 我们 的 日 的 就 是 找 出 
一 个 公式 来 计算 由 式 (2) 给 出 的 日 期 如 的 兰 期 数 ,我们 记 作 Wp。 

我 们 来 证 明 ， 当 日 期 D 由 式 (2) 给 出 时 ， 
Wo=d+[(3m- 1)/5I1+y 


+[Ly/4j+[e/4] -2c(mod 7), (4) 
这 里 <,y 由 下 成 铮 定 ; 
N=100*0e+y, 0&y<100. (5) 


在 证 明 公式 (4 之 前 ， 先 用 它 来 计算 几 个 日 期 的 星期 数 , 亲 时 
答 验 它 的 正确 性 。 
例 1 今天 契 1991 年 9 月 2 日 , 是 星期 一 。 下 面 用 公式 (4) 来 
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计算 ， 用 规定 《 式 (2)) 这 一 日 期 应 写 为 ， 
疡 = 第 “19912? 人 “72 月 2 日 。 
所 以 ，c= 19， 1， 严 =7，4=2。 由 式 5C 了 得 
Wpo=2+[90/5] + 91 +[91/41+[19/4j- 38 
=2+18+91+22+4-38=1(mod 7 ), 

即 由 公式 也 算出 是 是 期 …. 

例 2 194 年 1 月 工 上 是 是 期 开 ? 

这 时 


刀 = 第 *19492 年 “82> 月 了 日 ， 
所 以 ，e= 19，Y= 49。m=8，4=1。 出 式 ( 和 得 
Wo=1+L103/5] + 49 + [49/4j+[19/47— 38 
1+20+19+12+4-38=6Cmod 7). 
因此 ， 这 天 是 星期 六 。 
例 5 2000 告 1 月 1 日 是 星期 作 ? 
这 时 按 讽 定 


已 = 第 “1999? 年 “I1? 月 1 日 。 


所 以 ，e= 19，y=99，m=I1，d= TI。 直 式 C 得 
Wo=1 + _142/5]+991+[99/4]+[L19/4I] ~ 38 
=1+28+09+247+4—38=6 Cmod 7? ). 

因此 ， 这 天 是 星期 六 。 

会 式 54) 的 证 明 证 明 的 途径 是 这 样 的 ， 先 求 出 第 六 年 3 月 
1 日 。 即 第 “N?” 年 的 "1? 月 1 中 的 只 期 数 ， 然 后 求 第 “N ”年 *m” 
月 1 日 的 册 期 数 . 最 后 求 第 "NN * 年 “m” 月 4 日 的 星期 数 ， 


G6) 第 “NN” 年 1” 及 1 的 晨 捧 数 的 计算 公式 。 我 们 以 W% 
表 不 第 *“N ?年 * 1” 月 1 日 的 性 贿 数 。 设 1601 华 到 第 六 华中 有 SS 第 
不 是 闲人 年 ， 剑 是 关 年 , 是 村 非 间 年 是 365 涛 ，365 二 1 (mod 7 》。 


加 年 是 366 天 ，366 -2Cmod 7 ) ,以 及 星期 数 以 了 为 周期 ， 所 以 
HS ing tS+2T Cmod 7 


由 此 及 S+T= NN 一 1600= 100c +y 一 1600 香 
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Wh=W? 600 + (Cl00c ty ~ 1600) +TCmod7 》. 《6) 

这 就 归结 为 年 数 个 。 注 意 到 1600 年 是 国 年 ， 以 及 除了 式 51) 
给 出 的 倪 外 以 外 ， 年 份 是 4 的 倍数 的 年 是 闲 年 的 需 定 ， 苏 得 
T=[CC00c +y—1600)/4]— (~—16) +[(C— 16)/4]. 

C7) 


由 式 《6) 和 (7) 推出 
Wh=W ?on +t CO0r+y— 1000) +25°— 400+ [Cy/4] 
— te-—16 +Le/Al—+ 
Won + 124c + y -1988 + [yt] +[°/41 
Wo0 -2c ty+ Cy 4ItLe A Cnd 7 )。 ‘8) 
1991 作 3 月 1H 《有 即 1991” 华 * 1” 月 1 站) 起 星 
本 Too = 5, 
由 此 及 式 (8) (注意 到 N = 1991 叶 cec= 19，y= 91) 推出 ， 
To=5+38-91 一 22-4=3(Cmoda7] 
所 以 Woo=2， 即 1600 企 3 月 工 月 《 即 416002 年 “12 月 1 日 》 
是 星期 二 。 因此， 式 (8) 空 浪 
WaS=3—2°+y+[y/4] + Le/Amod 7 ). (9) 
这 就 是 我 们 所 疲 的 计算 公式 。 
Kii》 第 <N”? 秆 《<m” 月 1 日 的 凑 期 数 的 计算 公式 ， 以 Wh.w 表 
这 天 的 显 期 数 。 加 有 本 $=W$,1!。 由 十 你 月 的 天 数 戈 ， 
3 月 -4l? 片 31 太 | 9 月 = “7” 彤 30 天 
4 月 =*2” 月 ”30 天 | 10 月 = “8? 月 31 天 
5 月 =*3” 月 81 天!: 1t 月 = “9” 月 30 天 
6 月 =“d4? 月 30 天 | 12 月 =“102? 月 31 天 
7 月 =457 月 31] 天 |， 下 年 1 月 =“1i7 睛 
8 月 -<6 月 31 天 | 
由 此 及 是 期 数 是 以 7 为 周期 ， 推 出 
TW = WS 证 +3Cmod 7 ). 
Wh mod 7), 3 一 HS+S8(Grog7)， 
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二 全 +10CGmnoda7 )， 页 8 二 证 8+]13Cmoa7 )， 
证 8+16Cmod7)， Wahs=WS+18(mod7), 
VR+2I(mod7), Whwo=Wh+23(mod 7 )， 
Whun=WR+26mod ?7), Wh.r2=WR+29(mod 7 ). 
注意 到 29/11= 2.6…。 经 过 试 算 ， 我 们 很 幸 适 地 发 现 , 以 上 二 二 
式 可 以 用 以 下 公式 统一 表 山 ， 
Whm=Wa+[L(3m~ 1D/5J(mod 7 )。 《10) 

由 此 及 式 人 9》 得 到 

Wam==1— 2c + y+iy/4]+[°/4] 

+[(13m- 1)/5jC(mod 7 >. CI1) 
这 就 是 我 们 廊 要 的 公式 。 
当日 其 局 由 式 (2) 给 由 时 ， 显 然 有 

人 op 一 下 和 mm+(a-l)Cmoda7)， 
出 此 及 式 C11) 就 推出 公式 (4)。 证 毕 。 

最 后 ， 必 须 指出 的 是 :以 上 所 说 的 公历 规则 是 教皇 格 里 碘 利 
十 三 实行 的 ， 是 改革 了 原 有 的 人 恺 坊 历 ， 为 了 使 得 季节 各 日 上 让 之 间 
的 关系 协调 … 致 。 格 里 哥 利 二 三 于 天 类 铠 撒 历 的 1582 年 10 月 5 日 
《星期 五 ) , 邢 这 一 天 改 为 1582 征 10 月 15 日 (星期 五 ), 并 自 此 以 后 按 
他 规定 的 办 法 来 确定 因 年 ， 这 就 是 我 们 前 面 所 说 的 。 因 此 ， 我 们 
的 公式 只 能 计算 1582 秆 10 月 15 日 以 后 的 日 期 是 旦 期 几 。 还 要 指出 
的 是 ， 英 国 和 沁 的 殖民 地 次 到 1752 竺 地 实行 格 里 哥 利 的 历 汪 ， 把 
原来 习 撒 历 的 1752 年 89 月 3 日 改 为 格 里 哥 利 历 的 1752 年 9 月 14 
日 。 所 以 ， 对 那些 地 区 公式 (和 只 适用 于 计算 1752 年 9 月 14 日 以 
后 日 期 的 呆 期 几 ， 当 然 ， 如 果 以 后 捷 法 改变 ， 那 么 我 们 的 公开 也 
要 作 相 点 的 改变 。 


83 ”电话 电线 的 销 设 


我 们 知道 两 条 电话 线 如 有 果 长 距离 的 靠近 在 一 起 ， 就 会 发 生 于 
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拢 和 果 音 ， 影 响 通 话 质 号 。 和 铺设 多 路 让 和 闫 线 邦 下 用 “一笑 攻 的 环 恩 
电缆 联结 总 水 的 。 为 了 全 村 段 岂 缆 
中 得 邻 的 三 竹 电 话 线 ， 在 以 乒 立 可 能 的 若干 段 电 缆 中 邦 不 相 邻 。 
这 就 诺 要 设计 一 种 连接 各 自 电 弄 的 方法 ， 为 了 施工 方便 这 种 方 溃 
又 要 求 
笑 用 疗 碌 理论 可 以 证 明 下 面 的 简章 方法 Hi 达到 我 们 的 要 
求 。 开拓 股 昌 有 有 加 条 电线 并 以 同上 ne 
图 1，P=11，7= 1,2.…,11)。 我 人 方法 是 ， 选 定 一 个 
下 整数 51C3,mD =1。 把 第 1 段 电 绕 中 看 位 是 7 的 电线 与 第 
fT 眉 电 绕 让 在 位 置 
SPDT + EI 1sCmod my, Lginm, 《17 
的 电线 相连 接见 图 1 ， 识 = 11，s=2). 这 如 连接 方法 有 以 下 西 
个 性 质 ; 
Ca) 车 太 天 产 ， 则 SC SC2)。 检 
及 式 (1) 推出 
1+( 六 -1)s= 王 1+( 记 -TsCmodmy， 
即 hs 二 josCmedm)， 由 (950) = 工大 下 工交 二 就 得 到 六 = 产 。 
证 经 。 
Cb) 在 第 {了 诬 电 绕 位 举 了 上 的 电线 到 了 第 Lt7 段 电 缆 , 其 位 
中 SX 四 应 足 
SMADElT(- Dmodm), 1 
显然 有 SC 3 所 以 忒 C2) 对 n=1 成 立 
襄 1》 成 六， 当 n=%+1， 和 正式 (1) 及 假设 知 
Se = SCSKC)I 1 (SF — 1)s 
二 上 十 -Ds “(modm)}, 
即 式 人 2) 对 mr=xk+1 也 成 立 - 
为 了 尽 可 能 好 地 保证 第 ! 段 中 的 相 邻 
和 的 项 条 电线 71,7+1， 能 旗 中 财 不 相 侣 ， 入 
S41) SG) 土 1Cmod ny) 3) 


然 。 由 SC71) = SCI2) 


mm, (2) 
式 (2) 对 n= 下 


我 人 大 培 


对 沂 有 的 


mm 尽 可 能 


对 nm = 1,2. 呈 sno 一 1 者 成立， 而 对 
nn , 式 (3) 孝 成 立 就 更 好 ， 但 我 们 的 方法 不 可 能 》， 可 3 
地 大 。 这 就 要 求 选取 适当 的 > ， 知 

Sa +T1) — S07) 
则 由 式 C2》 知 ， 它 竺 价 于 

S30 二 上 或 一 1Cmod 3 )。 C5) 

这 样 ， 我 们 的 问题 就 转化 为 寻找 与 严 研 s ， 便 得 为 使 式 (5) 
成 立 的 最 小 正 整数 nm = mls) 是 最 大 的 。 把 这 种 最 大 的 圳 记 作 
4ocm)。 当 严 的 素 因 数 分 解 式 为 


Hs Sop sp 
PP Pr 


或 1cmod m)， (4) 


了 


有 时， 必 有 


Sm lmoadm), (s,m)=1s, 
这 思 Xm) 凸 第 石 意 §1 式 7 给 出 。， 邮 

ACm) = L200 BT) opp ， (6) 
co=0， 当 co=0:1 80=1， 当 =2; co=oo -2， 当 oo 六 3。 所 


民 必 人 各 
an ACm) ED 7) 


2 
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如 河 : 
标 组 的 
在 图 1 


扣 和 厅 膏 歼 、 原 根 、 贡 祭 、 指 


销 设 的 离 数 指数 ， 
数 指 数 。2 就 


$84 和 戏码 游戏 


筹码 游戏 是 我 
下 由 两 个 人 玩 的 


7 


1 和 代 的 一 种 游戏 ， 在 国外 称 为 Nim 游戏 ， 
文 样 的 : 设 有 5( 宇 中 堆 筹码 ， 各 堆 共 下 数 


Ta es ys 《1》 


取 筹 他 ， 要 求 
不 能 和 在 两 个 或 两 个 以 上 上 的 


说 观 规 则 至 ， 两 大 座 流 i 
Ci 得 
进 中 加 时 也 宛 
(Gi) 每 次 
码 完全 琉 疏 。 
最 后 把 沽 码 取 完 的 
元 数组 1niyna,…: 


多 取 不 限 , 直 平 可 把 一 堆 中 的 筹 


这 种 两 人 游戏 的 过 程 可 用 天 
就 相当 于 通过 只 能 
的 办 尘 ， 把 原来 的 kK 
变换 我 们 称 之 为 元 


>55,8,1,7,6,2} 
就 直 皇 雹 这 组 的 下 变换 ， 这 正 充 把 第 3 个 分 且 13 变 汶 4 。 

现 作 ， 破 好 了 中 成 (1) 给 出 的 k 三 ， 即 给 定 了 F 元 数组 
{ane RR 假设 由 4 先 取 ， 这样 . 很 取胜 
[I 即 对 数组 作 一 -次 让 变 
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,相反 的 对 放 好 的 这 此 堆 符 
下 先 肯定 着 先 卫 汉 才 ， 
会 出 时 的 (这 是 一 个 一 


fg 元 数 组 的 这 样 一 种 性 质 P: 它 在 了 变换 
具有 以 下 的 Pp 的 k 元 数组 在 作 -- 次 7 变换 后 ， 
所 得 前 新 的 天 雹 定 不 岂 有 性质 P，( 卫 )》 不 具有 性 质 卫 的 k 
、 使 其 变 为 具有 性 质 己 的 天 元 北 


其 有 性 质 P, 邢 么 , 涩 原始 的 上 元 数 
如》 不 具有 性 厦 了 P 时 ， 鞠 取 者 4 必 有 有 
PI 时 ， 后 取 考 8 必 有 方法 
才 4 必 有 方法 使 他 取 过 筹码 
后 所 得 的 上 元 数组 上 | :第 二 萄 情形， 后 取 者 如 忆 存 方 
法 书 所 得 的 下 沦 数 绩 上 且 。 质 呈 。 由 十 每 取 一 次 筹 
,07 具有 性 质 P .所 以 结 论 成 立 ， 这 样 ， 
P. 

组 {niynal 当 mi = ms 只 称 为 具有 性 
着 CT CI CID。 这 样 , 当 两 
质 忆 时 先 取 者 只 要 保持 每 次 取 筹 码 
于 n= nn2, 一 定 获胜 ; 当 两 堆 
， 先 取 青 如 何 取 话 ， 留 下 的 二 
陆 已 ， 贿 必 有 下 学 吃 ， 所 以 ， 后 波 


组 〈 中 -开始 臣 好 的 
方法 取胜 ， 当 原 
取胜 。 这 是 因为 在 


和 


问题 就 变 为 村 
半 k=2 时 很 简单 
质 忆 所 见 * 它 


1 这 种 性 质 P 耳 。 这 各 要 利 刑 整数 
把 天 元 数组 {msma ,724} 中 的 每 
个 数 用 :进位 数 来 去 示 , my 写 在 第 1 行 ， 且 对 章 一 进位 的 位 数 ， 
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然后 把 每 列 上 的 


mr 


和 以 有 人 广 质 P。 例 如 : 
nn 
na 5 
ns 6 


所以,{3,7,8} 不 具有 有 性质， 
3 
5 
6 


污 村 i， 
刀 了 这些 


0 
_0 
0 


其 各 沁 


+1 行 , 记 


所 以 ,{3,5,6} 具 有 性 质 P。 闪 比如 ， 对 [25,43,65} 有 


25 
43 [0 
G5 1 

1 


[0 


] 
0 
1 


它 不 县 有 性 帮 呈 。 半 i25,43,50) 有 


25 0 
{3 四 

50 0 

0 

所 以 ， 它 只 在 性 斌 也 


坝 在 ， 我 们 要 来 证 明寺 天 元 局 
CIT) 最 
:nz 县 有 性 访 已 : 量 芭 
地 个 人 对 这 效 组 任 作 一 个 变换 式 ， 
变 为 44。 

这 样 新 的 数 湛 为 Ln ** 


条 可 
条 条 


〈《 工 2《 卫 2 和 《机 ?>。 
严 元 数组 人 1 
中 
妨 设 症 


不 空 。 


所 某 一 个 nu。 


1 


0 


应 的 1 元 数 级 起 i ,*…， 


进位 下 人 示 


oo-isNio ior 


由 于 更。 


mi }, 


一 定 和 ny ,的 不 同 。 汉 


on 


革 这 样 定义 的 性 夺 
$ 足 。 先 来 十 泪 


ms 寺 为 揭 数 ， 闪 们 就 说 这 个 kk 元 
对 {3,5,8j7 有 
0 1 1 
0 1 0 1 
0 .0 
T 1 2， 
Wm ma ma ts 
对 {3,5,6}) 有 
0 0 1 1 
1 [be 1 
1 1_0 
2 2 2 
1 1 0n 0 1 
0 1 0 1 i 
0 0 0 0 上 
1 2 0 1 3” 
1 1 0 0 1 
4 1 0 1 1 
1 0 0 1 0 
2 2 0 2 2° 


是 条 件 
4 和 茶 件 ( 工 ) .车 
9 1 元 数 维 [mis ms 
不 


jo， 而 共 它 的 nz 7 天 7 


LA 


ng); 设 其 相 
一 nj 所 以 .nj。 的 二 
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那 术 宇 少 有 一 个 60, 使 


A ia 
to tae 


aayy=0 或 ao=0sato=1。 


无 论 哪 种 情形 邦 使 +。 和 mi, 的 奇 侦 性 不 同 ， 其 体 的 说 ,相应 地 
履 契 、 
m1 三 mm 1 

和 me 为 奇 ,所 以 新 得 到 的 数组 不 具有 性 质 。 这 就 证 明了 满足 
条 件 C(T)， 


条 件 C112,. 设 数组 {71,72,… ,nk1 不 具有 性 质 P， 
即 相应 的 元 fm weesW 中 必 有 一 些 m, 为 丛 , 设 i 是 最 小 
正 整 数 ， 合 贡 ; ,为 奇 、 即 当 1f6 轩 机! 均 为 全 , 显 然 有 i, 字 
1 因而 必 有 一 个 77,; 雌 开 进 位 裕 示 为 : 


证 


人 ar dr=0, 1. 


atu = 1。 


假设 mt 下 所 有 为 奇数 的 是 


Ms 
构造 一 个 数 吕 ,, 它 的 二 进位 表 直 ， 
这 样 来 鞠 定 ， 
了 


《2) 


(a 


出 于 Qo < 所 以 , 必 有 030) om。。 


53508 


EC 


ys2k)， 设 它 的 相应 的 【 元 数组 是 Umi ,…smi7。 自 式 (2) 


m= tA 


me = ne + 一 2ct， 
因此 ， 所 有 有 的 mm 均 为 癸 数 、 蝗 作 了 变换 上 得 
用 伺 质 了。 这 就 证 明了 亲 件 (本 ) 满 足 ， 逊 毕 。 
前 而 的 各 ,5.8) 一 19,5,6} 及 {25,43,65} 一 125,43,50) 都 是 条 

信 () 误 趾 的 例子 。 


的 新 的 下 元 数组 只 


以 下 仅 举 了 四 个 简单 说 子 ， 说 明 初等 数论 有 广汉 而 有 起 的 应 


用 。 应 该 指 几 融 重 要 的 应 用 是 在 密 码 学 及 数值 分 析 等 
领域 ， 这 些 虚 用 多 书 中 部 可 找到 ， 冯 伦 苦 ， 硅 短 
箱 幅 中 万 可 能 介绍 请 起 《在 的 已 超出 初等 数论 范围 ) ,这 里 就 不 这 


论 了 。 


习 题 
1， 分别 排 由 有 6 个 .7 个 ,9 个 ,10 个 运动 
程序 表 . 


多 短 环 比赛 


2 


2 ， 在 第 2 轮 比 赛 中 第 1.2.…… :六 队 分 唱和 第 和 ,六 一 1 
了 比赛 . 
3， 在 第 上 轮 比赛 中 ， 岂 个 队 和 第 了 
4， 药 沟 恬 事变 1937 征 7 了 月 ?日 是 星期 儿 Y 
5， 第 二 次 世界 天 战 日 本 宣布 无 条 件 投 路 的 1945 年 8 片 14 口 
是 是 期 攻 ? 
总 ， 
了 - 


ee、 ] 队 选 


你 和 你 的 丛 答 、 妈 妈 的 年 H 站 旺 期 儿 ? 

设 m=16.17,19.22.25.32.36,60,99,109。 
《i) 求 ho Gy ln) = Rs) 
8、 技 是 王 全 严 合 2agnD = (nD 。 


116,39,47}, {29,63,66}, 
{58,19,23}, {14,31,33,29,63,66}, 


附录 四 ”国际 数学 奥林匹克 竞赛 中 的 数论 题 


国际 数学 奥 宁 匹克 觉 密 中 
三 十 二 居 比 赛 .大致 绕 计 , 在 总 具 194 道 通 月 中 ,可 必 
论 知识 米 解 的 有 51 题 , 约 点 26.3% .如 米 加 J 
识 去 解 的 题 ， 那 所 占 的 比重 部 了 
届 竞 赛 h 没 有 数论 题 外 , 英 它 各 届 均 有 ,而 且 显 未 出 入 等 效 论 焊 识 
林 外 克 竞 赛 中 起 着 例 来 愈 重要 的 作用 ， 个 别 的 
都 是 很 好 的 。 从 根本 上 说 . 解 这 些 题 只 归 用 第 一 章 所 


做 出 来 的 .特别 是 ,一 些 
效 论 中 的 一 般 方法 友 | 


我 们 这 里 也 。 
[1.1] 自然 数 x。 分数 
C21at 4)/ C14nt+ 3 
宰 不 可 约 、 


[2.11 三 位 数 : 它 被 11 整 哇 , 日 所 得 的 尚 是 “ 


[4.1] 
的 个 位 数学 注 


用 十 进 制 才 杰 时 ， 它 
之 前 ， 甚 它 各 位 


吉美 村 


上 数 z.23 +1 不 能 琶 了 昧 
在 突 中 共 出 了 有 44,8， 道 试 题 . GD 在 所 有 有 
人 每 人 至 少 解 出 了 一 道 和 是: (ii) 在 没有 解 出 和 
解 册 五 题 的 人 数 是 解 出 C 题 的 大 数 的 两 倍 : 《iiiy 在 
生 中 ， 只 艇 出 各 题 的 大 数 引 和 过 和 解 册 其 它 题 的 人 数 多 
用 Gy》 在 具 甬 册 一 学 生 中 ， 有 一 半 大 术 解 出 入 
种 ， 同 有 多 少 学 生 具 艇 出 了 8 题 ， 
攻 数 ,mi +1 是 素数 二 大 于 n+ 1， 
i Cs=s(s+1)。 证 明 : 苹 积 

CCn CO Cm CR) Cmen 一 Cr 


被 超 积 CiCermCs 管 除 、 


齐 . 已 
二 天 发 
了 2 个 奖章 这 加 上 余下 的 奖章 数 汐 177; 惩 天 均 是 这 伴 发 奖章， 妇 
移 天 天 发 了 天 个 奖章 再 可 上 余下 的 奖章 数 的 /7; 最 后 在 第 = 天 
1 无 剩余 ， 问 比赛 进行 了 儿 天 ， 蕊 共 发 了 多 少 


10.2] 设 玉 勤 数 x 的 十 进 币 衫 式 的 各 位 数学 之 硬是 PCz) 。 
试 并 满足 PC = 一 10x 一 22 的 所 有 正 特 数 *。 


[16.6 以 - 不 大 于 实数 xx 的 最 大 回 数 。 没 ”是 正 整 
数 ， 求 Ta+ra 
R= 


-11.1j 证 妆 


人 AixXa-aexuy A nr oy 
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Ba iDr gf 进位 制 中 可 形 为 ; 
Ba-1i=Xn- Xn eaxo, 有 mw 二 区 和 和 和 eeD 
六 0。 证 明 : 当 a3 时 有 Au/AsDsiABn 
有 下 述 性 质 的 所 有 正 整 数 71: 六 个 数 n.n + 1 
+5 可 以 分 为 两 担 , 鸽 得 -一 组 中 的 各 数 的 业 积 
另 “组 中 的 各 数 的 隘 税 ， 
[13.33 证 明 ， 在 数列 2 -3C = 2,3 4 中 一 定 可 肥 册 一 
穷 子 令 列 ， 并 中 的 数 栈 两 下 素 。 
[14.3] 设 挛 :是 非 负 整数 ,证 明 
里 约定 01 = 工 。 
516.11 a 五 .C 三 大 作 下 列 游戏 ， 有 二 四 
， 分 别 为 pasr* 月 满足 p 一 9s<r 。 先 把 
总 地 分 给 息 人 - 张 , 古 按 牌 上 的 数字 分 给 每 人 以 科 同 数 的 小 开 ; 然 
后 把 牌 区 回 但 分 得 的 小 球 仍 留 在 各 大 乎 中 -再 
牌 、 分 球 . 收 牌 )， 盏 少 惕 进行 两 次 。 在 这 样 
亚 有 时, 4, 了 大 分 济 得 到 了 20、10、 ?个 球 。 此 和 外， 还 知道 8 在 
节 后 -一 次 分 得 了 了 个 球 。 问 谁 在 第 “次 得 了 ?9 个 球 
[16.3] 证 妆 : 对 任 巷 的 自 ,5 一 定 不 能 


zy 27 十 | 
Da 
二 (ww 1) 2 
[18.4] 将 只 人 黑白 相间 的 3x8 个 格子 的 拱 闻 分 为 个 延 
。 还 楼 求 条 和 件 ，GD 每 全 下 形 中 各 旷 


; 昆 第 斌 个 矩形 中 的 自贡 数 前, 则 et: 
} 法 的 的 明太 信 ， 并 对 这 - 


个 无 
” 


20) 1 (an)s 


虹 数 这 
RRL {mi 数 ， 这 


行车 次 后 游 观 顷 


[17.2] 设 a 生 <as<… 是 一 个 无 穷 正 整数 列 。 证 明 这 个 
数列 中 必 有 无 穷 多 个 am 可 表 为 amn=xY，4p+y，d4a， 这 由 xy 是 
适当 的 正 整 数 ,ap,aq 是 这 数列 中 的 某 两 个 数 ,p 关 9， 

[17.4] 设 4 是 十 进 制 数 444444 的 各 位 数字 之 和 ,也 是 4 的 
十 进 表 示 中 的 各 位 数字 之 和 。 求 8 的 十 进 表示 中 的 各 位 数字 之 
和 。 

[17.5] 是 否 可 能 在 半 径 为 1 的 圆周 上 选 定 1975 个 点 ， 使 得 
其 中 任意 两 点 问 的 距离 者 是 有 理 数 ? 

[18.3] 已 知 一 个 长 方 盒子 可 表单 位 立方 体 〔〈 即 边 长 为 1) 
填 满 .如 果 改 放 尽 可 能 多 的 体积 为 两 个 单位 的 立方 体 (保持 立 产 体 
与 盒子 的 边 平 行 ), 则 盒子 的 容积 恰 疲 蛋清 40 路 。 试 求 所 有 这 种 发 
方 盒子 的 容积 (8 2 = 1.2599…) 

[18.1] 求 共和 2 的 

[518.6] 定义 数列 wo 
n= 二 1,2,…。 证 明 : [unj= 2 
不 起 过 实数 x 的 最 天 整数 。 

[19.3] 设 n>2 是 给 定 的 自然 数 ， 
2 下} 一 个 数 识 E Vn 称 为 是 Vs 中 的 不 可 约 数 ， 如 果 不 在 在 pE 
Vs,9E Vs 使 得 操 =p'9， 证 明 :， 存在 rEVsa, 它 可 用 多 于 一 季节 
方式 表 为 Ys 中 的 木 可 约 数 的 乘积 。 

[19.5] 设 a 光 是 正 获 数 ， 吧 十 只 =9K 二 六 二 10 二 7 
求 所 有 的 数 对 4,b 使 得 f++= 1977。 

[20.1] 试 求 数 训 ,n, 便 得 Cy 1978" 与 1978” 的 最 后 江 
位 效 字 相 等 ; (ii) 祝 GD + 小 值 。 

L20.3J] 设 妆 是 日 8 
数 。 已 知 并 集 f(N) 
二 对 任意 的 自然 数 主 满 是 709 = 了 (FGDD + 1 试 闫 攻 240) 轩 珍 示 
起。 


二 积 的 基 大 值 . 
572，unm = Un ~ 2 — Us 


=,2,…, 这 里 [ 吉 表 下 


Van= kant 1k=1, 


[21.1] 设 P,9 是 自然 数 ， 满 足 
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[22.8] 诬 贡 ,在 1,2,…，1981 中 取信 试 求 满 吓 条 件 
G2-mn-my?=1 的 m+r 的 于 大 情 。 

[aa Gy 对 怎样 的 正 整 数 #82， 十 可 能 存在 中 个 1 
暑 政 ， 合 得 其 中 最 大 的 正 凡 它 4 一 1 不 数 的 咸 小 公 售 笋 鸣 名 


Giy 对 怎样 的 4 十 述 的 这 种 1 个 连 红 正 瑞 斤 是 叭 … 的 。 
[23.41 证 朋 ; he 

解 *,y; 世系 ， 
Ciiy 当 n=2891 
[24.3] 设 a 


能 田 bexz tf cay ~ ats 


3xzy2 +gam 有 -一 
组 整 


集合 MM={1,2;…,n 一 1}。 现 对 人 合 M 中 的 
向 色 ， 要 满足 以 下 策 件 ，0) 工科 于 -要 
洒 1kK ,4 和 | 人 -1 要 浴 上 同一 种 颜色 。 广 明 : 
上 站 一 种 颜 久 。 

7.1] 设 正 整数 4 5.13. 刘 一， 在 集合 {2,5,13,4}tb ， 
两 个 本 问 元 素 4 光 使 得 a 一 1 不 是 完全 平方 数 。 
还 声 ， 对 有 3,- -认可 以 各 疏 本 上 名 


二 成 一 个 半 退 化 三 角形 ， 基 面积 
[28.6] 马 设 正 整数 "三 2。 证 出 tk rn a Ok 
73 时 都 是 业 数 , 则 K+n DOSRSn-2 有 也 都 是 索 数 
L529.3] 谱 了 大 定义 在 正 整 数 集 合 上 上 的 图 数 ， fe =1, 
了 03) = 3 以 下 对 任意 的 生 如 尖 足 
7C20D 一 AD， 
JSnT1) = 2f Cn + 1) 一 Fa， 
fAnt3) = 37 n+1) -2f(n). 
试 准 广 是 7 所 1988 及 有 (my) =n 的 正 系数 7 的 个 数 。 
529.6] 设 4,b 是 本 和 迷 数 ， 除 ?二 如 证 其 ; 
0 “ 定 最 完 企 平方 数 。 
L320. 证 明 ; 焦 合 {1,2,…,19897 时 以 分 为 117 个 下 不 相交 
的 子 集 4， a . 使 得 (i) 伍 个 41 含有 17 个 元 素 ; 
《ii) 每 个 4; 中 的 各 元 素 之 和 从 壬 。 
L30.5] 证 明 ， 对 任意 下 获 效 ,存在 7 个 术 钞 的 正 整 数 ， 使 
得 它们 骨 杯 
L531.2j] 谤 工 
外 成 的 集合 


本 贰 可 网银 毕 论 过 潮 讽 让 于 恬 二 的 二 琉 这 疝 站 至 开张 光 


含 端点 ) 座 在 天 中 的 = 个 点 ， 这 种 染色 方式 古 好 的 。 求 最 
小 的 K, 合 将 上吊 P 任 总 KK 个 部 是 好 的。 

[31.3] ,使 得 (2" 二 DA/ 为 整数 。 

[31.57 : 1 厅 ， 央 名 竟 必 省 A. 昌 按 
以 十 若 风 办 六 在 已 知 A 机 以 任 翅 一 上 
数 msx-i， Eo i 在 已 知 ns%41 时 ,BB 可 以 任 取 一 
整数 ns,。. 便 得 nzxsiynarca 昆 一 个 素数 的 正 整 数 知 ， 才 4 取 到 
1990 由 3 着 ， 若 号 于 网 娟 性。 试问 ， 对 怎样 的 mm, (1》 A 有 
必 胜 策略 ，(2) 如 有 务 ,《3) 双方 均 无 

[al.e1 存在 一 个 凸 的 1990 迪 形 ， 问 时 县 有 下 面 的 性 
质 ，G 所 有 的 沿 角 启 粗 等 : (ii》 1990 条 边 移 长 度 是 1* ,2*,3?， 
19892 .1909 


ED 


整 想 06.asaaeas 是 所 有 小 于 中 且 与 吐 互 素 


贡 [ 于 
-ar0， 


….280}。 求 最 小 
含有 3 个 本 两 互 素 
-个 有 办 无 穷 数 列 xoxi> 


加 本 吊 可 政 进 为 4 这 1。 
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习 题 一 
1. 作 窜 名 杀 的 = 了 + 一 1。 Pny= Pontko-1)= 
Prgoty。 对 PrGz 放 人 1 定 届 
: 答 ， 对 P*Cm) 用 $I 定理 4. 


3. : 整 数组 成 的 闻 集 。 对 TY* 用 1 定理 
2 

4. 对 T* 用 §1 完 理 2。 

5 1。 对 31 用 第 二 题 络 论 。 

6. Z}， 对 了 用 第 5 题 的 结论 . 

2 +) 


万 ; (i 无} (iv> x=1， 


二 ACn 一 1)2+ 克 fn 一 3)， 六 为 


R17; 
= 5 70O7: 


67,335,469,2345。334560- 2 和 “5， 素 除数， 2,3,55 下 除 


51@ 


煞 : 2"1。3"25"3， 8， 昌 过 。 

9. (i》 若 二 25， 则 于 = 和 mm, 221m el 2+1=(2)m+ 
1=(2° + (C2 Om (2m I+) 

Ci 从 为 谷 数 ， 则 2 =arm al, 1, 27-1=(2°)m 
—1= 62° DO ttl). 2 +1=3.27 +1=5,227+1 
=17，22 +1 = 257。2-1=3， 2—1=7, 2-1=31，2"-1 
=127。 

10. (K++! +t2, (下 1+3 (天 +1D1+(CK+1)。 

11, 2ni+1= {n+1) 7, 

12. 大 + 工人 个 加 邻 堪 灿 数 室 , 融 中 10, 测 + 下 之 和 为 (+1)。 
Com TRE), n=mitmtl) tm tk (下 二 1)C2P 十 下?A 
2， 若 2， 哑 见 n 是 会 数 。 这 毕 让 明了 必要 性 车 背 数 n>1 
人 会 数 ， 如 = R39， 可 肥 ft6 = 一 (01s 一 1)/2，ko 二 
J， 得 n= +k)，。n 可 表 为 三 个 或 三 个 以 上 相 各 
抽 数 之 和 。 这 就 证 明了 人 充 放 

EE 咱 必 有 于 因数 b 人 满足 , Pp" 和 (n/p) 3， 
Pp 守 p。 由 此 推出 ps 这 和 假设 地 拓 。 
14. pipPIDPENn, 2paspipaps:n 

15. 见 附 表 1 .用 不 起 过 300 的 崇 数 ，2,3,5,7,11,13,17 


16， 设 六 是 
的 素数。palpas， 


由 数 。 Pr play…sprr 条 所 有 不 超过 NN ' 
,Pas 表 所 有 不 超过 CN72) 2 的 素数 。 这 村 


6 际 的 下 都 勋 去 ( 
的 条 让 . 直 补 上 不 1 
就 得 到 椒 赵 过 入 的 素数 太 
= 100 时 ， 不 超过 100 人 的 素 
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开 到 出 , 依 沟 所 诅 波 PP 
刹 下 的 就 是 岩 数 
的 素数 及 Lips 


2)172 


束 是 2,3， 不 超过 501? 的 素数 是 ，2,3,5,7; 不 超过 1002 人 -505 

(一 33 的 素数 是 ，2.3,5,7,11,13,17，19.23,29,31。 这 样 ， 不 超 

过 1001 人 3 ， 50 生 的 及 两 个 霸 数 乘积 的 正 整数 是 : 
2:3:2。2.5,2 。3,7,3。3,2。，5,11,13,2。7,3 " 5,17,19, 
3.7,2-.11,23,5。5,2。13,29,31。 

再 列 几 满 足 100 芍 50 到 一 mn 和 100 的 整数 ， 依 次 嗣 去 能 被 2 .2， 

2 .3,2。5,2 .7.3.3,3 .5,3 -7 整除 的 整数 ， 剩 下 的 就 是 其 上 

的 素数 及 两 个 法 数 的 乘 得 ， 


各 


33 34 35 36 37 38 39 X041 入 43 到 
XE 46 47 FR 49 SQ 51 32 653 Sd 55 
57 58 59 8Q 61 62 Ba &4 65 He 67 
69 TQ 71 72 73 74 78 7& 77 8 79 
BI 82 83 B84 85 86 87 38 89 i 91 
93 94 55 D8 97 D8 Fa TOQ 


六 回避 多 


实际 上 ， 以 下 的 方 读 可 能 更 方便 ， 先 找 出 不 超过 六 的 合体 素 狼 ， 
然后 补 上 不 招 过 两 个 素数 的 乘积 pm，PP 二 几 /Pl 

17. 当 严 > 时 必 有 Po128” 一 |， 

18、 用 归纳 法 。 

19.。 当 琴 关 站 陡 必 有 Aiom 一 1 

20。 用 归纳 法， 

21. 5 一 1 一 7 - 17. 

22.(i) 对 任意 x,Pxr) 者 是 合 数 : (iiy Po = 士 p,p 是 素 
数 ， 则 PP(xo +7p)，7E 了 。 

25- 直接 验证 。 
ada PF aafa ta asias 一 an alias+asy 
则 as= e+a， as = 24,。 所 有 的 集合 为 k=3，141,241,341}。 

25。 肌 反 证 法 及 不 可 约 数 的 定 疼 。 


S18 


26. albpyn= (1-ax)n， 所 以 ein 


27。 用 反 汪 站 上 县 合 数 的 定义 。 
28、 利 用 S$ 2 定理 5， 及 当 和 一 天 时 Un +cs， 
Per 


29.(i) 利用 1/n>laGl+lpn， 及 InGi 一 17P) = 


nt/p- D/P Dy GD D/P- DD 一 1/p<1。 
paw 
50、(i) 利用 S$2 定理 5 Ci 当 1awN 于，QGi) 中 的 Kk， 


TN) 
以 及 工 可 能 取 什 的 个 数 <1+( 1 ) 


NY TON) ee 
+ (es 由 5iD 推 出 (ii 及 Civ) 。 


习 题 三 

2， 设想 邻 的 4 个 整数 是 : 严 , 阅 +1m+a 一 1 它们 被 4 
和 除 后 的 曼 小 非 负 余数 分 别 是 ， ,7,7Ta-1， 0 二 Tj 之 4。 这 样 ， 
Ta 由 此 推出 
要 么 上 只 有 jlm， 当 mo=0 要 么 只 有 alim+jos jo=4 一 70， 当 mo 考 
0. 

4 (iD 车 21a， 则 必 有 x,y 合 2x ay= Ki 孝 7+a， 
则 必 有 x,y 使 7xtay= 1; (ii 14!2 .7。 

5. 车 e141- A 则 4 与 4 被 a 除 后 的 各 种 形式 的 余数 都 
相等 。 

6. 同上 了 上 通 . 

了， 人 D 一 Ci 利用 82 何 3 .及 第 2 题 ， 《7) 利 用 (Cir) 及 S$2 例 
3 (ri 利用 ri，5!05 一 mr 及 2 全 3， (ri) 业 信 viDs 
《7 利用 5 到 -23 一? 推出 存在 束 这 使 得 


ns/5 r nf3+7n/15=n/5+n/3+ Tn 5 A 


二 


83， 下 小 天 出 了 绝对 最 小 余数 


他 一 ] 


站 


! 3 0 


8 10 


{51} J 人 {0,1,4} {—4,— 1,0,1,4,5} 


D1} | {B10,1,3}, {—4, 3, 2 10,1,2,3,4,5) 1 


| {0 | {fe D {4,0,1,5} 


| {1} 


i 
| nt {i110 了 | 人- 0153) | {4 3 2 ~ 1 0 193 0) ! 


9。，(D ,i), (iii) 利 用 353 定理 1 及 第 5 题 ;Ci) 肝 (DD) 及 Ciii》 
推出 -。 
11. CD 7=0; (> j=1, Ci /=8 
12. s=7, f1=1+(Ci-1)3, 
ji Da, ls Za。 
15。 利 用 第 14 题 及 还 明 $ 2 定理 7 的 方 站 。 
18. (qd) 1535625= 3 .5!。7°13 
1158066=2， 3 7 13。101， 
82798848= 25 » 35 。1135 
81057226635000= 2 . 3. 54.73011?.17*23.37., 
,77 | 27. 
、 利 用 8 3 定理 1. 
利用 第 20 辣 人 iD， 找 一 垄 数 与 和 1 1/2+ +1T7A 之 积 不 


利用 第 20 题 (ii)， 及 上 是 

上 ae = 2runacay=2rms 2 十 mi 2 寺 ma， 吕 必 丰 aa， 
a= 2rm, 241m, 
， 利 记 上 是 ， 
- 设 严 六 1 :mt tm+tr) = Cr +1) 
“2m+1072=n。 rT 和 2m rr 的 奇 和 性 相反 ， 这 就 证 明了 必要 
性 ， 当 n=2* on 和 247 1 时 ， 阁 2*1>n， 取 ?= 一 !， 
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1] 题 的 


2 =240-05 车 28:1n， 取 r=2*1-1，2m=n 一 7, 就 证 明 
了 充分 性 。 

27. 分 4 一 0，23b 两 种 情形 。a<z 时 ， 仅 当 a= 1 b=2 时 
才 订 能 在 28 一 1|l22 二 1 4 时 ， 设 a = 9b+r，0< 
2 ~ 1)2° -1< >22 一 1127+1。 

28。 仿 列 5 的 证 法 。 

29. (iD 3: (i) 5 Cii) 1,9,4; 1,2,—3; (iv) 1,3,9,5, 
45 1,3, -~ 2,5,4. 

30。 (i) 找 出 3 被 13 除 后 ， 可 能 取 和 到 的 绝对 最 小 余数 ， 

(ii 把 QD 中 的 3 换 成 44， 

31. 套 夯 53 结束 时 的 讨论 . 

52. 证 明 : 292 2dao 1 被 4 除 后 所 得 的 最 小 非 贫 余数 各 
而 和 狂 - -2 被 4 除 后 所 得 的 最 小 非 负 余 数 必 和 以 上 的 上 个 


-个 梳 问 。 


习 题 四 5《I) 


i 2 0) = :+1 +2, 3, +4, +6, +12}, 


Cy 120,28) =- i+, 


(Hy ZOD. - 180,495) ~ 


《iD WR: ER VY, ECG， 
BRO): Es) Ha Lb, 
BC 


)》 Za,b): (Cii) 
及 (iv) BL2B) = 


-by at ap) 


de dla->die sb,dlam>dlb， dla—> d= 主 1, 所 以 
= 1 .成 用 第 3 是 (iD 政 kayb) = (4,a 45)。 
5。 nr 1 Di 71)= Cn17r1,—7)= (1,~7)=1. 


te 
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虽 。( 访 《28 12 一 =(3TT, 一 2 一 《1 一 2)7=15 


GD C2n,20 17 = (2n = 23 


Gii) < 2)) = (ns2ky。 n=2e, (kn,2k) = 
(2ak, OY = ols n= +] | 时， = (2ak +k,2K) = 
Ck, DRY sk 


Cry -Tt+n+rD=a-I:20+1D=n-13)=3， 当 


n=3k+1l; =1， 当 n= 3 -15x 


7. [a 
=[a,b], 

8. 4= k++ 人 2, b= d+ 

9g。 总 可 稻 出 世 =xu 二 入 = 54 三 ，Xy18 汪 为 整数 . 演 利 
用 第 3 兆 (iv)， 

10. (i 由 2 全 3 佑 ， 帮 2 Pit， 央 8] (6) 营 dlee， 
dlb, MN dlacx thye=e. 

11。 必 有 或 数 XY 履 合 2*x+by=1, 

12.(i) 充分 性 : 设 1=+g， 皮 x=g，y=(94 (ii) 充分 性 ， 
设 !=349?， 取 x=g，y= dg。 

13, Caf10,5/10) = 1 Ca/10,5AI0I=10。 Qa/10,5/10 仪 可 能 
最 值 1:2.5,10， 有 凡 满 是 二 述 条 件 。 改 得 下 天 


a Cd) Lab 


Caby, Pil,a=b = (a,b) 


15. Car tists07 DD = 1 AO HA NO cL0 = 10 Vs 


bn:eVI6 仅 可 能 取 值 1,2,5,10 并 满足 上 上 述 两 条 御 。 有 三 种 可 能 
定形 “i sf10 -9/10 -270 这 不 二 能 ; Ci 二 个 中 有 两 个 机 
等 ， 赴 : 知 另 “个 叭 -- 移 定 ， 它 作 是 :10:10:1}，15.5,2}， 
{2,2.5}, 71,1,10}, 以 及 起 次序， 共有 3 .4= 12 组 解 ， (ii) 
三 个 两 两 不 行 拘 可 ， T1052}, {10,5, 
13, {10:2.1}, r 序 ， = 24 织 解 。 把 鱼 
个 数 摘 线 10 ， 上 其 有 36 组 解 。 - 

18. Ci) 2599.126] = 18T11,14] = 27 .87.7 
I0 题 CD Cii F182,1687]=211[2,7]= 


2015394040000~ 中 第 一 个 能 被 4,,-…， 及 4 都 整除 的 


18。 C 4 WY (nd) 设 cdr 是 小 于 


dd 


习 题 四 (>》 


1. a=pe bpb), (2D) 7 (6, .7) = 1 {Cabsp 一 


Pa Pn) ~ pe (Cato sp) = pa ~ pO sp3) 


eb) = ppas ,by = 


2.a=pa b= pb Cab = 1, 
PDP.b) = Fn, 
《as 
Gas. by 
3. Ci 不 碟 
Ci 威信 Cab (Cb) 0) = (a ,0 = (a6) = Ce, 
bs 


4a=6 = 1 


或 例 63 


” 
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(Cy) 不 成 立 。&= = 4 

(YD 或 立 。 见 网 5 或 贷 6 

(vi 焉 宇 。1aa ,有 2 = ap2/0a 05)=ab， /Ca, 扑 ?， 节 后 一 
和 亚 几 到 了 


香 用 (vi 

(Cix》 成 利用 例 6。 (az .ay b= (Ga.52) .aby = C06 
ab) = (Cab (rb) 

Cw 过 并 。 (4:4,0)= tabaron) = Ca bs 


d=5, 4=2: 


Ci) 戌 六 TCI, 
4. 例 5. 
5 设 避 dfe，(7,d)=1， 赐 


6， 用 归纳 法 证 提示 中 


co Sr 十 下 六 


TE 


20s20 


32e — cnsoima) ， 


21nB，fa(x) 的 常数 项 泡 


— Deosa(casCo 

也 及 237 时 六 GD 的 沼 数 项 
土 2。 再 利用 上 题 。 

7. a= ctesdaprn)，aldabgpna， 所 以 虽 古 。 关 渣 有 = 《da- 
aCdby 1) = adZ。 CD sd db = 1 = 册 于 十 攻 ，| 玉 

: 由 nlab, .E ; Cm5B) = 卫 挫 
出 nn。 这 结论 

8. (iD Cdsaby= Cd a) Cd (d,sa) ,baftd, a)) dad/ed, a 
b= 《4,09(d.6); (iD 简 几 GG)。 

9, Glasmam dn) = HLa ,dls 
Co 

10. (iD [as=LTaspc]= Tab/Casb) sec] = abe/ av, 


an) = Fa 


(20D)s 
Gai) 由 条 件 可 得 (ab ,besca)=3。 用 人 DD。 
原 式 等 价 于 
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abd) he a) = ala bbe bb, 0) 
Cea ,oesa) Ca.b)), 
上 起 看 连 = Cab ,pzasapeypae ci,abesezayasesabc)， 面 左 过 
= (ba 的 yetas6)Jcsay = ab mcavehd) Gera) = Cabe sad, ae ba, 
0a)。 以 相 竺 。 
12、 上 题 第 


ERs 


A =e ab be cea). 
J= abla/ asb) ,Cac)) = (a,b) Ca, 
oa) tanbseD = (asper(ase)) = Cab,be,eay/ b,c 再 
利 放 上 题 。 

14. Lascbse) = att /abe Casblstesed) = Cab/Ca, 
aod ae) = ten .bese Ata,ye) 村 利 用 第 12 题 、 

15。 Ci 利用 第 13 Ce:bsF8ye]sesyg) = Cay., 
Deseo, CLasteis Lb, es Eee a,b sy, CasLe,cd)d = [4,6), 
{b,cY Cea 

Gii) 利用 第 10 题 GD 及 第 12 题 。 

16， 利 用 例 $ 。 

T18.。 Ci) (ap = 1T< >p7a 1 
(Ca) 利用 例 3， 及 人 D- 

19。， 惠 用 第 13 题 ， 总 定理 11. 

20， 用 归纳 味 证 第 -- 部 份 。 上 从 仿 同 上 是 

21， 战 见 具 归 兽 七 2 十 严 . 设 详 的 衣 小 过 因数 是 P, 必 有 PT 2。 
国 鞍 ，Pl2m 一 Lp 一 开 j 有 P1271 1。 而 5 契 吕 的 
设 小 素 国 数 知 ， 推出 1 天 河 。 

22。 不 妨 谈 (xn = 法。 车 d= 
Gemeenteny271， 毋 有 索 数 P14。 设 15,70 分 别 是 ?14i:# 二 4 的 
最 大 指 际 ， 轩 plai， tn P15， 了 >jo， 我 们 有 5c:,-;o= 


t2 


“中 恰 有 ps 个 2 可 


人 caibj。 因此 ， 推 下 Piasso， 这 和 祝 艰 


[EE 


525 


25. 设 是 产 的 最 大 正 除数 使 得 (c,4) = 1， 证 明 (& +bc,m) 
1 设 d= carbesm)， 由 (abc) = 1，dla+ac 推出 (d,a) = (as 
se)= 1， 用 此 及 引 lm | 严 推 出 和 | 和 。 由 于 (aeco) = 1， 所 以 由 
5 的 最 大 性 推出 4= 了 1。 

24. 不 妨 设 (fa.8)=1，a>>b。 若 a -brjartb*,， 则 
UD, 

25,. Ca -Bab y=nar lr Ata by nbn!t+ Ba bp), 
全: 如 为 两 县 数 。 所 以 (Ce 一 bj/ C4 一 的 ,a 一 Bb)= (nn!, eb) 
ab ed -nant, nb ,a bb) (nw, br ,a—by 

26。 (i) 不 - - 定 证 341= 11*31= 就 滑 足 ; 

《iiy》 设 2” 一 -2=2(2"# -1)=2Ar2" - 1): 

Ciii) 161038 = 2»73°"11038, 161038—1 = 3:. 29。617， 
73|2° — 1，11031228 一 1. 

27. CG) 31+ 1 一 1。(Cii) 设 吕 =qge9kg，qis9x 是 琴师 
不 局 的 素数 .和 戎 9: 一 下 壮 一 十 ， 则 寺 是 绝对 伪 吾 数 ， 由 
此 推出 561=3 -11 -17 十 元 对 如 及 (iiy 。 

28。 用 归纳 法 证 3*|23* +1， 天 = 2，。 

29. (Ci) mjam i2<=>2" F121 = 2t- +1,K 是 奇 
数 。 一 1|2"+1 寺 > 2 +122r2+1=2nn+1， 用 十 nm 一 定 足 
锁 数 ， 所 以 上 是 奇数 
消 是 (让 中 的 
30. n=2p， 总 奇 素 


li 


cil) n= 


两 个 条 
煞 ， 邦 满 中 。 


习 题 四 (HI》 
2. 存在 xo 加 使 pxo= co+1。 x8* ala tb)etat (rn 1)6) 
二 axo(axo DweetaxyT Cn1))+C4， 有 AA 为 一 索 数 。 出 上 比 及 
Caro in 1) clnt,(6,x0) = 1 即 得 所 由 结论 ， 
符 在 (Cas,5:) = 1， 则 结论 成 立 。 若 对 任意 的 ,i、 避 有 
《C45094) 六 1， 考 虞 (a40)，(>1， di|m， 所 以 di 之 1 只 到 


ni tavax 
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有 限 多 个 值 。 因 而 . 必 有 有 无穷 了 钥 列 4 sa 入) 


一 如 = .0 


合 ， 
4. 
5。 有 出 例 9 的 方正 。 

6 C9 车 ab=0 maoeardareaprm 起 总 牧 环 小 数 D， 
则 08ag/C10* 一 49, 所 以 C2,10》)=1， 反 之 ， 
期 必 有 下 使 5110* 1， 因此 4/5=4* A/C0* -1)= 
- 2， 即 a5 起 纯 特 全 小数} 

Wii 由 上 下面 (i)》 的 论证 就 可 推出 . 

7 Civ》 107 cafb) = 全 +aay，0<aicb。 投 利 岂 上 题 。 


习 题 五 
1818 + 1768, 1819=1768 $51, 1768=31° 
34=2-17,。 所 以 (3587,1819)=17, 


1768) 1768= 373+1810 ~ 36* 1768= 35* 1819 — 36(3587 - 1819) 
= — 86° 35871 71*» 1819: 

Ciiy》 (2947,3997》=7 了 = -87 + 3997 + 118 ~ 2917s 

Giiy ( 1, 19997=T= 522，4999+2353。(《 一 1109)9 

Cy) 《15,21)=3=3.。15-2 .2I， {3,-35)=1=3*.12— 
35。 所 以 ，(15,21, 一 35)= 1= 12(3+ 15-2°21)-35=36°* 15 
-2{+ 21+(~ 35)s 


30= -3.210-2-(-330)。(30,1155) = 15(2, 
一 38* 30+1155。 所以， (210, 一 330,1155)= 
2 C0-330) +1155= 114" 210 +76° (~—330) + 1155, 


数 注 进位 胡 泌 ， 不 起 
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2， 设 4= (ma。A=ae bl, B= (om -bmyan br) 蝇 
太 |B， 不 乱 设 f= nx 一 ny， 于吉 和 # 可 交 
置 ). 


amz = Aan 4 EY 


am bm hany 一 为) Aany, 


所 以 ， 吕 |Aans， 册 此 及 (ap = 了 1 推出 B14。 
8. 由 史 的 递 扒 公 式 证 明 : 半天 这 1 村 ， Veo, 
3. Hoci 的 上 多 
10. 对 用 类; 纳 法， 通过 依次 [ 世 较 tyaVj 的 关系 ， 找 出 现 


律 。 

11. 912901 一 1。4123900 一 1 所 以 219-1. 出 此 及 9 是 
奇数 排出 9= 2kp 二 1 

12. 2 一 1 的 未 因数 必 为 9=228+1。 以 9=23 试 除 得 21! 
一 1=23*.89。223 一 1 的 素 因 数 4 必 为 468 上 EL.(233 一 TD <433， 
以 47 139,277 等 试 除 得 2 一 1=47 178481. 

13. 22 -1 用 二 进位 表示 答 好 是 p 个 1， 印 1…11， 共 了 
位 。 

习 题 六 

1. 推论 3 . 

2. 荐 p" ig， 则 Pp**1abed。 因而 Pp” 党 少 整除 ac ,bd 中 的 一 
个 ， 册 此 及 Pp" fac +b4d 即 得 plar,， 2p" ibd。 

5。 利用 推论 5 或 网 1 中 的 证 法 . 

4. 利用 第 工 题 方法 - 设 pn. 分 情形 : (i) Pla, (ii》 pTa, 
pla—bs Ciii) pta, p+a—b, 

5 ap Hat) = Ds + 1 = 0. 
必 有 01=1，02= 2 m=。 所 以 最 小 = 2 

6。 (i) 分 别 汐 4=2,1， ,2.24,， 相 应 的 种 是 
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38CKz2) 时 ，oCoa ae 汐 抱 解 ， 
7。 利用 $6 成 (7?)， 式 (8) 主 。 或 利 不 窟 


8 时 第 了 是、 证 G0 时 ,注意 下 27 [4/2. 
宇 人 
9。， 利 用 式 (7)。 


10. G00 = 下 工人 站 DC -DD, n=pemps, 
了 

11. 利用 式 C2)。 

12.6.28。 

15。 直接 求 21 (2 一 1 的 除数 和 ， 

16。 证 有 昌 必 有 k=1。 

17. 设 m=27Tim 21m rr1l。 2m=0(m)= (27 -1) 
ret)。 设 cn = my +kK， 得 m= C27 -Dk。 利川 上 是 

18. 利用 第 9 题 。 

19。 利用 撞 论 3 。 推论 4 ， 及 组 合 公式 。 

20。 同上 题 方法 

21. 设 #= 训 一 J(x>y 守 0) 的 表 法 个 数 为 了 ,由 n= (x 四 
D+， T= 的 不 超过 V1 的 正 除数 个 数 ， 

22. 车 log: 10=a/b,， (a,0)=]， a 这 >1,01, 2*:=2*5s。 这 
不 可 能 

习 题 所 
bf/a=[p/al+ {db/a}, be ba]a+faAaie， 这 给 出 了 带 
法 (33 定理 1 ) 的 一 个 新 证 明 。 
2. b/a=2b/a- br/a=L2b/al -Lb/al+ {2b/e} ~ {be}。 并 
{x}<]/2, 
3B， 《xy} 与 (x 四 之 间 大 于 、 等 于 、 小 于 均 可 能 出 现 。 
等 价 于 [LA2+ {X= [2{x)]。 然后 对 ix} 分 情形 过 
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5 不妨 股 0x 之 1。 必 有 整数 k，0 志 kn -1， 使 Kk/nsz 
XD AR。 这样 ， 易 证 等 式 两 边 均 笠 十 x， 第 4 题 是 本 题 的 
特例 。 

6， 用 上 余 数 除 波 。 

7. 利用 定理 了 的 Gv) 和 Cv}。 

9， (Ki 利用 第 4 题 ， 定 型 1Giv)。 当 ce=8=14 咱 第 二 个 
不 等 式 不 成 立 8 

ii》 充分 性 时 (人 。 当 部 有 时， 取 a= 左 = 1 + 不 
等 式 就 不 成 立 ; 当 和 全 时 ， 斌 严 =KEr+r。 尖 =0， 则 起 2= 
=1/C2D， 当 2jK; 到 x=B8= (Gk--D/(kn)，, 当 21k。 车 ?>0， 
取 &= B=E/m, 

10。.。 (iD 族 有 整数 x ， Gi) 满足 2{x}<1 的 实数 x; (iii) 
lx]12/11; (iv) 10/11 坟 x 之 1 (Cv》 原 式 等 价 于 2[xc 一 1 2 
= [2CGx 一]/2)]， 出 三) 知 是 自足 2{x 一 1/2}< 之 1 的 实数 x， 邮 满 
是 1/2 志 {x}<1 的 实数 x 。 

1。 利用 定理 1Civ)，。 

12. 利 上 月 i5 的 性 质 ， 包 括 上 题 。 

15.(i》 先 证 了 

[OBI (OA3 tm CF Dn, 
Br 3 -Dm 3 + 二 

-3 DTA tm BD 
再 利用 归纳 起 证 ， Gi》 用 反 证 菇 。 车 结论 不 成 立 ， 则 有 下 整数 
注 足 N44Vn+rl<K VR+tYVA42。 这 等 价 于 n+1 之 
CK 一 nD?sen+2 及 K>2w ,由 此 推出 必 有 KE*= 4n+8, 这 不 可 
能 .举例 说 明 [8&7 + 和 = [8/R Sn 的 就 不 -- 定 成 立 。 

14。 数 列 [9j ,529],…,[n9] 愉 好 在 Ln6] t1 个 整数 ，0,1,2， 
一 ,L309j 中 取 值 。 

15。 用 贫 1 的 方法 ， 并 注意 图 撒 的 对 栎 他。 
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16， 同 上 题 方法 ， 
17。 用 向 开 的 方法 ， 及 图 形 的 对 称 性 。 求 站 的 过 场 公式 时 以 
CAs 代 LCVS， 由 侣 得 的 近 何 公式 为 
© 入 Us-[LC]<M<C 2D) 1s. 
1 和 zc 1 le 
内 《这 》 得 的 近似 公式 为 
aC BY Us-c-avw5<Ms2C DY LC+t2V C1, 


[EE 125 6 


所 你 知道 的 办 站 去 计算 公式 中 的 级 数 的 渐 近 公式 。 

18。 用例 1 的 方法 ， 及 图 形 欧 对 称 性 。 

19。 2516|16231。，330816235， 6°°1623!1, 12°*|6231, 
70'%16231 

20。 即 求 10 整 除 1201 的 最 高 次 寡 ， 也 就 是 5 整除 120! 的 最 商 

。 所 以 有 28 个 零 - 

21。 不 成 立 。 

22. 919 ,74 1P。132 17。19 .23 .20。3I- 


23. (iD PP=2 时 ，e=n+ > [ny/23]，p22 时 ， 
e= DLn/pils 


(iiy p=3 时 /0，p2 时 7= Go2n7pi]- [Crypr)- 

3 不 姑 设 8 天 0。 设 sp =ei， bp es, 推出 ecs = be， 再 利 
用 条 件 ca. 人 = 1 芭 很 alroblcas 

28。， 利用 -[- 题 

28. 

29., 


尝 证 准 任 一 素数 ， 和 有 


So 1 
Faypi] Dnij+t Din/pt]. 
了 1 i 
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设 严 =Pce，P 寺 ce。 妆 7 时，Fnmnepiis mp/p 当天 ， 
设 训 = 9jDi 0 0 并 03 -我 们 有 
Teamypi= n9j iaryApi 了 = nrrmypi]+ Cntm/pi}], 


由 此 疙 fmy/p = {eyp 1AP 推出 


Drm/pi sn Tm/ + DLn/pi]. 
Ee 


i>! jl 


合 起 来 即 得 所 要 苦果 ， 本 题 几 排列 组 合法 证 简单 。 
50. 利 诈 第 9 是 GD。 
31， 当 n=p*,p 索 数 ， 晤 大 公约 数 为 n; 共 它 情形 为 1。 


m= 的 情形 ， 证明 中 (), ssesn 一 1 及 p14( 0 ，)。 不 维 , 用 
反 证 流 ， 营 最 大 公约 数 d>1， 设 P14。 由 于 dh， 可 设 = pknma， 
i 
p+ 之 1， 证 明 ， p+( ，。)， 推 出 六 盾 。 
pt 


邓 . 设 prnt， 由 公式 e= BCLn/pi 知 , 当 n<p 时 ,e =0; 


a 
可 看 届 a=P， 


当 Pnp! 时 。1 二 e< 一 ps 
当 Passn<pt 半 .pz2+P+1] 
a=p+p-2,， 5+7 一 1，P*Y+ 都 址 满足 要 求 的 数 . 
续 下 去 就 可 定 出 所 有 这 样 的 4. 

54. 利用 习题 六 第 1 题 的 方法 ， 分 p18，p14b 两 种 扩 肛 ， 太 
应 用 习题 四 (LL) 第 2 题 。 

35，Qi》 人 先 分 咖 证 ex 两 毅 不 壬 ，5 中 1 

Gi) 王 证 对 佳吉 的 语 .n，an 玉 bs I 无 了 时区， 必 座 
0 一 了 使 RE 训 GDAmM， 然后 用 反 进 法 证 明 ， 车 有 这 
样 的 rn 使 2m= 如 ， 则 必 广 ! 1， 笃 出 着 后; 

Ci 证 明 当 0 是 正 无 时 ，4as 取 到 全 部 正 整数 ， 对 任 
一 下 整数 乓 ， 必 有 唯一 的 mw 这 1 及 1， 使 

mo ERTm + a), 


不 等 ， 


i 
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no ta DKAn(l+ 1 
多 而 有 
tim rn-2) (tao DAKO ) An rn +a LI) ， 
复出 关 = 到 + 一 TI， 注 意 到 ma 成 mae<n 有 和 且 仅 有 有 --… 式 成 立 ， 

论 推出 天 二 各 二 ing 二 起 十 工 眠 天 开 +neT < 下 二 上 有 用 仅 
只 成 二 ， 即 am = 天 或 如 = 大 有 贞 仅 有 有 一式 成 立 。 以 上 
分 性 。 当 &= 442 为 有 理 数 上 时， 只 要 扣 = Dn = 人间 
“aa]= [+zao 1J]， 这 就 证 明了 必 变 性 。 

38。 充分 性 的 证 明 。 罚 见 < 1， 有 1， 且 月 中 必 丰 
小 村 2。 闵 妨 刘 1 过 ge<<2。 仿 as=1+i， 就 得 
化 成 了 上 上 题 的 形式 。 必 要 性 的 证 明 ..(i) 名 有 
设 N 是 任 给 的 正 整 数 ， 以 ACN) 及 gCN) 分 别 
表 出 的 不 超过 NN 的 正 整 数 个 数 。 我 们 有 [ax]s 1 
和 of ON + DFEN+1: [hxjsi GCN), NG + 1 
+ 以 及 fCN) + gCN) = NN, 进而 得 NN+DCa!+8 D 
+2。 昌 此 及 入 的 在 全 挫折 t+h 1=1, 车 /4 . 
数 ， 站 B=v/tw 一 ,这 
就 省 现 重 复 表 示 的 下 


第 二 章 
习 题 一 
TCG) xi=2+5，xe=1-3t (ii) 无 解 。 (60.129) = 
3+25; 《iii) 无 解 .43|(903,731)，43f 1106; (iv) x1=3+5t, 
x2=1— Bt (v) xi= 1778+1969t，xz= 1266 + 1402t。 
?2。(i) Xi=7+s, xs= 一 8 二 3t，xa 一 3 一 2 二 
{ii) x =1+4s5+2t, xa= —i, xa= — 1+8ss 
{iii) 令 3x) + SXs = BxX3 一 2xs 方程 变 为 2y1 一 7y; 
= 1 3i=4+7s， sa 一 1T+2s。 和 进而 得 
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Xo TS 一 8+is+5t X= -y= -4-7s— 3t, 
一 = 05 二 2， + Bu=1+908+ Bu 
53。 Ci) 消去 xX 得 9xs- 23xs —15+23s, xa= 一 人 
+9s。 进 而 得 x + 73s = X= 一 18+73t,，s=1-t。 所 以 ，xs 
=8~ 23t, xs=3- gs 

(iiy xit=3+7?s，xe= -1-3s 直 而 得 29s+1l0xrs= 一 3，s=3 
+310，xa= -9 -29!。xi=24+70，xa= 一 10 一 3045 


《iii) x = 2xCxs x). C4) xs=0, Ki= 一 za 《b) za 了 0。 


Ya 


X= X= dt, Xs= 5 E20s 

Kivy》 x1= —1+6t, xa=1ll—7t, xe= —16+ts 

《v) 5xs + 20xs=I， 无 解 ; 

CY) 沈 得 xs+ 3x4= 150， 解 出 xa= 3t:，x,=50-t， 进而 得 
Xs= 50— 3t, xl 一 上 

4， 设 和 解 为 X=xo+t 刀 ，y = 一 上， 相 馈 的 大 解 ( 即 对 应 于 tt， 
f+ 了 所 给 出 的 整 点 之 间 的 距离 等 于 (a +53) 720。 

5。 充 分 性 显然 。 取 =0 得 x1=e，xs=9g 是 和 解 。 进而 对 
任 总 的 整数 -t 有 ft+t oki=0， 因 此，aqf+ashk=0， 于 雇 有 
Ga (elyas) | 有 C2f Cai,ea) | 7。 另 一 方面 xi =e 二 ez/(al aa)，xs= 了 
一 Qs/ 《Q,42) 是 一 组 解 ,所 以 必 有 志恒 aai (aaa = 一 eyeayaa)》 
= 刀 ;。 由 此 就 推 由 余下 的 结论 ，。 

8,. CG) x =47 Tt xe 

Ci) «i= — 1000+97t, x2= 1000— 96t. 

Ci x = 3f，xs 一 4 全 部 正 
非 负 解 再 名 上 #= 0。 

Civ》 x =1, X=2, xs=]1, 

9。 分别 表 大 、 中 、 小 
+ 4 + 2= 0. 4, y=0, 103 

10. xX,y,2 分 曾 表 1 和 ,2 元 ,5 
2y + 524=100, £=36+3t, y=2— 4 


Bt, Kl 


Gx 
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11. x,y,z 分 别 表 甲 , 乙 , 内 的 钱 数 。x 十 ?十 xz- 100，18x 二 了 
-3300，xrm10 一 2r，?--75 一 151，z=15 十 177 一 1535。 
12. 以 r，? 法 入 了 的 包 数 ， 了 每 包 * 角 . x 十 3 
12。xz 十 yz 十 3) 一 99,y 盖 +。 先 解 12x 十 3y 一 99。 最 后 得 x 
二 3, y :9， 四 瓜子 每 包 6 角 。 
岩 低 拓 的 价格 为 上 角 ， 甲 以 5 信和 # 第 洋 出 的 鸡蛋 数 
忆 为 风力 。 和 十 和 一 40， 和 十 思 一 30。52i 十 攻 X 一 -了 
一 3。 尺 最 多 15 苑 ,最 少 12 2 
7x 十 10y 一 100。 四 和 班 分 70 个 , 乙 班 30 个- 
(Ci 证 23130 一 六 /aa 十 afes 十 Bla (eye 一 (as， 3) 
二 1， aj 汪 2， (gj, 如 ) 二 1。 由 30 一 2.3.5 知 可 证 a 
156 + 106+66 =23, 23/30 一 112 一 113 


(ii)》23f30 一 gf5 十 216。， 4 一 3,91 一 1， 随 题 雹 可 有 别 的 解 ， 
但 Qi》 中 的 三 个 分 母 是 唯一 的 。 

16。 这 谁 椰子 肯 少 有 3121 个 。 五 人 依次 拿 
828 ,703,603,523,459， 猴 子 吃 了 5 个 。 

17. 《iD 一 40.x: 一 15。z 一 5 (ii) 25,2,4;24,4,3;23, 
2.8,1。 

20- rm 一 71;xz 一 22。 昌 然 5893 一 63。 1100， 但 仍 有 正解 。 

22. 浅 车 看 ,x9 为 ~- 组 特 解 。 任意 一 组 艇 ws x 必 满 过 
ga — AT a — x ar; r= EO 
Gir 
十 oj， 十 2 十 5 一 0。 车 有 非 负 解 ， 那 么 ， 益 六 sz 取 最 小 本人 负 
人 入 时 ,和 的 信 必 为 非 负 所 以 取 5 如 健 0 所 各 二 巩 二 018 入 G2 一 1、 


0 过 x 一 x? 十 gagss 丢 qs 一 1， 得 至 qsasCx 二 1) 这 6 一 2040203 十 G30 


是 的 榨 了 于 个 数 汶 


十 eax。 调 此 就 推 朋 当 cc 之 200403 一 0182 一 G243 一 8309 疆 ， 之 一 1 > 
凤 必 有 和 非 负 解 。 当 c 一 26@4s0 一 01 一 90 一 G3 对 ， 在 末 站 贡生 
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十 TI) +aseiKrz 二 1) +ehadxs t+ 1) = 2a 1.4, 


。 这 和 上 式 子 


xsxa， 则 2 
但 此 推出 atlzi + 
有 站 

235.。 一 J IoC ~yrx)"1! 的 寡 级 数 展开 成 中 y* 的 系数 。 
要 求 正解 个 数 时 要 时 论 ye 人 (gmt yagi。 


:ai aa[za + 1 a0 asl xe + T° 


习 题 二 
- 例 工 中 就 给 出 了 为 俩 的 所 要 的 全 部 本 项 解 。 记 
于 及 Ri) 二 0 训 林 介 划 50 的 全 部 解 和 正解 。 

2. 《5i) 本 原 的 有 {15,8,17}， 和 13112113}* 草本 原 的 有 : 
115.36.39}f15:20.25,{9512。1515(ii) 无 林原 的 , 非 涉 原 的 有 : 
T223j120:i122 上 《ii 无 ， = 攻 {14,48.50},{30,40, 
SSO. 450. 120.130},150,6 2 

535.0) 2 或 4 时 有 解 ; 《) 2+n 玛 81n 有 时 有 
通过 讨论 ?= me， x 一 y= y= 2|M1 + ny 得 到 方程 的 
解 。 


5. GY 1105=5°13.17, 5=2+1, 13-9:+2:,177=4, 
+ 1?， 进 而 利用 第 4 题 (i) 得 , 5 .13=8:+12 +12,5+ 17=9 
0, 3013.17=382+4 
=J1105 隐 定 民 00) 和 
诛 与 非 本 原 商 高 三 角形 . 


《TI02 中 的 天 ,rs 京 
6。 利 用 第 
7， 设 *:y,2 由 式 人 9) 及 式 (7) 给 出 。 过 长 为 dx，dy，dz 的 
商 高 去 角形 的 面积 4= dersr -st+o， 以 4=78.360 二 试 算 。 
可 知 没 有 这 祥 的 三 角形 。 
8。 利 用 第 3 题 。 
8. 必 有 21x,21<， 及 21y。 所 以 方 保 恋 为 2(y/2)?= 
Cz- x/2. /2。 然后 ， 按 定理 2 一样 i 
10. ,9,z 十 方程 (1) 的 购 约 解 。 进 而 利用 公式 人 6) ,(7)， 让 上 
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论 x:=m-s 茅 姑 =2rs 的 解 。 

T1312z+z 或 3iz 一 x 有 且 公 有 一 个 成 立 ,(x 一 zz 十 x) 一 1 或 2 
把 方程 写 为 训 = (++)/3，(z 一 和 ) 玛 六 = 《z+x) ，(z 一 x)/3, 然 
后 仿照 定理 2 一 样 讨论 。 

12. 车 x,#,z 是 正解 ， 则 x/ Gx) ,f/x ,yf (s(x ) 
是 方程 (DD) 的 本 原 解 。 

135。 由 推论 5 推出 。 

14。 (iy 共有 解 xo ,vo,z0o, 则 必 有 


-组 两 两 互 素 的 正解 zsyuy 


《ii) 变 xi .yi1z1 在 所 有 两 两 下 未 的 二 解 中 使 得 多 为 最 小 的 。 
利用 4(Cz -*i)72,(o+xi)/2) = 3， 仿照 定理 4 -- 样 讨 论 ( 本 题 . 
解法 很 多 ， 也 可 设 = 是 最 小 的 ) 。 

15， 信 照 定 型 4 证 。 

16， 利 用 定理 2 ， 去 推出 了 矛盾。 

17.， 出 此 题 知 ， 以 上 三 题 只 要 直接 去 证 一 个 。 

18， 车 有 有 解 ， 则 利用 定理 2 可 推出 第 14 是 有 xyz 尖 0 的 解 

19。 吉 接 仿照 第 14 题 证 ， 或 由 第 20 题 知 可 从 定理 4 推 贞 . 

21. x=2, y=2m, (s+w) (ew) = tm 此 必 
有 2 二 雪 =20,， 2 一 雪 =2C2m) /nn|2+m?。 由 此 推 且 ，x,y， 
2 袁 所 说 的 形式 。 反 过 来 ， 直 接 验证 给 出 的 都 是 解 。 

22.x= (1 +R), y=kC +k"), +k 全 党 整数。 
» X= CITERDME, 了 = 二 nm， z= (1+k")n-!, Kk 


车 有 了 和解 ， 则 2 x, 设 x=2%+1, 科 2kCK + 
Fi) 25= at k+l=e, 区 Gi) k= 2 +1) 
= 成立， 2"z， 得 四 =1 工 
?但 这 和 定理 4 忒 盾 . 
着 ii》 成立 ， 设 = 277， 得 必 +1= 2 (一 247 701? 
= (2 505 这 和 第 15 题 矛盾 
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25。 片 方程 等 价 于 内 = xt+ (22-Dz。 由 此 及 第 15 题 就 推出 

28，( 人 -DGC+D=S8s 必 有 (iD 一 1 一 2 十 工 二 2 
或 GD -1=24r+244。，x+1=204，2ap (ao = 上 ， 类似 第 24 
是 的 讨论 ， 并 利 天 第 25 题 , 


3. mila—b,e—d), 

4。 所 ) 最 小 非 负 剩余 :1,3; 最 小 正 剩余 ，1,3; 绝对 碎 小 
剩余 ，- 1,1. =5,3。(Cii) 最 小 正 负 剩余 及 最 小 正 剩 余 系 ， J， 
5; 绝对 最 小 剩余 ， 一 1,1， p=7,5。5iiiy 最 小 坟 负 剩 你 及 最 小 
下 剩余 ， 1,7:11,13,17,19,23,29; 绝对 最 小 镜 余 ， +1, 土 ?7， 
tl11, +t13. p=290,31,23,7,19,11,17.13, 

7. 5i 不成立 ，5 二 7?(mod 8)，5 关 7mod 8); (i) 不 成 
让。 例如 (i) 5 让 +7(mod 8)s 《iii) 不 成 立 。 5 二 一 30mod 8),25 
二 (mod 64); (iv》 成 并 ,因为 2]4 一 8 一 >21a+b; 《Y) 成 立 。 
因为 plHCae 一 委 人 a+ 划 下 和 (apa+ 防 |25Ca, 所 5 《vi) 成 立 。 利 用 
性 质 亩 ， 设 c= (em "imod mm。 1 二 ca* 二 cb* (mod m)。 acaktl 
=cbk tis=b (mod mn) 。 

8 +2to+t (m1 +tm nt (tr Cm 1)) 

+ 2+ mo 29 rlmod mY, B21tm: ==m/2EO 


Cmod mm), M12|m, 
日 。 1 十 28 二 se dd Cm m+ + rd) 
Cmod 0 ， 当 2 /2)3 《modpn， 省 2|m。 当 2 二 呈 或 
对 | 于 碟 主 ， 站 2Tm， 有 上 村 不 成 交 。 
10. 0,1.3,5,6,8。 
12. 和 = de， 2 各 dN/2。 当 而 闫 do 时 是 大 (7 一 2)10 
《modi)。 当 而 = ds 时 ， 由 于 "n>4 所 以 员 信 3， 2 入 丰 瑟 24 六 
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1 一 2。 因此, (nm 一 2)1 寺 0Cmod nn) 也 成 立 。 这 就 证 明了 必要 性 充 
分 性 显然 。 
13。 原 式 等 价 于 9!1 + 1 二 0 《mod 71)。 
14. iy 6; (Cii) 2%== 4 (mod 100)。 21000 = 21% 一 2%=76 
Cniod 0), 76¢ 《iiiy 9 一 (10- 1 一 1]《mod 100)， 9°= 
(0 一 199==9 {mod 10) 、 所 以 ，99 二 09 二 一 1 一 89 (mod 100), 末 
酉 你 数 为 898，9" ”一 9g”=-9 二 89(mod100)， 末 两 位 数 也 是 89; 
Cv) 765 CY 0. 
15, <i) -2; Giy -3。 
17. (GD n=4: (i n=9, 
18. 2~ 4k+1=2C0m0d 8), kK=1, n=5. 
19. 0Cmod 2) < >n 一 0,2,4,6,8， 或 10(mod 12); 7n 二 0 
(mod 3)<=->9=--0,3,6， 或 9 (mod 12); ns 一 1(mod 4) < n=1, 
5 (mod 6) <> nm=5 或 11(modI2)， 以 


和 


5, Rg Cmod 12); 里 
及 2 二 7Cmod 12) 本 身 。 
20。 半 上 题 证 靶 。 

21。 用 例 4 的 方 车 证 。 

22. 车 4,b,c 满足 要 求 ， 则 对 任意 k 宇 1，ka,kb ,ke 也 满足 ， 
所 以 、 可 先 设 (Cape = 1， 及 Tss se。 由 此 及 cla-2 推出 
a= 进而 由 alc 及 (ap = 1 推 由 ac=2= I。 所 以 ， 所 有 有 解 为 
{1 lc 6 为 任意 正 整数 。 

23。 类 似 上 是 ,可 先 慨 定 (a,8,c) = 1:c>0,， 及 |a| 扫 1 中安“ 

ya=5， (iy a-b=+c，Giy a-b= 圭 2, 这 三 种 
7 Cy {lle {1 le Oi) {1. -n,n+1}, 
12. 一 (2n+1),2n+3}，7n 为 任意 正 上 整数 ， 及 i 一 1,1,2}, {一 1， 
2.3) 《iiiy {1,—1,1}, {-—1,1,1}. 

24， 由 第 s$1 例 3Kii) 推出 。 

25。 第 一 部 分 利用 多 项 式 除 法 ， 措 归 细 法 证 明 。 由 此 推出 第 
二 水 分 中 的 各 个 结论 ， 最 后 一 个 结论 (由 要 通过 比较 式 G@) 两 边 
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zx? 的 系数 推出 。 

28. 设 (DCY 一 PH+1) = Xx? + SrP 2 十 二 Spa 
+ 《JI 由 用 下 第 25 是 (a) ,Ce) 扒 出 p14,sp-。 在 上 式 
中 令 *= P， 由 此 即 得 p?|sp-， 这 就 是 要 证 的 结论 ， 

习 题 二 (I) 

2. ki 1,11,3,13,5,15,7,17,9; Cii) 0,10,2,12,4,14,6, 
16,8; (Gii》 由 式 (4D 知 不 能 ; (iv》 由 式 ( 了 DD 推出。 

5， 0 21,15,3, 一 3,12,6; (Ci QD 中 的 逢 个 数 加 13 
《iD 下药 年 个 数 诚 工 。 

4. 对 入 意 f 必 有 Kr 使 下 +K 有 二 3 一 re 
= DCmod tn), 


5， 软 产 

6. 利 衣 式 (5) 。 

7- 利用 售 复 原理 ， 必 有 了 两 数 属 于 同一 简 余 类 。 

8。 当 于 是 偶数 时 ， 以 Imod tm,2mod m 为 1， 3mod m, 
dmnd fh 为 一 纳 ,…, (一 43)mogd th,mmod fz 为 一 组 ， 把 m 个 剩余 
类 两 两 分 组 。 这 样 ， 任 下 Cm/2] +1 个 数 ， 必 有 两 个 数 在 辐 一 组 
中 ， 所 以 结论 成 立 。 

要 严 为 厅 数 时 ， 以 lmod rm 为 单独 一 组 ,2mod 六, Smod m 为 一 
组 ,Gn 一 1mod 兵 ,maaod Pa 为 一 组 ， 把 严 个 剩余 类 分 为 [my/2] 
+1 组 ， 当 有 两 数 属 杆 后 面 的 Cm/2J 组 的 菜 一 组 上 时， 结论 成 立 . 
不 然 ， 必 是 一 个 数 属 于 1modm， 及 其 它 各 组 中 各 有 一 数 。 菩 结论 
不 成 立 ， 则 其 它 务 数 必 是 依次 属于 3mod nh,5mod mn, (m 一 2》 
于 tmodmw 和 mmodrm 的 两 数 之 差 属 十 


mod m,mmod wm。 得 


Imod mn. 


9. (Ci lmod5= [| Cd +t5r mod 15s 


人 


iiy Gmod 10= U (6+ 10rymod 1208 


971 
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《iiiy 6mod 10= 人 6+10rmod80。 
or 


10. (Ci) +1,+3,5; {ii) 4,0,14,19,24,29,34,39,14。 

11, 22 -1,n—2=1, S37n-2; =8,， 3|n a2, 
当 (m 一 1,28-2)=1 风 ， 藤 少 属 于 1 个 模 n-2 的 草 余 
C22 一 21,0 一 98)=3， 藤 少 属于 3 个 措 n-2 的 剩余 
属于 CX, 苔 个 梭 吕 的 剩余 类 。、 

15。 利 州 第 14 题 。 

18， 党 (e;y 四 守则 必 有 (2 四 放 了 此 外 ,在 4d 个 相 邻 整数 中 与 
数 有 4 一 (由) 全 所 以 ,下 GD 这 Cfd) (a - pd) ). 
D3 有 BPP + .3) = $d) = $6)., 
等 于 1,2, ;Pipa 中 与 pps 既 约 的 次 ， 册 不 能 被 
数 的 个 Hpipa— (PI + pa ~ 1). 
的 交 


4 不 全 
9， 对 池 
20, Bn 

Pi 灾 Pa 整除 
21。 国 为 对 给 宏和 的 

数 恰 有 和 (no 个 。 

22. (iD 则 (pipapay LL,2 


Pipa 是 不 能 被 P,P:， 或 了 整 
除 的 数 分 其 有 Pans ,Dspis PiDs 个 


: Psspaypli 个 ,其 中 
。 而 被 六 Paps 攻 除 的 有 1 个 . 攻 
BPP2Ds) = Pipaps 一 Paps 一 Paspr 一 Pips+psfrPparp+l=(p 一 
DCP- 1 Cps ~ 1). 

Ci) 同样 论证 。 这 就 是 常用 的 组 合 数 学 中 的 窑 未 原理 。 

25， 由 第 21 题 知 1;2: ,Peepi -pk 中 与 pg 殖 约 的 数 
有 了 PepienDi- 店 个， 此 店 谱 ps 整除 的 数 必 为 apey (aypr- 
三 1， 42Deepgiy 所 纪 近 有 BCpiepip- 上 DD， 所以， (Cp 
Ppp， 此 及 由 纳 法 即 租 j 

24. 剩 用 第 21 题 〈 取 m= piewpryh=p?! pr 
(Ciiy。 
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习 题 二 (I) 


5。GD 和 式 = 3 {去}= 忆 二 ， 
Gy 和 式 = 之 六 
sr 


利 册 定理 10 和 9。 
5, 7 二?7Kj 7K) jmod 5) ,Kj 二 3j(mod 5)。 愉 要 了 到; 是 

典 28 的 沈 全 阐 余 系 卫 满 足 &; 二 37Cmod 5)。 设 k=1+234;， 得 
mod 5)。 任 取 ; 满足 这 条 件 ， 定 出 X;， 最 后 行 7j。 

7. 取 ri=5+4:1sisd,sy = 一 5+411sSfs5 即 可 使 们 及 
ii 都 成 立 。 

8 GD 成 立 . 取 第 了 题 给 出 的 完全 翻 余 系 中 的 克 约 剩 浴 订 
部 如 。 

Gi) 不 上 成立 。 周 为 这 时 必 有 (7is;,20) = 1。 当 {ri} 是 模 4 的 
版 约 剩余 系 时 ,对 任 一 固定 的 sy 由 (5; ,4) =1 可 推出 {rs +s) 
中 必 有 数 和 4 不 茎 约 〔 利 败 式 (9))。 和 但 可 以 单独 要 求 7 + 是 模 
20 的 既 约 刑 余 系 。 这 只 要 取 ri= 5i,sj=4i 即 可 ， 

3. 仿照 第 了 7 题 。 

10， 笨 用 证 明定 理 14 药 方法 .次 含 意 同 第 9 题 《推广 到 天 个 

郑 商 婚约 模 的 情形 )。 


习 是 三 

1. 4 内 要 3 nr 及 nn 没有 3Kk + 1 形式 的 素 膨 数 ， 

Ci) 谈 p 吓 的 最 大 过 因数 。 党 Pp 汪 3， 郑 么 只 疲 p?rn 及 
没有 三 + 和 形式 数 ， 就 有 PTB )， 因 而 41 (WD; 车 0 = 
2， 则 4 8， 那么 ， 只 要 nn 是 扰 + 3 形式 的 烷 数 ， 就 有 41901)。 

2. 图 为 当 2 co 时， 由 (0 一 cc 
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3。%i 用 定理 工人。FmoD en 有 有 稻 辐 
利川 定理 1 的 式 (5); Gti 由 ii) 推出。 


4. k=3 无 解 ，K=1 恰 有 两 解 ，$B(2) BclY=1, 因为 


5。 当 由 Cn) = 24 竺 ， 仅 可 能 和 3,3,5,7,13 
1 = 2013725%37%413%5， 可 算出 : n= 13.3,13"8 
2,7*3.22,7.03 5.937,5.3 2, 322 
DD fn Ci 21n,377 Ciiiy 217,3+rn。 在 (Ciiy， 
贞 讨 论 m= 2"38om, (6,m) = 1。 
了 ,2te3e55 S317,27.3*17,2*5°17,5*17, 
m=n。 设 站 =Pirwep2ry 


二 pr， 利用 多 《5) 依 次 证 其 ，24= 记 ， 


;13 


党 


7 n= 2 ,2 


8， 央 要 从 严 吧 Cr 


8， 可 设 (G: 罗 = 卫 。 坟 一 GRID ,n=arribe, ko, 

10. 车 2+ 雹 ， 则 可 肥 m=K。 考 2| 攻 ， 设 是 
n+ 大 ， 可 了 器 = (po 一 了 3 

， 由 第 3 题 5ipD 拓 5 

12. OG) MP2 $0Y=0p DP imp, $2)> 


数 P np 的 倍数 二 
0 


GiD 为 会 数 时 必 丰 和 经 约 。 
13. 1 = 了 ,2.3 T， 


14， 和 用 $1 性 质 信 ， 3， 式 (17)， 及 例 2， 
15. CG 若 pila， 风 Plan em ai 车 pi 了 7a， 则 六 


人 1， 得 而 piilasm -1 (ii 车 Pifa， 则 由 《i》 知 
ples -1 进而 有 milan-emrtarm 一 上 D 一 "一 em-*m; 若 


ip i 1 记 0: 《这 可 由 习题 二 ( 工 ) 第 18 古 或 $3 
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6) 推出 ) ,也 和 绎 出 psila™ 一 mm 5 《Ciiiy 从 人 的 过 论 可 推出 - 

16。 由 § 1 人 性质 人 及 & 王 3 推 由 。 

17, 设 /OD =anxrtoet+ao (Cf00)?= (anxzn)P 十 
n+ prh tx)， 训 (CX) 是 整 系数 多 项 进而 由 
Fermat 小 定理 得 (FrGcoDJ)7=an(xza)n TUa_iCxP)n1 十 so 十 Go 十 
DX) = 了 CD +Tpoia(z)。j(x 是 整 系数 多 项 式 。 

18. GD) 必 有 (4,0) =1， 9la? 一 1。 因 商 9laa 2 一 1 
薄 Cp,9-1)=1 虽 9le-1 车 (p,4 一 1 =P， 则 4==1(mod2p)y 

Gi 41a? 一 1， 同 ( 疏 的 论证 ， 并 注意 1 4 一 1; 

Gii) 设 s 是 给 定 的 正 整 数 ， 取 ae=22 '， 设 4 是 (a? -4)/ 
Ca 一 1 的 索 除 数 .。 先 证 Cmod 9?。 用 反 证 法 。 设 5 是 最 小 正 
整数 使 得 2: 二 1Cmod 9)。 证 戎 5=P*。 进 而 推出 pj9~1.。 以 上 
论证 对 =2 也 成 当 P228H，4=2kp* 十 1s 当 P==2 时 ，9 = 
23K+1， 由 s 的 任 避 性 就 推 虹 所 要 结论 。 : 

19， 显 见 、 只 此 证 P1067 一 1)，p 为 素数 。 取 a 一 5 人 
缴 认 可 从 (C7 一 D/AC-DD) 推 二， 当 5=2 有 时 ,第 
PP 已 证 Co 一 DA -1 的 素 了 困 数 9=25p2+I， 当 p>23 
下 1]， 尖 P=2。 这 就 证 明 丁 所 要 结论 。 当 8 汪 2 时 可 类 位 证 
例 ， 和 但 要 注意 可 能 肌理 的 41 一] 的 和 情形， 这 时 有 9=7l8~1， 要 
直接 证 后 | 一 了， 而 这 只 要 证 明 p511b? 一 1 

20。 必 有 不 整数 ze， 使 gel104。 -1=99*…9=9-(11mD， dd 
位 1。 所 以 ，a 整除 11…1， 这 里 有 ak 位 1，K=1,2,3，…。 

21. 第 一 部 分 利用 上 题 ， 末 位 数 不 是 0,5 的 不 能 被 5 整除 ， 
术 位 数 为 5 的 不 衣 被 2 吏 除 . 

2. 还 各 etm 前 思 于 这 算 故 数列，! = 0,1 2 
3 


24。 性 2 Cmod 1)。 


、 ll 
26. 式 中 的 敢 积 ={ 0 en 1 


习 题 四 
1， 利 用 定理 1， 
2.(i 用 反 证 基 ， 并 注意 p 盖 51[ 必 有 Cp- DCp-2)1。 和 车 
人 -LI+I=p 则 必 存 (p-IDIKR。 才 大: 《ii) 同 理论 证 。 
3。 分 别 对 7,#+2 利 用 第 1 证 的 () , (iiD( 耻 8=3)。 


4 1 ，Fermat 小 定理 。 
5. 了 ta 妈 ， 利 用 定理 1 及 Fermat 小 定理 。 
6。(i>y 用 hi。 海 虚 订 lmod Py ,li,7P~-1。 洲 


并 1= 了 = 说 使 总 == 一 1Cmod Pp)， 这 种 io(] < 
出 此 排出 4p ~ D1 二]1(mod p》， 和 和 定理 1 站 质 ; 

Qi 更 俩 2， 

Gi 议 p,yPr 均 为 4 和 + 工 形式 的 素数 .考虑 (2p pr-P2+1 


PIT) 丛 有 两 个 。 


。 利用 定理 2， 定理 3。 


本 
-~ 定 ， 如 对 模 8 可取; rm = -8r= -lirs=lre=3， 
2 二 一 31 一 


可 取 ， ri 依次 为 -7, -4, ~2, -11192147，r 依次 为 2， 


定 的 4>1， 在 一 个 党 全 
的 个 竹 龙 一 定 的 ， 由 这 两 点 


第 四 章 
习题 一 


(iD xl1,5Cmod7)5 (iD xa-1mod 1D; 


《iD) z=1,3,15,17(mo0d 28); (iv) xc=3y5y17，19Cmod28); 
FY x ;— 2,0,11 (mod 28)3; 

(Yi) 无 朗 ，141=8"47。 dx +21x 一 32 尘 x 十 1 寺 0Cmod 3) 无 
Cmod 5) 雍 简 ， 原 方程 变 为 ，2x? -2x? - 
DD， 疱 解 ， Cviiiy 利用 x? 寺 x(mod 7) 化 简 ， 变 为 x* + 3x 十 
0Cmod 7)，x=0 不 起 解 ， 当 x 六 0Cmod 7) 时 , 方程 谈 为 
mod7)， 无 解 。 

2.。 谨 方 程 等 价 本 44a(ax?+bx+0) C2ax + Tdar be 


I 代入. 1= COE? Cmod 3), Ke 
主 2《mod 0) 是 解 ，2 二 22*+1=: (2k + 1): 


15}, {0mod 5, + 2mod5}, 


Jmod 3}, {+2mod 5,0:n0d 5}, 


10. 
cmoa m)， 就 可 礼 辐 余 方 了 
则 可 利用 iii2 的 结 共 。 

11. 当 fc =ar 一 时 ， 令 4=mAam。， 我 们 有 


meem 


次 数 化 为 小 于 六 。 在 台数 异 情 形 ， 


ml -1 人 
ee rom 3) et e271il ar/m 
eo zp io Er 


mL md-1 
mB aitbm em SY esrtna/m 
mi " 
-Te a = Pa 及 
0, a, m) = md Bb, 
12. 方法 霹 上 题 。 
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习 题 二 
1. Cy) r=3(mod 7); (i) x=3,8,13(mod 15)s 
{iii) x Cmod 31); (Civy (20,303 = 101+4， 无 解 ， 
fr》 x=7(mod 21)， (Yi) x=62(mod 105); 
Ciiy 1001 =7:11.13. xs= ~ 189C(mod J001)s 
(rii) x — lmod 1597)s (ixy x= -4,31,66Cmod 105)} 
(x) x 一 -163Cmod999)。 
2 m= 2 -1.x 二 lrbemod m) ,然后 准 !*b 对 模 m=21 一 1 
天 余 x 一 (二 DDfitb(mod m)7， 然 后 求 殖 2 对 模 


fm= 31 士 1 的 剩余 。 


题 (v 力 为 例 , 24x 一 83(mod 105) ，* 二 52%67 二 


Ci) 79.1688== 179°104=—81(mod 337) 
(Ui) 243x--il2(mod 551), =112*184"—200(mod 551)， 
00 + 551°tCmod 2755), t=0,1,2,3,4; 

Cv) 24,.34x==I105(mod24I3)，x 一 1105.4024 一 1105.67.67 
ga3fgriod24 13) ,这 里 用 2413 一 6…402 十 1 

4. 站 =Fmayalaraslssa<a。 urs=btmodm) 的 解 一 定 是 
=p[m/a](mod mm) 的 解 ， 即 是 ax 一 一 上 mya]Cmod mw) 的 


解 . 对 。 要 ([mye],noD = 1 时 反 过 米 才 一 定 成 立 。 
23,a=6。 [23/6]=3，(3,23) = 1 押 以 原 方 各 
他 价 于 gx 21=:2Kmod23)。[L237/5]=4，(d4,23) = 1， 


gemod 23). [23/3]=7, (7,23) =1, 2*x=10(mod 23), 
jCmod 23) 1 
CH) fF12/5j=2，(2,12) = 2， 所 以 不 要 用 这 方法 。 
7。(Ciy 3xs1Gmnod53)， 3"2 一 1(mod5)， 工 《1 一 3"2)2= 
126， 所 以 x=42 是 原 同 余 方程 的 解 Gi) 5x 二 1Cmod 8 。5 
{~ D=lmod3), 1- (Cl-5{—10) = -7775。 x*= 1555 乱 
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解 . 

8 49 9 二 xCmod nD) 确定 了 g(a-0Cmod 0) 的 解 Ymod mm 
与 f(x*)=0Cmod mm) 的 解 xmod m 之 间 的 一 一 对 应 。 

9. 车 x 是 ax 二 bk《mod mm) 的 一 解 。 承 加 = (B54x0/m。*= 
xot mif asm), y= ymi/(a,m) =0) 土 1, 土 2 ， 就 给 出 了 
不 定 方程 的 解 。 


习 题 三 


1. CO) x=1+4y, dvi(mod 3)，4y=2 (mod 5)。 进 而 ， 


ylmd dD). ys -2mod5), y=1+32, 32=—3(mod5), 
2—= -1mod5), 41-2(mod15), T=—7(mod 60)5 
i) x=4t1ly, 11y= -imo 17), y=3(mod 17), 


37(mod 187) 


Kiii) m= 5, ma = 6,7 
BM = 1 (mod mi). Ms; 
Ms = 50*11= 
1(mod 11)， 


"f= 1 NM,=6°7.11 
T.T1 一 1Cmnoda6)，1.Af。 
1(mod7), 1.a4: 一 lmod ma), Ms=5*6°7 
fl(mod 11), [iY 3.6"7*IL2+5 
+5.6.11 od5 e6711); 

Cv) wd+1iy, 55V=0Cm0d 13), x—4(mod 143)s 

{v) x= 一 3+53，157 一 2(mog 17), med ID), 习 
— 8(mod 85), X= —8,77(mod 170)3 


(mod fs) 


CD x=27(mod 60); 

《viiy》 无 第 二 ,第 三 两 个 方程 妆 导 。 

2, (i} x=—1(mod 4), 2 lmod 5), 2x5=1 (mod 7 3. 
外 为 Y2=67Cmod 140)s 

(iiy x 一 1(mod 4)，2xs= 一 TOnol5)。 3xa5(mod 7), 2x 二 
3Cmaoa 11)。 得 到 解 x 寺 557Cmod 1540) 

2, X=l(mod 3), X=20mod 4) ， r=3(n0d 5)。 部 六 


一 2(mod 60), 
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4。 和 个 ?Xt 1 三 0Cmod 10) 成 立 拘 最 小 正 整 数 ， 及 售 7x 寺 
0 二 (me3 10) 成 立 的 最 小 开 整 数 中 ， 小 的 一 个 即 为 要 求 的 辕 数 , 即 
7 内 后 期 天 休息 。 

5. 没 Pp1,…,Px 是 两 两 不 局 的 正 整 数 。 考 虚 辕 余 方 程 组 ， 
Xx 二 -了 +1Cmod py), j=1,…,k。 车 襄 是 解 ， 则 Xo, Xo 二 1 
Xo + 一 1 就 满足 要 求 . 

8 同上 题 方 法 ， 以 oj 代 p3. 

7 了。 设 能 整除 * 但 不 能 整除 5 的 所 有 素 因 数 是 了,,…,P;， 满 
是 闻 全 方程 组 bx+4 一 1(mod py) ,1 r 的 x 即 洪 是 流 求 。 

8， 不 两 两 脱 约 时 不 成 立 。 


1. OG) 这 m= plioperi, 


ppsr, 


1 


Cd) 先 在 每 个 mi 中 保留 和 严 中 同方 每 的 奢 些 素数 
je 


棕 吉 的 mm 和 中 


< ， 这 此 可 着 


到 mm 和 (< 
(i x=aj (mod m)) (1 
所 向 的 解 ， 是 均 对 模 严 在 昨 

i2. {i} -Bonod 18), 32s 一 4(nod 13)5 (ii) x=y—= 
2(moq 5); 《iii) 天 Cy) x=y -2(mod 6) (YY) r=2y— 


gaod 79 ;CvYi) 站 解 。 


习 题 四 
1 CD #17 O12, 7,1,6,11(mod45); (i)e ; 
《iii) x 65°x 1H06x(mod 1143}, x = 1,3,5, X= 


2. (iD — 10Cmod 3 0) x= — 12Cmod 33); 
11Cmod 84(iv》 无 解 ; <Y) x 二 -56, ~2+25*7,8+25) (mod55 
f=0, 圭 1, 十 2; 《vi) xr=d4(mod5) (vii》 无 解 ，(viii) x 二 
23Cmod 73)5 (ix) x=2+971(mod 33, j=0,+1; (x) 无 解 


Si9 


Axi) x=+578Cmod 113)5 (rii) xs 十 (2590+4*192) = +30026 
Cmod 194) 。 

5 上原 方程 等 价 于 (x? +x+1* 圭 0《mod 75)， 进 而 等 价 了 于 
+X+1 寺 0Cmod 7 。 x 二 一 19,18Cmod 73?。( 这 是 全 部 解 ， 不 是 
解数 ) 。 

7。 由 例 t， 例 5 推出 。 

8. 化 为 (x 一 (x+ 了 二 0Cmod 7 的 同 余 方程 组 ， 办 攻 例 
4， 例 5。 

10。 先 证 明 对 素数 px?==xzCmod px) 的 解数 一 定 为 2， 世 为 
任意 正 整 数 。 

12.。 利 用 推论 4 。 

14. 设 fxz) = ansxa + +ax 上 ao Plan 尖 0。 当 ai=0 时 
绪论 成 立 。 当 aa 六 0 时 ，。7(aox] = qoCBnx to + bx+1) = GogC2) 
br 天 0。 若 9CD==0Cmod py》 只 对 有 限 个 己 = Pipeospr 可 稻 ， 则 
Pi 二 9Cpieprz7 = Tsr。 所 以 9Cpieprc 必 有 不 同 于 Pi …， 
Pr 的 周 因 数 ， 耻 盾 。 由 此 推出 所 要 结论 。 

15。 由 上 是 及 孙子 定理 知 ， 必 有 xo 使 ACxo 丰 s 个 不 辣 药 素 
油 数 , 设 为 p1,"…,P;. 这 就 证 明了 结论 六 r= 1 成 并。 令 P=piwp 3 
对 任 汪 fCxo + 了 PD 也 一 定 至 少 有 :个 素 因 数 。 三 考 处 二 的 多 项 
式 了 TD =flxo+ Pit+1)， 由 结论 对 r=1 成 立 知 ， 必 三 := 刀 使 
Ct = 了 Cxo+Pto+1) 有 3 个 不 同 的 素 因 数 . 这 就 证 明了 绪论 
当 7= 2 成 立 。 进 而 利用 归纳 鞭 ， 用 同样 的 论证 就 可 证 明 所 要 结 
论 。 


习 题 焉 
71. p= 13。 二 次 剩余 :1,3,4:9,10,12; P=23， 二 次 剩余: 
1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18; n=37， 二 砍 剩余 :1,3,4,7:9,10， 
11,12,16,21,25,26,27,28.20.53.34,36; P= 4。 二 次 剩余 :1， 


2,4,5,8,9,10,16,18,20,21,23,25,31,32,33,36,37,39,40,。 
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2. 以 2 为 二 次 剩余 的 模 p 是 ,7.17,23,31.41,47,71,73， 
79.87,97。 

5. Ki CC—B 1 = 15°=11 +13 16+ 10=-—1 
(moa 53)， 一 8 不 是 模 53 的 二 1 Cii)y 8 一 8 C3) 8 1-= 
8*5 ICmoda67)。g8 不 是 模 67 的 二 次 剩余 ， 

4, {i)y 2; 《ii) 0; Cii) 0; (iv) 0; (GY)221=18*17. 4 个 解 ; 
(riD 427=7.61. 无 解 CvYii) 209=1119, 人 个 解 ， (Y 
二 个 解 。(Cix》 45=32.5。 个 解 。 (x 539=72。T1L1。 和 4 


= mod 成 间 - 则 避让 PF 了。 轩 
—4Cmod p). 


6， 贞 条件 均 避 于 S51. 出 条 件 
(iD 和 《iii 知 Sa 中 的 元 索 个 会 少 于 中 的 元 法 个 数 。 由 此 及 
定理 工 就 推出 所 要 结论 。 

7. 《iD ,ii 利用 Wilson 定理 《iii) 央求 +2? HKCP 一 
DA27 对 烧 疡 的 剩 会 ， 用 平方 和 公式 ， Civ) HIGii) 来 求 。 

9. (i) 由 下 sler 定理 推出 必要 性 ,但 不 充分 ,例如 .m= 15 时 
余 仅 在 1,4. 但 2: 二 1(mod 15),.2 不 是 汪 次 剩余 ; 
(Ci) XaCmod 90) 等 价 于 Cx 于 5Cmod mm) ,x 衣 二 对 借 普 
的 这 

Ci) 按 "321Cmod p) 来 把 所 有 二 次 剩余 两 两 分 组 ， 并 注意 
一 1 是 二 次 剩余 当 且 仅 当 Dp 二 1(mod 4)， 

Civ) 不成立 ; 

人 Y》 不 一 定 。 例如， 对 模 12, 二 次 剩余 只 有 1, 而 5.7,11 均 为 
二 次 莫 简 人 ， 全 丰 作 3 两 个 不 同 的 数 之 积 均 仍 为 二 次 非 璋 余 ; 
2 "pileprr。{tajfanl,fajl far} 分 别 表 模 
mm ， 机 ostpo 二 2)， 模 p11 0 , 模 Pz* 的 既 约 剩余 系 ,由 孙子 定理 知 ， 
到 的 二 次 剩余 的 充 要 条 件 是 ,aoyal…:ar 分 别 是 借 pe" 

二 深 剩余 ,这 里 4 三 4;Cmod p71) ,0<31scr。 再 对 每 


个 了 .讨论 <? 二 0y Cmod p31) 能 解数 ， 及 使 其 右 解 的 4; 的 个 数 ( 利 
用 4 的 方法 )。 

10. 这 时 了 和 Pp 了 必 辐 为 二 次 剩余 或 二 次 非 剩余 , 1 所 j 所 Cp 
=- 1)72。 并 利用 定理 1。 

TT。 设 产 = pqjy 十 fy, 17 P11 一 1D/2. 时 此 及 39) 一 
[83/PJ 则 得 ;S= rj = 工 闫 -ppXLPVp]。 再 利用 第 10 题 (ii) 。 

13。 考虑 集合 {ax +ys 0sx 写 [有 .02 下 其 元 
素 个 数 = 5[ 愉 天 1+ 1 下 .用 锣 昌 原理 及 (e :全 

14。 当 于 不 是 平方 数 时 由 上 题 推出 : 当 普 
集合 fax fy， 02 有 :0 SY 一 1}， 基 元素 
+ 抽 污 9。 用 钨 景 原理 及 C4,1m) = 工 

15、 同 第 13 题 的 证 法 。 

18、 利 用 提示 ， 虽 第 14 题 知 所 考 虚 的 辐 余 方程 必 有 人 解 0 二 
1xsj， 151 p .不 纺 设 xo 二 0, 著 7 不 是 余 , 则 +z 一 
定 都 是 二 次 非 剩余 ( 因 p 二 1Cmod 4)) .所 以 , 必 有 一 正 数 ,0<<e 
证， 是 二 次 非 翻 余 。 几 于 p 三 ICnod 8), 2 是 宽 2 的 二 次 剩 侠 ， 
及 。 必 有 一 系 因 数 足 梳 p 的 二 次 非 剩余 ， 就 推出 所 要 结论 。 


7 数 时 ， 汰 虚 
个 数 = (只 王 


习 题 六 
1 一 1 一 1 一 1 一 11。 2 


2, (iD (5) = 二 有 解 G5 511=7°73, ( 


#3)- -1 无 解 ， 


iD 91=7"13.(9)-( 7°)-1.(H#)= ( 福 )= 一 有 解 ;Civ) 


6193 = 11.563。 人 5)= Le(3 14)= -无 解 


3. (i) p 二 ](mod 6)， (Ci) p=l(mod 12)s Ciiiy p=5 
{mod12); (iv)p=—I1(mod12); 《yp 一 一 5Cmod 12)3 Cvi) C100)” 
一 3 的 素 因 数 P 三 +1Cmod 12).100*: 一 3=13-769;150?+ 3 的 罕 内 数 
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P=l(mod6), 及 p=3.150:+3=3.13.577. 
4. P=+7Cmod 24), 
+1(mod 5); (ii) p=1,3,7,9(mod 20); (iiiy 121? 
5 3859,1212+5=14646=2.3.24413827+5*11*= 
7329= 3-7.349; 82?—5°11*=6119= 29.211l; 273?+5°11?=2° 
567,273? 一 5*11?= 2.18481; (iv) 由 (让 和 (让 知 不 可 解 。 
6.(i) p=1,3Cmod 8)35 (01) p=+1,+3, 090,+13(C(mod 40), 
7. (iD p=2,p=13, 及 Pp 二 1, +3,+4Cmod 13); (ii) nt— 
nr1= (no 1 + = Cn 1)— 3n2, 
8。 (i) 证 85 一 1 形式 的 过 数 有 无 穷 多 个 ,利用 Cp1*…pr)* 一 2， 
让 8K +3 形式 的 或 萄 有 无 穷 多 个 ,利用 (pi 和 pr 关 +25 证 3-3 形 
式 的 类 数 有 无 穷 多 个 ， 简 用 4(Pi…epr2+1s 
《ii) 依次 利用 3Cpiprs 1,3Cpipr)2+IC 和 和 35+1 形式 
问 ) ,4Cpi 和 Pr)2+3, (Piepr0 《prepr)2+ 区 利用 锁 了 题 (i)! 
《iii》 利 用 第 5 题 G)， 及 考 《1 一 LI， 证明 10k 一 1 形式 
用 有 无 穷 多 个 。 


39- 4 是 素数 时 成 六 
; a a bY fabN yp. 

10.。 CD pla8 结 论 成 立 jp 十 o9, 出 (全 ) (二 ) (于 ) 必 有 一 为 1 

Ci) 原 多 项 式 = (x? 一 2)《x? 一 3)(x? 一 6)。 

11. x +d= (Cx -12+ x+1) tri). . 

12。 (iD x3 一 16= (xt+4D(x 一 2)Cx*+2), 并 利用 上 题 ) Cii) 
U3 t,x — 16|x”" — 92 .1, 

3 CD C0 二 a(mod p) 《ii 由 (GD 及 定理 3 推出。 

14. (31= (231 一 42 十 1 二 局 mod23).23 王 一 mod8)， 
折 以 2 ff 工 二 0Cmog 23). 另 黄 个 辣 样 证 明 ， (Cii) (2? 一 1)(2? +1) 
=2? 10Cmod 2n 17, 及 27 ++1 二 7(mod 8)., 利用 第 6 题 (i)。 


45 必要 性 。 设 9 是 素数 。 若 结论 不 成 立 ， 则 ( 刀 ) = 1. 进 而 
553 


。 没 使 3 二 ] (mogd 9 成 立 的 
modd) 得 和 =9- 


推出 9 于 土 1Cmod j2) ,时 盾 。 充 分 性 
最 小 为 各、 4391=23n8 由 此 及 32 
1 所 以 4 是 

16，(i 利用 Baler 判别 臣 : 

Cy 利用 Eoler 判别 法 及 ( 2) = -1。 解 的 形式 可 分 天 来 
区 车 一 md mod p) 
am 

G0》 GD 的 方法 ,5b 的 作用 相当 于 CD 中 的 2. 设 p= 2tm 1 
3,3 二 2 我们 有 as sa= 二 1Cmod p)， ,及 0 ss 一 ICmod 站。 
进而 的 册 必 有 非 肌 名 歼 w 便 e re (med 有 ,网 而 有 

人 +1Cmod p)。 用 此 返利 用 5 一 1Cmodp)， 
重复 前 面 的 论 还 , 吓 推 由, 必 有 此 负 闯 数 2， 便 得 c2 npn 
1Cmod p)， 及 e2161e? -+41Cmod p). 这 样 ， 最 后 可 得 ; 
存在 非 负 整数 sx 全 nD ?Cmod 了 .所 以 , 解 xo = 土 a '1)/3 
bk 


17. CD 
| 4 | 
i i 
| | 2 3 5 7 13 i 
也 n | 站 
1 1 _ 4 
11 1 3 2 2 3 了 
17 i 4 3 3 3 4 | 
19 i 3 3 1 4 3 1 
29 . 7 5 6 站 6 | 


Gi 仿照 例 3 中 直接 用 引 理 2 证 (名) 的 方法 ， 
18.19.20， 这 三 题 的 证 明 可 仿照 引 理 > 。 
22. 仿照 定理 3 与 例 3 中 的 论证 。 

23.24.25， 仿照 定理 4 的 论证 。 
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27。 当 P 寺 3(mod 8) 时 ， (2)= 一 了.2,4,6,"… ,Pp 一 1 中 汶 二 次 
镁 祭 的 整数 个 数 就 是 1,2,…, CP 一 1)/2 中 的 二 次 非 璋 余 个 数 , 由 
此 及 习题 五 第 12 题 Ci) 推出 RD 了 = NI, 当 p 一 7(mod 8 时, 《2)= 
1. 2,4,6,"…,p 一 1 中 的 二 次 剩余 的 个 数 即 1,2,… ,C7 一 1)/2 中 的 
二 次 剩余 个 数 ， 由 此 及 习题 五 第 12 题 (iii) 得 Ri =《p 一 1)72 一 AN 
(注意 ， 当 p 王 ICmod 4) 时 ， 由 同样 的 论证 及 习题 五 第 12 题 (iii)， 
Civ 可知;,R'**= (p -17/4.>, 

28。 先 证 (ii). 设 Ni 同 第 27 题 ,Ni+ Ri=《P 一 1)/2. 易 证 : 
(CCp-1DAaI 一 -DCCCp-1)72)1)2Cmod p)。 后 利用 第 三 章 刁 
题目 第 4 题 ii) 即 得 (iii) 。 轩 Kiii) 及 2 人 5KCP 一 到 一 2P-1V2 CKP 一 
1272)1 ,就 推出 Ci ,(ii)。 


29， 四 为 ( 3) 人 人、 

350。5D 用 肥 证 法 , 若 5* + 2144? +1; 风 2 二 8,8? + 2 二 3C(mod 4)， 
所 以 如 +2 一 定 有 素 因 数 ? 二 3Cmod 4)， 供 p14@+1 必 有 ?二 
1Cmod 4 ,了 矛 质 ; 

《iiy 证 法 同 GDr 

《iii) 涯 252+31a2 一 2， 轩 于 2+3 二 +3Cmod 8)， 所 以 必 育 
素数 f=3Cmod 8) 或 ~3Cmod 8),P|28?+3. 但 ple-2, 必 有 PP 三 
土 1Cmod 8): 耶 司 ; 

(Civ) 车 382 4 40 十 2 出 2 十 加 ,352 + 4 二 7Cmod8) ,所 1 以 36* +4 
必 有 素 因 数 p 一 5 或 7Cmod 8), 但 ploa+2， 必 有 p= 一 1:3(mod8) 
(了 见 第 6 题 ): 丁 后。 

32。 x 利 4x + 上 问 时 遍历 模 p 的 

383， 以 x 一 洪 坟 xX 对 模 p 的 六 
璋 余 系 ， 


剩余 


YY 同时 遍历 模 p 的 既 约 


SE tor) S(t) 


2 Er 
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34. daf (x) = (2artB5)2 一 / A = (£)>( 一 2). 
当天 和 时 ,时 此 推出 Ci 戌 立 . 当 PA 有 :分 (人 ) = 


两 种 情形 。 当 人 (人 ) = ] 时 , 设 才 一 Acmod 1 .我们 有 


接 后 一 步 用 到 耳 第 33 题 .所以 这 时 结论 成 
兹 用 这 方法 ， 
探 愉 ， 我 们 和 es 疾 有 深 少 个 x (1 


二 次 剩余 “包括 Px? -名 的 信和 形 )， 
=y mod 号 的 解数 了 了 屎 避 


和 CD) 


八方 程 组 内 ==u(modp)- 


但 六 一 方面 ,T 林 以 这 榜 米 i 1 


utAlmodp) 的 解数 ， 则 坟 .=《1 +(“)( + (~)). 


T= a 因而 


Di 
wl 


7 ON), 
这 里 用 到 了 第 32 题 ， 第 33 题 。 由 荆 的 这 两 个 共 系 式 推出 这 时 式 
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《+) 也 成 立 ， 这 就 证 明了 所 要 的 结论 。 

5， xl-Cx2+ DAXmed 2 所 以 可 设 p>3- 若 (二 = 
旭 耻 /请 是 如 slCmodp) ,就 有 x+1 二 (x 一 (x? +5)Cmod p)。 
芳 ( 一 9= -1, 设 a,b,csd 为 待定 整数 ,要 求 满足 所 说 的 关系 式 ， 
及 aped- 这 时 p 一 3(mod 4). 易 证， 当 ps3(mod 8) 寻 ,可 取 a 满 
和 tamod py -amod pb =4= -13 当 pss7(maod8) 时 ， 
可 琅 a 满足 a: 二 2(mod py,c 三 -Almod p),6=4=1, 

习题 七 
1 GD -1 GD 1 CD 3 Cv) -1， 
2- 以 4la 为 全 设 4=2*n,0 六 2,212. 剩 用 村 反 律 得 


(coco 
(4) = EX Ep 


214 时 由 此 推 昌 结论 成 立 ，2 + a 时 ,利用 式 (2 直接 验证 (552 


= (有 呈 )， 所 以 结论 地 成 立 。 其 它 类 似 验证 。 

3， 问 上 题 的 证 法， 

4 充分 性 显然 。 必 要 性 用 反 证 法 。 设 a= 5*a1s0 才 1 且 不 是 
平方 数 ， 即 a = 土 2 "pprCao= 0,Lipi 为 两 两 不 同 的 奇 素数 ) . 
设 4 是 复 pr 的 二 次 非 剩余 。 由 提示 知 , 必 有 素数 p= Kmod 8)， 


plnmod p17 一 1 及 p=drCmod pr)， 进而 推出 (全 ) 
= -入 天。 
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习 题 及 

2, (iD Cx—1x ta) Cx +2) +7C225 XI + XI +r x 
+1)s 

ii) Cx— 1)Cx tAx + dr+5) + T(x +2) = Cx— 1) rr 
2) +7Cx3 +x+1)s 

Cii) Cx— Dr+t1) Cr Bx + ox + 4L2 — Bx — 1) + 13(x5 + Xt 
十 x3 一 X2 = Cx Crt) x+ Br+1) +13 Cx + x + x 
— XxX?)。 

4。 (让 ) 原 同 余 方 程 的 解 和 辣 余 方 程 x? + 2x? 一 x +3 志 0C(mod 5) 
相同 ， 

XS X= (x — DXI (XI + DX XI + Sr — Sx + SX) 

(二) x 二 0Cmod 13) 不 是 它 的 根 . x 一 1= (x5 一 1xs+6x! + Gx 
+3x—2x+3) 。 (x +4x5+10xt+10x— 47x* — 318x ~ 1075> + 
13(- 164x5 + 653x: — 560x* + 21x* — 92x + 248), 

5. (Dxs+x— 3=0(mod 7); Ci xt ~ ox —x+2=0(mod 5)s 

《iii) xs 一 3x4+x3+2x 一 TI=0Cmnod7); 

iy) x+4x8 一 xs 一 x+TxX4+X3+2x 一 5 一 0Cmod 11), 

6. (i)》 模 ?的 二 次 剩余 是 ，1,2,4; 三 次 剩余 是 ; - 1,1; 四 次 
剩 侠 是 ，I;2,4; 五 次 剩余 是 ，1,2,3,4,5,6; Ci) 模 13 的 二 次 剩 
人 是: 土 1, 土 3" 土 4! 三 次 剩余 是 ， 土 1, + 5， 本 次 剩余 起 ，1,3， 
一 4; 五 次 剩余 是 ; 土 1, 土 2, 二 3, 二 4，++5, 二 6; (iii) 向 17 的 二 次 条 
余 是 : 土 1, 寺 2, 土 4, 土 8; 三 次 镜 余 是 : 圭 1,… ,二 8; 四 次 剩余 是 ， 
二 1, 土 4 八 次 剩余 是 ， 土 15Ciy) 模 19 的 二 次 测 余 是 ; 1, 一 2, 一 3， 
4,5,6,7, -8,9: 三 次 剩余 是 ， 土 1, 上 7, 土 8 由 次 得 余 是 ，1 ,一 2， 
-38345367 一 8 9 五 次 剩余 是 ， 寺 1 土 9; 六 ; 
7，-8 

7，- 1,3 是 于 7 的 妇 次 非 剩余 ,一 3 仍 臣 四 次 非 剩 余 : 土 2 是 模 
19 的 二 次 非 简 余 , 一 4 仍 足 三 次 韭 剩余 。 
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9.。 X= 一 2(mod 7) 无 解 . 2= C4;7 一 1)=2*4- 《7 一 1),r=2» 
222=4(mod 7) 有 解 。 


第 五 章 


习题 一 
了 . 
= 1 -2 -1 1 2 
0 4 - 2 1 4 | 


(5)= (5) =4。 原 根 ，2,3。 


p11) =2(11) = 10。 原 根 ，2,6,7,8。 


一 5 -1 1 5 


2 2 1 2 


4 到 AC12》=2。 无 原 根 。 


CE 3 和 2 1 6 6 


a 
1 
1 

四 

他 
a 


i— 


B014) = Ald4)=6。 上 原 根 :3,5- 


| a | Ey 4 -2 -1 1 2 4 7 t 
Li _ 1 
| del | 4 2 4 2 1 


$015) = 8 天 1(15) = 4。 无 原 根 。 


| 3 


| ee | 8 I6 16 16 416 8 2183464161640 8 
| 


-8 -7~-68~5 -4-3 111234 56 ?8 | 


6 7 8 9| 


中 (19) = 4CL9) = 18。 原 根 : 2,3,10,13,14,15. 


ae(o) | 2 4 4 2 1 4 4 2 


| 
中 (20) = 8 考 AC20) = 4。 无 原 机。 


21)=6。 无 原 根 。 


-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 


- ~ i 
| g | 工 2 名 4 5 6 7 8 9 10 11 
et | 1 2 
1 


C3) 二 


Sa Cay 2 


呈 (363 = 12 隆 4(36) = 6。 无 申根。 


| oa 1 -19 - -3-113 7 911131719 


ee 


办 C40) = 16 尖 0402 = 4, 无 原 根 。 


四 | 11 -5 - 
OO - 0 
区 人 | 6 6 2 3 6 6 2 1 6 3 6 2 6 6 
t 
| 
| a 1 0 2 23 24 25 2 29 31 
一 一 一 一 
| 0 


由 (63) = 36 天 14663) = 6。 无 原 根 。 
2， 依 次 为 5,6,20,4,12,11,30。 
561 


To14 2° 93° 17°213, 
| 天 无 ! i qo ts a 
! 6,12, “pe to, 28.56| 1160。; 2 ogo 
| | 2 _ | | 480 | 
一 -一 -- -~ ! PP 


0) 的 定 久 一 一 成 (7) 扒 出 Ciiiy 向 0i; 准 而 。 

4。 直接 验证 2 不 是 原 根 , 3 是 原 根 。 

5. 24=11,27H,oar(a)=6ia=7,37 时 ,saCe)=6。 

86. 车 《resm) =1,x?xI mod my ,Criril) al(mod in), 
法 和 3 对 楼 w 的 指数 为 5, 则 61Cn,BCm))， 所 由 6 = 1;Mx, ry 
{mod 1), 

?7。 充分 性 显然 。 车 4 去 1Cmod p) ,1Cmo2 D) ， 则 必 有 有 as 
一 1Cmod mp》 好 必要 性 成 立 .对 台数 模 条 件 不 是 必要 的 .04s( 二 5Y 
= 2, 

8. 出 6p(4) = 3, 可 得 4 
Ll+tasllmodp), (1+a 
二 一 1Cmod p)。 因 而 有 56pC1+a)=6。 

98. 由 一 1=6m(9) |@Cm) 扒 出 G4) = 澡 -1; 即 证 。 

10. Ki》 用 Pasa -iplar m1= Cae 一 Ca 1) 即 得 ， 

Gi 由 (得 (- har/ 二 -1(mod p). 设 h7 = 6y( -a)。 
我 们 有 和 /2= 8p(02) = Gp(C~ a = 和 VG,2) 由 此 及 色 / 关 和 记 基 
得 A = 

fiii) 这 时 (- es-=~ana/as1(mod 户 . 帆 此 及 (说 的 论证 好 
得 和 和 =/2，。 

-由 第 I0 题 5ii) 推 出 。 

12, 性 由 第 10 题 G3) 推出 。 失 6p(-9)= p19/2， 

则 930 人 2 一 -1mod p)。 由 此 及 G59)/(65(9),2) = 6pC9:) = 


过 土 1Cmod PpP) ,2 +a+1T0Cmnodp) .所 
让 lI(mod p), (C] +a]s 


t+22a+t+a 


562 


6 一 0 =8p( 一 9)/(5p( -9),2)= (p 一 1)/2 就 推出 9 是 原 根 。 
13. a= +t, 2 1 
必要 性 。 当 a 二 土 1Cmod 8) 队 ，4?” “二 1(reod 2 ). 完 分 
三 章 §3 例 2 证 明 、 
GD Palas" 一 1 所 以 65,C2)12"*! ,由 此 及 Fa 二 2*" 一 


就 推出 55,(2) = 20713 
ii) 8z(2)16r (2) = 2" , 没 5p(27= 20 ,dE <n+1 pl2"— 
p12 I， 营 d<n， 则 p12 -DG +D， 因 询 
p1224 ?+1, 这 和 Fermat 数 两 两 既 约 ( 见 第 一 章 §4 例 1(Y)) 蒜 导 ; 
Ciii》 出 GD 及 spC2)ipz- 1 推出 ， 
Cv) 当 mr1 时 ,2 <227 
fy》 设 a 是 二 次 非 剩 余 ， 藻 不 是 原 根 ， 设 其 指数 5= 2*,kK<< 
2 。 因 币 :am 7 (mog Fe，e 为 二 次 剩余， 了 矛盾 


《站 和 (全 全) 人) 人 


(于) ,直下 及 Fas 二 FaCmod 7 推出 ( = Ge )= -11,21 


他 )=( 主 )= -二 当 21#。 所 以 用 (v) 扒 出 结论 成 立 。 


16。(i 2 二 1Cmod pn). 具 要 证 2? 寺 1Cmod p) 及 3? 二 1](mmod 
站 出 于 p>3 第 一 式 成 立 .下 29 一 1Cmodp)， 则 2 一 2(Cmodp)， 
浙 以 2 是 异 p 的 二 次 熏 余 ,rs= 士 1(mod 8)， 但 现在 p 二 3(mod 8)， 
太后 

< 和) 回 CD 的 论证 
7 一 1,3(mod 8)( 第 四 况 > 
开 


次 剩余 所 以 


LfEP= 1mod8), 


《ii)》 机 (让 的 论证 .有 
pl(mod 8)( 风 第 由 总 习题 六 第 3 古人 D)， 但 现在 4= 1.P 
4 二 8, 仅 泊 有 R= 31+[ 时 才 存 p 二 1Cmod6) ,而 这 时 9= +3 六 3 一 


定 不 是 素数 ， 耶 盾 - 若 - 4 不足 原 根 ， 则 - 4 是 模 的 二 次 剩余 ， 
到 -1 是 二 次 剩余 .Ps1Cmod 4) ,但 这 里 ps3Cmod 3): 子 盾 ， 

(iv 范 ? 不 是 模 P 的 原 根 、 别 24=I(mod p》,2: 二 1Cmed 7 了 ) 必 
有 -成 立 . 第 一 这 显 见 不 可 能 . 普 229 二 1(modP)， 则 2 modpy 
了 或 2 二 -1i(mod n)}， 所 以 ， ~ 2 为 模 Pp 的 二 次 剩余 ， 国 由 
十 1,3Cmod Ri。 但 现在 pr-5Cmod 87, 闻 后 

17。， 好 第 15 题 (Y)。 

18，w(P)=29。 模 p 的 二 次 剩余 一 定 不 是 砂 
《mod8) ,所 以 一 1 起 二 次 韭 简 伟 , 设 4 才 一 1Cmod p) 是 = j 余 . 
ax2r-a9q 一 -1Cmodp), 由 此 及 5pCa)y|129 推出 55(a)=20， 明 
4 足 原 恨 。 所 以 模 六 恰好 有 44- 123 个 原 根 。 几 p 三 一 1Cmod8) 

2 ， 本 a -3 -< 
知 ( 2 = 1 设 4= 代 +3, 由 泰 数 4>3 知 3fk。 因 而 (号 )= 
一 7) = (可)=1. 所 以 2,3,4 均 为 二 次 利 余 ,因而 ,一 2， 
一 23. 一 4 雹 是 二 次 非 镜 余 ， 即 原 根 . 

19, 设 R=4+Atd0&d<4。 由 假设 及 afbsm 
二 lmod mm) 则 证 。 

20.。 Gi) 由 上 题 推出 

(ii) 设 plar +b", 医 pla 或 p=2 唱 结论 显然 成 立 , 若 2<p 
寺 a, 则 pie" +1; cab 1Cmod 7D). 设 4 古 使 ce* ICnod p》 成亲 
的 最 小 正 整数 , 则 24 是 使 ==I(mod p) 成 立 的 最 小 正 整数 上 . 
所 以 4ln 及 p 寺 1(mod 24). 车 4=7, 则 p=2n%k+1s 车 4<n, 设 
= 2877 ,2 十 "这样, =254 ,2 二 27， Kc 志 ,27 rn ， 本 有, 刚 
can = 1Cmod p). hilh, C0 YF 41, Cer YN +1)=1 
或 2. 这 不 可 能 。 所 以 必 有 天 = 天 。 

“ii 由 (ii 锤 出 。 

21。5mkKa7=(《smCa)ceyvdo 

22. Cm cas) = dma) /46m ) = So)/ 因此 ,8m Ca:), 
mpa))= 1 《ii) 利用 GD 及 SmnCtezp)z) = 6mtab)/ (Om (Cab) , AD. 
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25，(D ps lmed 全， 所 以 给 有 有 了 商 解 二 xz (二)= (se)- 


各 )=1 的 充 要 条 件 是 1=x09 7 一 x0? 二 #3(mod py)， 所 以 


di 设 4 是 二 次 韭 剩 例 ,4 闪 +xoCmod p)。atP YX? 二 a 二 
一 Cmod p). 由 此 及 6pCa)[49 就 推出 5pC4) = 44, 即 a 是 原 根 . 

(ii>》 模 29 的 二 次 夭 佘 是，+1.+4, 十 5, 十 6. 寺 7, 士 9, 土 13， 
x?== Imod 29) 的 两 解 是 土 123. 因 此 原 根 是 : +2,+3, 土 8, 土 10， 
土 11,+11. 模 53 的 二 次 剩余 是 : 土 1, 土 4, 土 6, 土 7, 土 9, 土 10， 
士 11, 土 13: 土 15, 士 16: 士 17, 士 24, 士 25.x? 一 -1(mod 53) 的 两 解 
士 2, 土 8, 土 5, 士 g, 土 12, 土 id, 土 18, 土 19， 
土 20， 霸 21, 土 22, 土 26。 

24. 设 6p(a)=4,4|2"9.4 是 二 次 韭 测 余 的 充 要 条 件 足 


e ”9 二 -1(mod p). 由 此 及 条 件 4*” 芝 1Cmod 内 推出 了 = 2"4. 

25。 必 有 at==1Cmod p)，a2 一 -COmodp),a 一 -amodp), 所 
凡 (a =2+td ta +44+1 三 -dtmod p)。 玻 小 正 剩 从 为 
Dd, 

26. (iD 2" 一 1 的 案 因 数 p7=34k+ 了 (207 一]! 全 <363, 以 这 
逢 括 式 的 不 超过 363 的 素数 p = 103,137,289,341 去 试 除 ， 

Ci》 设 素 数 P|1(29+1)/3. 易 证 p>3, 2 二 1(mod p), 22 二 
1<mod p),28 节 I(mod p), 所 以 ,3 (21pm-1, 即 p= 38K+1, 
3 人 = (174763)! 字 <419。 不 超过 419 的 这 各 形式 的 峻 
获 避 和: 191,2290, 通 过 试 除 部 各 

27、 必 有 使 gg 一 1(mod p),03 


Ep ~2, 取 =p 一 1 一 此 
邯 可 。 

28. 和 兰 有 这 样 的 KE， 则 g**1C9g 一 人 二 1CGmoed Pp), g*(g 1) 
到 mou pn)。 进 而 有 9*(9 - 1)2s0Cmod p)。 这 与 #8 是 原 根 学 盾 
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29. 二 性质 ?7 摧 出 。 

30。 利 用 圭 题 及 风头 8,4,6 时 必 有 2|PC@(Cm)》。 

31。 (CD 即 第 15 题 (Y) 的 一 部 分 Gi) 若 严 是 素数 , 则 严 = 
2 +1:i2z1, 在 第 15 题 Ci 的 证 骨 中 已 证 , 3 是 模 赤 的 二 次 非 剩 
祭 ， 匠 以 必要 性 成 立 。 车 Sm 二 -ICmnodm)， 则 3 :< 
-1Cmod m)，3* 二 1Cmodm) 即 3 对 模 吕 的 指数 为 rw- 1， 记 以 

52。 这 是 第 15 题 vi 的 一 部 分 。 


习 古 二 
1， 见 附 表 工 。 
2。 依 次 可 取 : 7,31, 一 3 一 65. 一 338。 
5。 直接 计算 ， 证 明 10 二 1(487”)。 
4。 依 次 为 3,7,8,3,3, 一 5,3,7。 


pt 
5。 取 9 为 民 7 原 报 .1*+ 二 (DT 二 人 9 他. 旧 此 及 于 


1(mod p)Y Pp- 1+R.g9 1l(mod py, 4p—1ik 
G8。 CD 设 1.2,:…,P~1 所 可 能 
T=[al as]ip 一 1 


Ciii》 2 的 指 阁 
7. 仅 有 "= 1979, 是 素数 ， 
8. 7. 
8 油 中 第 1 题 的 
对 借 P 的 最 小 正 剩 会 ，]: 
2,3,19:18,14,15: 模 31 为 
2, 5,13;15»17,18,1 


， 了 到 9 为 挤 最 小 正 丫 根 ， 好 球 习 * 
一 1,(E,p 一 1)=1, 即 得 . 护 19 为 : 
3,11,12;13,17,21,22,24; 模 37 为 : 
0 ,22,24,32,355 模 53 为 ，2*3,5,8:12， 
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14,18,19,20,21,22,26,27,31,32,33,34,35,39, 41, 45, 48, 50» 
51s 柳 71 为 ，7,11，13,21,22,28,31,33,35,42,44,47,52,53,55， 
56,59,61,62,63,65,67,68,69. 

10， 只 要 把 上 题 为 偶数 的 原 根 9 改 为 9 +p。 

11 对 模 2"。 存在 指数 为 25。 的 数 4。， 对 六 P71! 存 在 指数 为 
四 (p51) 的 数 4;《 即 原 根 )。 由 此 发 1 性 质 10 即 得 所 要 结论 ， 

习 题 三 
1 由 748.41C5)。r23,s(11) 寺 1Cmod 22) 得 ri(C5) = 一 5。 


因而 ，Y2 se) 一 5?2s,s(a)(mod 22)。 
a 一 了 一 拍 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 
Ys ta) 12 4 17 19 18 13 16 9 3 21 11 
全 1 2 3 4 5 6 了 8 19 31 
Pre) 4 19 14 20 5 2 了 3 3 15 二 


5 5 1 18 14 


Ja 


Pissala)! 


10 11 12 13 1 15 18 I7 | 
中 


9 10 31 12 33 14 


‘19 20 21 22 23 24 25 26 


20 6 3 9 45 37 44 32 19 | 


za) 18 19 20 21 


站 一 

| aasas(a) | 35 86 37 38 39 40 41 42 43 44 46 47 48 

[一 一 一 | 

i a | 833010988 294 39 25 60 47 41 .29 5 1 20 4 27| 
! 


a 8 66 37 46 38 53 16 £1 8 21 5 


上 
prasy(o) | 
| ! 
1 


40 4 22 1 


46 dT 


a 34 22 12 33 20 69 


69 65 29 61: 


以 工 列 出 的 a 痢 是 盟 小 正 
3 


-221，27 S51. 2 


1) 


€— 220)" "50" 

(0 
4. -17.121.3 
09, 
21。3+42。49= —4113, 


"td42 .A9 7, Os 
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9,= -17 .121+43。49。7= 12349。 
由 于 7?。112 = 5929， 可 取 3 = 1816，8: = 491。 

18167 .491 OV dl, 0 "e109. 

5. 3+43(— Dr N57 4 —2) .64.37 0 ,07 1, 
OV, OY USA 9 =3.43。( -1)+C-2)。64= 
—257,90=38.43.5+(-2) .64=517,8,=3°.43+(—2) :064° 
3= -255, C-257) 8177 (~ 255)", O07 1, 0 
oI5, OSV Vd1, 

86。 由 原 根 定义 推出 ， 对 任 一 原 祖 9g 必 有 


gm 1(modm), 


7。 


模 32= 2 的 指标 表 


YO) 0 0 0 下 o [中 0 日 
pila) 0 1 2 3 4 5 6 7 
a 1 5 25 29 17 21 9 13 


和 人 1 1 1 1 1 1 1i 1 
p00 (0) 0 1 2 3 4 5 6 7 
a 上 31 27 7 3 15 11 23 19 


FO Ca) 


yi (a) 10 11 12 18 14 


97 101 121 93 81 21 105 


5 Ca) 20 21 23 23 24 25 26 27 28 29 30 31 


a 61 49117 78 109 33 37 67 29 17 85 41 77 


Ca 《GD) 


EA] 


1 a 


76o ta) 


| 
13 14 


0 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 1 


12 5 
:127 323 103 3 15 75 119 83 31 27 了 35 47 107 23 115, 


Pisa) 


16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 
a 63 59 39 67 79 11 55 19 95 81 71 99 111 43 87 51 
模 256 = 2* 的 指标 表 
yo 0 0 0 0 0 0 0 0 99 00 
1 1 1 11 1 11 11 
yw) Ie 1 2 8 4 5 8 7 8 9 1 1li2 13 
| a 1 § 25 125 113 53 9 45 225 101 249 221 81 14 283 141 
! | 255 251 231 131 143 203 241 211 $1 155 7 85 175 107 23 115 
二 一 一 一 一 一 一 一 一 
PO C0) 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
111111 1 1 1 1 1 1 


16 17 I8 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 


ss tsr 217 G61 49 245 201 237 161 37 185 157 17 85 169 77| 
83 59 39 195 207 11 55 19 95 219 71 99 239 171 87 179} 


pO Cay 


32 38 34 35 $86 37 38 39 40 41 42 43 dd 45 45 47| 
| 


a 


i 129 133 153 253 241 181 137 173 97 229 131 93 209 21 105 13 


127 123 103 3 15 75 119 83 159 27 135 163 47 235 161 243| 
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oo 0 0 00 9 900 0 090 0 0 mm 


Yca) |is 49 50 51 52 53 54 55 36 57 $3 59 60 61 经 "| 


a 65 69 89 189 177 117 73 109 33 165 57 29 145 213 41 205 
191 187 167 67 79 139 183 147 223 91 199 227 111 43 217 5 


8. (i) 对 名 到 一 1，5; 对 29 取 原 根 2; 对 41? 取 原 根 7. 
3 的 指标 名 为 {1,3;5,825); - 

《Kiy 对 2 了 到 一 1,5; 对 13,23,41,47 依次 取 原 根 2, 5, 6, 5。 
3 的 指 你 红 汶 {0,0;4,16,15,20). 


习 题 四 

1 0) 无 解 ; Ciiy x 二 1,13,16,4 (mod 17); (iii) xs 
《moa 17);, Civ) x=:-9(mod23); (v) x=29,3,30,13,7(mod41); 

Cvi) x 一 4Cmol 41);Cvii) x 二 7,18Cmod 22); (viii) 无 饼 。 
a Cas19)—1, 3. b=29,3,30,13,7Cmod41), 
Cmod1l8), 1Cmod 19),1 a18,(x,19)=1, 
22),x (mod 23)，0 反 “去 
航 的 捐 鹤 玫 
充 要 条 件 是 (4，5 一 1).(P 一 1Di2, 纠 p=1 


5. x = almod 

6. 一 1 对 不 户 
一 1Cned p) 有 解 蕊 
《maed 8). 


21。 


Ki 


士 9, 士 23Crtad64)5 《ii) 无 解 。 


三 次 、 瑟 次 剩余 。 


11. 见 第 6 题 。 


12. 设 9 是 7 的 原 根 ，Y=?p,g《(2)。 原 辐 余 方程 等 价 于 8 一 
dyCmod Pp-1)。 当 PP 二 +1Cmod 8) 时 ，217。 

18, 设 p-1=24.c，2t+c， 由 $3 性 质 4 及 216pC4) 知 ， 
2 必 整除 4 的 指标 〈 以 任 -- 原 根 9 为 斌 )， 击 此 及 -1 的 指标 为 
(7 一 1)/2， 即 可 推出 所 要 结论 。 

14. x = 1,6Cmod10), 


15。 a=1,10,16,18137Cmod41).- 

16。67aC2) =9， 由 定理 3 及 式 (8) 推 出 。 

17. OG 即 G2) + (nod 37). (和 )=( 汪 =- 
一 无 解 ; 
Gi) x=10,88,31,8Cmod dt)。 
18。 磺 方程 旭 x 二 xs+X?+x+1 直 0Cmod 41)， Xx 二 1Cmod 41) 
解 ,所 以 原 方程 的 解 臣 x"==1(mod 41) 的 解 去 各 x 二 1(mod 41D). 
HD z=10,18,16,37(mod 41). 


19， 必 要 性 显然 ， 党 (人 )=1， 则 oC(mod p), #1 


Kx2 brs +b) Cmod P)。 


p83Cmod 0 时 ，( 生 ) 《5 汉 ) 必 有 一 个 为 1。 


第 六 章 
习题 一 


1. 3 。 
4.。 (Ci) 23 272 十 152 二 22 二 112= 252 十 192 二 132 十 93 
ii》 43 197= 74: 十 512 十 158 十 I33 二 二 572 19324102 


(ii) 47。223= 1012+12:+10*+6:=77*+54 +40+6°. 
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5。 x,ysz 一 定 是 两 奇 一 偶 。 

65. 当 -1 不 等 于 0,T,2,3,4,6,7,9,10,12,15,18,33 时 ， 
由 定理 7 知 w 一 定 可 表 为 六 个 正平 方 和 . 34=32 二 32 十 22 十 下 二 2 
+22。 再 直接 监 证 :， 仅 半 和 N=1,2,3,4,5,7,8,10,11,13,16,19 时 
不 能 表 为 六 个 正平 方 和 。 

7， 用 轨 纳 法 证 第 一 个 结论 ,k= 0 时 结论 成 立 。 假设 k =" 
《 产 0) 时 成 立 。 当 天 =Pm+I 时 ， 苇 2 =x?f+x3+x3,X1>0,xs>> 
D,xs>0， 则 xi,xaxs 一 定 是 两 奇 一 倘 . 且 两 个 奇数 不 能 相等 由 
此 推 册 了 矛盾。 当天 > 2 25= x 了 十 X 寺 二 Xx 一 定金 为 偶数 。 
因此 ;2+ 和 {2302325 字 十 (247 中 ,225tt=n(24 二 (25 二 07 十 07. 

8. 由 上 题 推出 。 


习 题 二 


1, 1,2,4,5,8,9,10,13,16,17,18,20,25,26,29,32,3d,36, 
37,40,41,45,48,49,50,52,53,58,61,G64,65,68, 72, 73, 74, 80» 
81,82,85,89,90,97,98 可 表 为 两 平方 数 之 和 ， 其 它 则 不 能 。 

2. 设 02 王 -1(mod p)， 必 有 4 二 只 或 一 cb(mod Pn),， a 二 
cB 开 -cbiCmodp)。 有 ==《aai 土 六 22+《KaBbi 了 573， 右边 必 有 一 
为 容 ， 。 

3. 《il 5"13=8?2+12=7? + 和 (ii) I7"29=222+32=18 
+1325 (iii) 37.4L1=342+192= 292+26， (iv) 5.13'17,29= 
179° + 22= 173?+462= 1782+ 192= 1632+742= 157? + 862= T312 
+I222= 1662+672= 142? + 109°, (Cv) ?72.I3.17= C7°14)?+ 
C7°5)?= C7°11): + (7.10)°, 

4. 由 定理 2 推出 

5. 利用 第 4 题 证 明 。 

6。.(i)》 充分 性 显然 ， 必 要 性 由 第 5 题 或 第 4 题 推出 《ii 
利用 定理 2 ， 由 (GD 推出 . 

7. ?不 能 有 从 e+3 形式 的 素 因 数 。 
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8。 有 好 第 四 举 习 题 六 第 33 题 。 
mn jk 
9 GD 设 p=dm+t1l, SC(k)=2 D(A ); 


pp-1 
(ii 当 plL 村，SGetD = 了)( 世 )=0， 当 #11 时 ， 
Ee 
SRL?) -2 . 


10. 由 (各)= -1 直接 推出 这 p 一 1 个 数 两 两 不 同 余 。 
J1. CD) 


gq(SCa) ras = Srcscar) 722 + Som 


1 1 


Ra 
= SS) 


k=1 
Cii》 利 用 第 8 题 ， (Ciii) 由 (Gi) 得 94CS(a))*+4(S(b))*= dpq» 
再 利用 第 9 题 (i). 
15. 证 法 和 定理 4 相同 。 
14. 不 适用 ， 充 分 性 证 明 的 景 后 一 部 分 在 这 里 可 能 不 成 立 。 


例如 ，p= 了 时 ， (=1， 但 7= w+ 5y? 无 解 。 


15. 取 (x 一 d=(ri- VdyD)(xr -vdy) 即 可 。 
16. 《让 ) 利 用 定理 4 和 上 题 ，( 计 利用 第 13,15 题 。 

18. 原 方程 可 写 为 4p = (2x 一 y)*+3y*:， 再 利用 定理 4 ， 
19. 利用 上 题 ， 及 4,b,4a 一 5 总 可 设法 使 其 中 一 个 被 3 整 


Re] 
聊 
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ji1Cmned 4)， qi 


4 投 站 = re 了 的 1 vvgss 
acmod da 和 mx =n/2*， 的 奇 正 陈 数 个 数 相同 。 比较 A 


348 的 形 如 48 的 全 1 4 的 正路 数 个 数 ， 
5。 即 Rn) 等于零 的 充 改 铸件。 


86， 一 Cmod 4) 对 :二 中 = 二 的 两 个 解 对 应 于 4 十 多 


= 的 一 个 解 。 

7。 利 闲 上 题 ， 及 8$ 3 对 NCn),Q(n) ,PC 的 讨论 结果 。 

10。 Ci) 对 s 汉 上 的 那些 项 ， 这 样 殉 两 聚 项 {s,t x,9}s{s 和 ， 
y= ls+t+(+Dt, y =i+1)s- 
CO s =0+OF+U+Dy 有 t=C+ Dx+iy。 必 和 有 

hst) +hCs’ t’)=08 

Cy 洲 2n=x1 + 二 x3， 则 这 些 x1 是 两 个 两 奇 。 因 
A 了 的 解数 是 NG2n)76。 而 出 这 组 解 可 
得 mn= 氏 + 妇 + 好 十 全 的 甬 。 力 一 《xxa)72 2 一 《xi 一 xs)72， 
0， 一/2; 且 洲 足 217 寺 Y 2 ya ty 
由 此 推出 NC2D/6 坟 Naln)/2。 类 似 可 证 NN) /2 NGC2n276-。 
这 就 证 明了 Nm =3NeD， 著 人 一 2 地 X23 二 十 六 
坡 爹 为 偶 或 爹 为 奇 ， 利用 上 面 的 变换 ， 可 建立 与 22= iy 
y+ 的 解 之 间 一 一 对 应 ， 这 就 推出 N527) =Ni4n)。 由 对 
4 的 解 的 讨论 ， 简 用 (及 定义 就 稚 出 Na 人 7) 的 公式 ， 


让 2 
a 


习 题 
四 2==25 (iii) 无 解 # 
(iv》 有 解 ，x=5，24=2，2 一 1 《7》 无 解 Yi》 有 和 解 ， 


1。 (3 无 解 ，(ii) 有 有 解 ，x= 1 3 
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Xe 


My 
赂 
I 


TC 10/7， 浙 近 分 数 是 ，1.3/2,10/7; 

Gi) ?7/10; 渐 近 分 数 起 :0,1,2/3,7/10s 

ii) 10/3; 浙 近 分 数 是 ，3,7?/2,10/3; 

Cr) 51/290: 渐 近 分 数 是 2,3,5/2,23/9,28/11,51/20} 

5Y》 一 683/187; 渐 近 分 数 戌 一 4, 一 7/2, 一 11/3, -84/23， 
一 68371873 

(vi 一 5/7; 渐 近 分 数 是 ， 一 1,1, -5775 

CYii》1193/322， 渐 近 分 类 是 ，1/2,9/2,41/66,1193/322。 

2. (DD <5,1,3,5>; Ci) <—1,2,1,9>; 《iii) <0,1,1,1,1, 
S11,8>: (iv) <0,5,1,1,2,1,4,1,21>. 

3,. 2,3:2 +2/3, 3+8/4, 21+5/7, 2+23/32, 2 +28/39, 
51/TL,2 4 33 12 +885/536,2+719/1001, 2 +2799/5289 
“的 近似 值 昨 ，2.718281828"…。 这 个 连 分 数 是 
这 六 数 展开 的 一 个 渐 近 分 数 。 

8. 由 起 (37?,(38) 在 出 。 

7. 《9 利用 式 (37), 用 归纳 法 证 ; Gii) 利用 (CD ,及 式 (d2)， 
8. 由 起 《42) 扒 目 。 
9 
n 
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习 题 二 

1。 由 式 (4) 及 (<5) 推出 。 

2, (i) 205/93=<2,93/19>= <2,4,19/17>= <2,4,1,17/2> 
= C2,d;1,8,2>, <2,4,1,8> = <2,1,9/8>= <2,44/9>=97/44。 由 
第 1 题 知 ;205 . 44 -93 .97= -1= 一 《205,93), 所 以 解 为 x*= -44 
+93l， y=97 一 2051，!=0; 主 1， 二 2,…。 其 它 各 题 用 同样 方法 求 
解 。Civ) 无 解 。 

3. Ci) “<0,111),3>=<0,1,1:1 2，1>8 

(Cii) <3,6,1,7>=<3,6,1,6,1»s 

Ciiiy <—1,1,22,3,1,1,2,2> =< -1,1,22,3;1,1,2,1»1>s 

CGiv) <1;2。1,4;3,1,5,2,1,3>=<1:,2，1,4,3,1 5?2:1*2，1>F 

人 Cr? 《-1,1,3,1,1,2,1,4,1,21>=< 一 1,1,3,1132,1:4，1， 
20,1>. 

4.0) ai=81, Oisn-1, an=bntl, brti= 1 

《ii) 完 昌 条件 是 ，(C 工 》as =Vi，0:1sEn，2|ny 或 (了 I)》 存 
在 rT,0 扩 rs<n, 使 4 =bi，0: ，Qar7b:， 这 上 时 还 分 三 种 情形 : 
Ca) rns2tr,ar>bry (b) rssny2lryar<bri RR (Cc) r=n, 
21n, bal Arbns bnrl= 1 Qn bnrs, 

5。 利 用 第 1 小 及 习题 一 第 6 题 Gi) 可 得 ， 浴 结论 成 闲 ， 则 
有 aka_ = 天 +C-Dn+ri， 这 就 推出 了 必要 性 。 当 亲 侍 全 豆 (i) 成 
立时 ,由 第 1 题 可 推出 :a15 一 hw-zs 即 hn|ks 一 ha-,。 由 此 推出 5= 
ks = js:。 因 而 ， 由 习题 一 第 6 是 就 证 明了 充分 性 。 

6。 利 用 $ 1 定理 3, 适当 选取 afc 的 连 分 数 去 示 式 。 


习 题 三 
1, (iD C5- 5/I0 Ci) Cd4+w373775 
《iiit) VA- D/O (iv) - 3+ 2., 
83. OG) VF dy CG) I3=<3,1;1,1:6>r 
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Ci) <5,371Ty 2 10> Cv) 《vv10+1)/3=<i25i> 

(7 C5— V37)/3=<—1,1,1,1,3;2>, 

4。 利用 式 (8)， 及 $1 定理 1. 

6. 利用 习题 二 第 6 题 。 

939。 必 有 唯一 "六 0， 使 Fn<b<ks+i， 再 利用 定理 6 (i)。 

1 必 有 了 瞧 -- 的 92>0 使 R45 <<kns1， 游 5=Ks， 则 利用 定理 
如 (让 ， 游 kn<<5<knri， 则 利用 证 定理 6 的 方法 讨论 ， 考 虚 攻 = 
六 2， 说 明 对 它 的 第 二 渐 近 分 数 不 一 定 有 (x* x* ) 成 立 。 

13， 设 A=<bisb222>，Tn = <aoyorrgdnsB>， 再 利用 § 1 定理 
2 及 $2 定理 1。 


习 题 四 

1. (ii) 利用 $3 定 理 7， 8 3 式 (18)， 及 (iD)。 

2. 设 S= Kaoyay sr》>，ACEosn) = gri+xn ia。 利 用 习题 
一 第 6 题 可 得 /ks =<en ,a> ,1 之 1]。 由 此 米 计算 4C56,2)， 
7 之 0， 进 而 从 式 (4) 就 可 推出 本 题 所 要 的 结论 。 
fo=2=<1,2>, 对 所 有 的 渐 近 分 数 ， 当 4=2,V5 有 时; 式 
《2) 都 成 立 ，lim 4(go,D = 2w 3。 

0 = 5 +1D/2=<1>， 对 hs/kn(n 沪 1)， 当 4=2 时 式 (2) 
成 立 ; 对 hn /kn (244# 守 1 ， 当 4= 5 时 式 (2) 成 立 ， Hm AC&o, 
7)= 5. 

6 ==《3,3,6>。 对 所 有 的 hn/Kn， 当 4=2,w 5 有 时， 式 

《2) 都 成 立 ，lim 4X62m + 1 =2W11, Hm 4 (os2m) = 是 


两 个 极限 点 ， 上 极限 是 2w11。 
tov 14= C3,12,1,6>, 对 haf/kn (n=1,3(mod4d)， 当 4= 
2 5 时 式 (2)》 都 成 立 , 四 个 极限 点 是 ， lim A(Fos4m) = 2 14/5, 


limActo Am+1) = Id, limA Codm+2) = I/5, lim Xe 
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4m0+3)》=2 wI4。 上 极限 是 2 14 本题 可 参 

3 对 = 总 一 定 存 在 叭 一 的 使 ga<x 
pr 

4， Ci》 竺 可 
然后 依次 选 下 正 整 
aan，…> 就 滑 足 要 求 : 

(二) cs2 即 定理 1， 央 此 可 设 "一 2。 只 妥 取 an 一 RR 2 所 
得 的 名 = <aoyawan> 斌 清和 趾 要 求 : 
) 淮 要 性 即 定理 8， 充 分 性 用 芭 让 法 . 短 吕 = ao， 出 存 
在 名 -+co，anjpiazaja 汪 足 188m> uanypa| 尖 Ilopu|， 
这 不 可 能 。 

5 (i) 用 归纳 基 证 。 第 有 #+1 行 中 的 任意 滁 个 相 缉 分数 ( 从 
左 到 有 ) 必 为 岂 下 于 种 生 玉 之 一 I) ac (HE) ap 
Cara /Bre Ys CY Gere /tb +o) a fb ,KR 中 afb, 
af [2 过 第 半 行 中 的 两 个 昼 邻 分 数 〈 从 左 到 右 ) 

Ci》 轨 ( 推 如: Ci) 由 (推出 ， 

Civ)》 利用 a ‘fe’ af A XA Ay -4/60), 从 
《i》 即 可 推出 ， :之 全 可 证 壤 = 了 T7656， 则 必 从 X=4a+ta’s 
CY》 用 归纳 六 Fn/ nt) Om 1 mnt 1) = 上 
I 第 和 行 中 的 两 个 相 令 分数 4792215 ， 满 是 afB Wf/ CG》 
时 及 Civ) 控 国 N41=5+97 人 N= 人 


i 习题 五 第 工 是 > 
区 qf/ 为 


入 


8. 
7. 大 
8. 第 5 题 人 ,和 证 法 问 定理 1 (利用 第 5 题 CD， 
证 泪 癌 ? 
9， 帮 归纳 法 证 
10.G) 四 第 5 题 (v) 推 出 (Giiy 由 第 5 题 (v) 推 出 ! 《iii》 在 
第 5 题 避 排出: 《iy)》 利用 第 5 题 (D)，0,17n,17Gn -已 是 第 = 阶 
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Farey 歼 列 中 的 二 全 相 邻 分 数 ， 当 下 2 时，552 ru 
13, ;未 要 邻 , 则 必 丰 2 阶 Farey 分 数 /yl 


(Ci Wa/b= ln /d=0/1, 
ji2. 利用 第 5 题 〈ir)。 


习 题 五 
TCi》 利 用 习题 一 第 6 题 ; 
Gi 利用 (iD， 以 及 对 任 一 到 定 的 j，07 有 {~ 1， 当 二 mm 
的 投 归 为 大 mi 
(ii) <2.5,1,1,2> 的 两 个 极限 点 是 <1,23> C2,1>2)71= 
7) =28; (0,5,8;6s1sTr1s4> 的 四 个 极 
了 372VF13:2V 《这 里 2VF 了 /8 两 个 极限 


;ls2>s (ii) COT 3 1T.5 1 3 1， 12>5 
15353515 31:1,v43+6>=<1 1 3 1 5 1 3 


(Ci) 5=l22[d (Ge=[wa] (ii) b= 
TJ+l, 

5, fo= 1/ Eo= (nso 二 hn /Engo 二 Ka-1) No= 
ha kn /hn. dot Kn- 利用 习题 一 第 6 题 。 

86. Id4 和 < 的 周期 相 问 ， 且 前 者 是 纯 循 环 连 分 
数 。 由 LV 4]+w7=<Tw da]> 可 礁 出 必要 性 . 
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10， 同 第 6 题 的 论证 方法 ， 由 [Lv JJ+v 3 =<2Ev IJ,b>， 
2 了 2[W 4]， 可 推出 必要 性 。 

11, 设 01=2, cs=5， 及 cs=2cs.1+Cs-s， 3 之 3。 当 取 4= 
Cues + 1)+2cs-1fT1 时 ，v 4d 的 周期 为 s+1， 这 时 4 是 任 一 正 
整数 。 “了 =<(uacs+r1),2,…,2,26crT+1>, 其 中 有 个 2。 

12. 利用 第 5 题 , 取 避 =[wd+wd。 -=1/(W dd- 
Edai)=<aoesaly2fv 但 用 第 5 题 知 -250= 
api a 2 G7. 

13。 (i) 由 52 式 (5) 知 ， 人 也 方 穆 组 aho + bko = 有 hh aki + bk,= 
iti 可 确定 整数 4,5， 从 方程 组 cf + dpo = Ki， ch + dk =kini 可 
确定 整数 “,d。 这 些 4a,5,c,d 即 为 所 求 ， 类 似 证 《ii)。 

14， 用 归纳 法 (对 六) 证 式 《*) 及 (xx)。 在 证 《**) 时 要 简 
用 以 下 关系 式 ; 设 名 =[vE]+w =aoyamrai-i>， 由 
Smi+t1= 1 可 得 

Fo= hns thniito— a I/ Km 十 mi-i(e — 40)). 


进而 推出 : 


{ hm 1 = mi — okme 1s 
demi i mi + Qohms -1 


在 式 《*) ,C4#) 中 以 2m,mi 代替 洪 ,j， 并 利用 上 式 及 式 (38) 
《iin 及 定理 8(i))， 就 推出 Cx#**)。 
15. 4 是 二 次 方程 -aox-e=0 的 正 根 ， 即 
a= (atv as tac)/2. 


记 ans=(an- BY/ Ca- BP), pare ntiyVelus es nee ln+t1y) 
“ua+t1. 用 归纳 法 证 明 所 要 的 结论 ; 先 证 明 当 #= -2, 一 1 时 有 hs = 
Pn，kn = qs 成 立 ， 然 后 证 明 ，his ,ps 满 是 同样 的 递 推 公式 ，Kn,4s 
也 满足 同样 的 递 推 公式 ， 
16， 上 题 的 特例 ， 取 = (vw 5 +1)/2。 
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1。 风 附 表 2 。 

2。. 见 附 表 2。 

3 考虑 Pell 方程 x* -aidy* = 1 的 解 。 

4。 原 方 福 可 写 为 (2x + 1)2 -2%2 = 一 1。 本 题 是 求 两 直角 这 
为 相 令 整数 的 商 高 三 角形 。 

5， 嫩 郊 不 定 方 程 mn+1)=22%2， 寻 《2 二 132 一 8 拓 一 

6. 0G) 可 电 znntyarv 2=(xntyrv 2)C1+.“ 2) 推 
出 

GD) 出 Xan tnnv = (rn ty 2) xn t Yar 3》 


Ci 推出 

Ci) T+w2 是 妇 一 2o2= - 的 最 小 正解 ， 一 般 解 是 《ua+ 
0 tt. 另 一 方面 ,由 第 4 是 吞 ,= CD/2)? + 一 172 
EE yin C(xonrt t+ DD/2): + CCxonei ~ 1)/2)2 

Cv) 利用 2-208=C-1Dm, 及 (xn tynV 2) = (xn + gm 
-2 Cram+rgu mw 23) 推出， 

(Cy)》 Hen en 3 = (xnritns BICxa rt yar 23》 
及 《ir) 推出 

GVi) 南 Xon + yen 2 = (za+gaw 推出 yan 
而 由 此 及 《站 》 礁 出 所 三 结论 - 这 也 可 直接 从 二 项 展 
2 十 xn 
Gi) 由 x 一 29%= (~ 1)7 知 ， 这 净 放 加 4 一 2 到 = 土 1 从 了 
六 解 .一 202=1 可 改写 为 (1 一 (+1) 
2 一 改写 为 C1)? 
二 公正 


nyn 进 


由 第 三 登 习 题 


7. 没 xs+yaV PP 是 x 一 py?= 1 的 琶 小 正解 . 由 Py3= 《x2 一 
1) 推出 21xs，2|y2， 及 P 能 且 只 能 整除 xs+1，xs 一 1 中 航 一 
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因 测 有 x2 十 1=2x?，xs 王 1= 2py? 成 立 ， 进 而 得 x? 一 py = 土 1。 
但 zs+sawz 是 最 小 正解 ， 妃 <?， 所 以 只 能 取 抽 和 号 
8。s,t 是 x? 一 dy?= - 1 的 最 小 正解 的 充 要 条 件 是 (se+tv GD 
vw 
9。 由 $4 定理 8 知 存 华 无 穷 多 对 正 整 数 福 足 lx -yw 4 1 过 
1/y. 由 此 及 |x + | 涝 |*- yw d1+2yw 4 ， 即 得 结论 。 

10。 由 上 题 知 ， 作 在 无 穷 多 对 x,y, 使 [x 一 dy*| 只 取 小 十 + 
2 了 的 有 限 个 正 整 数值 ， 因 此 ， 必 有 无 穷 多 对 x,y， 使 邓 一 绕 
= 严 ，| 挛 | -1L+2wE， 由 于 对 不 是 平方 数 ， 亚 藉 0 

条 (i》 出 上 题 知 必 有 不 同 的 正 整数 对 x1,91: xX2;94 满足 : 
x modm) Jv modm), xt 一 do 一 坟 一 d 人。 显 见 x 
天 xz， 切 丈 办 ,由 关系 式 (x+ d= Cy (ut d) 
可 定 出 整数 wz。 再 证 明 "过 0，lzel + lo 4 是 解 。 这 就 证 明了 

(iD。 
di) 用 反 证 靶 证 。 设 x+ww 工 是 一 个 主 解 ， 车 外 论 不 成 立 ， 
则 有 有 Ce) 0 为 起-- 正 
整数 ， 进 而 ， #9AE= (ty) (x 一 Jv "也是 正解 ,县 
PE 万 盾 。 

12. 设 训 t+ 是 如 -dr= 1 的 正解 ，wi3 册 是 原 不 定 方程 
的 和解 。 那么 Cx dr d= (Untva (n= 1,2, 
…) 所 给 出 的 xn 都 是 原 方程 的 解 . 

14， 庆 轩 有 IR-KvVAal=|elf/lh+kwWVa|. 先 假 定 c 是 正 
实数 ， 谢 是 0<c 之 VD。 这 时 有 有 >kw IE ， 风 是， 上 一 TE| 之 
1/2%， 国 而 由 § 3 定理 7 推出 结论 成 并 ,车 c 是 负 的 ; 习 避 一 C1/4) 红 
= 一/d。 因而 有 |K-hw1741=|ef/dl/Ik+hwVijdi， 由 此 及 
Khw INd 扒 用， 和 A1/4| 之 1/(2 了 DD). 因而 由 $3 害 王 ?7 知 
jh 是 1/ 的 浙 近 分 数 ， 冯 hE 是 4 的 渐 近 分 数 《 为 什么 )。 

15. ?= 1 时 结论 成 立 . 设 9>1. 用 反 证 法 . 设 ro+ gow 了 是 最 
小 正解 ，1 志 9。 我 们 有 和 天 一 拓 基 二 天 一 天 全 5。 进而 得 ， 
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十 gg 二 DY 一 = com0z 
e102 = yi 


由 此 推 国 志 ss/2 1。 矛盾 。 


第 八 章 


习 题 一 
了 了。 一 (2001 ~ 41406, 7{300)= 62, ACIO0 
109， 区 (700) = 125, XC1800) = 139, 
TLIO000) = 168, 
5. 0, 3 amd+oat8 中 必 有 各 
A CD ECD) AKCG7= 工 
5, 


T5090) = 95» 
TW00) = 154， 


A 


6. = DD. 许 利 几 丰 理 3。 


Tn Im 


7. (i) 类 似 直 《27) 可 证 ， 


Deca \ usp1 人 Ent)), 


am LE] jr 


这 里 28=p ani" 


Ci) Dredyre) 
I 
= cpt ry yf = FPCpiryrCPEr 
(这 rovet) 


-0 


585 


n= mx， 对 任 1 < >dim, 
9、 利 衣 第 ?了 题 的 方法 ， 并 注意 当 入 仅 当 =2 叶 cp)= 
10. dln=nn, nns)=1 条 着 是 二 = 内 cd， 由 
m1), d= (4d,n2), 
11. nm。 
12. (iD 本 四 (Cn) 的 定义 推出 。 
GD) Ddnp= 全 了 Fd) 
了 i A 
= 
(由 CD 得 和 式 = anCd)9KnyE。 有 = 工时 等 于 .2 
ey 
时 条 用 证 第 直 题 的 方 计 、 可 证 : 当 《nana) = 4 好， 
SB dD Pd = EB) dad pa dy 


dn di ns: 


ED had) pn dy 


a 
由 此 及 
一 1]， 当 gg=1 
ED ncn /0 =-{ 当下 
dip” 0 1 
即 得 所 要 结论 . 
in 
15。 右 边 看 起 = De "dr HK)， 沽 交换 求 和 号 。 
Er Ka 


14. 左边 和 式 = 字 4 (OD) 人 1， 再 交换 求 和 分 。 


Ep se 
a 
15。 
| TT 四 i 
# 3 3 了 11 
i 
GADD: YY 132 105 90 68] | 
一 一 一 - ! 
ii 1 
| so0d (1 3 1 106 四 83 
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I 
[ y i 5 11 9 28 1 
一 一 一 - 人 
1 DODD, #) £3 293 263 225 212 | 
! 
: 906, 1L( i) 6 ag 237 183 166 
1 了 - - 
16， 《这 ) 
下 
1 了 
| 
Tr ly i 
i 
i 
3 
i 


2 2 1 


未 吓人 了 


Li 


= 全 {rx/p) TCP) +1}, 


- 
Pv 


尘 科 肛 式 C19 及 (7)。 
2。， 当 庙宇 138 轩 ，{《09)/6)m>21n(2m)， 由 此 及 式 (31) 
推出 结论 在 站 袜 123 时 成 过 。 其 它 直接 验 征 。 
3 用 蕊 53) 知 ， 当 m7 128 
conanc2n0， 这 就 可 推出 所 此 结 
4. Ci vir)= 和 


中 上 


Gy O00= DCxvnr) 和 Decd)， 交 


m= 


写 ， 由 《D 即 香 。 


全 
过 本 
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5。 在 证 明 式 (38) 时 ， 程 到 2 吉 0Cx》 +lax 。 了 1. 由 此 
Pav 
政 式 (出 得 所 此 结论。 
> 是 经 Jim Inpnyian = 1 
到 x= pn 沈 洽 出 lim pu/ ninny = =1, 极限 成 立 ， 划 少 有 pa 
rparss 因 册 Galapi) /pa TC (n/n /pa 


iia Trlnxy/s = 1 


1 Age， 交换 求 和 号 ， 利 用 站 (393 


即 得 所 此 结论 。 
8。(i) 利用 式 C16)， CHD 混用 式 (39)3 《证 ) 由 (Ci 推出， 


Civ) 利用 wz) = 之 ) 


TD 


1 


7 一， 由 G7,00i) 推出 。 
9。(i》 由 式 《39) 和 (41) 可 得 fw) 2 ACEIAE 一 


卫 )4Gc)fxzAej。 革 此 利用 仆人 16) 和 (49 邵 得 所 要 


kr 


《iD 推出 。 


二 果 ， 《ii》 出 


ou 


习 里 三 
1。Giy 由 容 限 个 绝对 收 化 缀 数 税 瘾 可 以 任意 聚 项 ， 算 术 革 
本 定理、 及 和 茶 件 全 
上 TD pe 


Paz 
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sD ni 


所 要 结论 《3) 碍 人 推出 。 
2. 绝对 收敛 级 数 让 瑟 ， 可 以 在 意 缚 项 。 
#。(i)》 由 第 工 题 人 生出 人) 出 (人 D 及 式 (9) 推 册 (证 > 


1= 了 9) pC)n"*,s>1， 王 利用 第 2 题 ， 然 后 比较 两边 系数 。 


Tl 


4. 利用 第 1 题 及 式 (9)。 
5.《i) 由 第 1 是 GD 及 
人 2s) ,5 之 1, 利 用 第 2 题 ,再 
第 2 题 ， 用 周二 的 方法 证 。 
6 利用 第 1 题 (0)， 或 第 2 题 均 可 证 明 。 
7. 利用 第 1 题 (i)， 及 . : 
1+ p=- Dp 下 让 (有 一 了 用 二 top DP Tm + on 
=1+ Cp Do /p= p/p ). 
证明， 利用 第 2 丫头 可 绘 册 两 个 美 系 式 明 。 
8、(iD) 对 ng(s) = - JIn(1 -7 两边 求 导 即 得: 


EC) Fs) ACT = 
Ee 


Gi 惠 肌 第 4 题 、 


用 这 


(站) 利用 第 2 题 。 


7， 根据 定义 证 
2， 利 用 算术 基本 定理 
8, GDH- 1 = AD=L, 


和， 设 (aityma) = n=;no， 闭 么 ， 人 = 仙 k 过 三 吉 和 = 
6。 所 以 PC 是 积 性 的 。%= 1 有 时， 最 见 ,Cn) 王 1 是 完全 积 性 
的 ; 若 PkCpj 是 完全 积 性 的 ， 则 必 有 FE = 1， 妃 木然。K2> 1 则 有 


=0， 逆 质 。 了 =m pt 一 
讽 (m DD*Sn 


= CPE(2)" 
荣 人 -1 
xx] 一 [oa Du。 
i) =] na=man 团 么 5 在 大 于 工 的 大 次 方 因数 
的 充 要 条 件 是 恩 或 和 oa 有 天 于 工 的 天 这 方 因 煞 ， 所 以 丰 积 性 的 。 
K= 工 时 ， 显 见 QiGn) = [La]， 是 完全 积 性 的 。 若 Cr 《本 罕 全 
和 (性 的 ， 则 QuxC2x) = COxC2)7QkK2x -0) = 1， 所 以 必 有 天 

86， 设 (nna) = lm= ma 那么， "= dd 的 充 要 灯 件 是 
= dd ddidji = (dj), dj = (dj; ,ny)。 册 哟 并 
推出 rm 是 可 怀 。ri CpG 等 于 不 定 方 得 x+ 十 ay 
jy 的 解数 ， 其 人 + 1arlt ~ 1)1), 

。 类似 下 是 订 ED 二 1。 Tp Cie2) 等 于 不 定 
方程 "X= 0 脉 不 能 况 时 有 两 个 关 1， 因 此 等 于 上 
Tn) = ie 

8. Tp = 2,T(n) =2°", 


习 题 二 
部 是 : 积 性 主 数 ， 汀 


nk 


8 1 定 届 1 证 3 


当 n = 2" 半 等 于 2 ,对 其 它 的 ?一 等 于 堆 。 
设 K 的 不 同 的 素 因 数 为 Pi,"… ,Fr。 当 = 
piepar 时 ， 等 于 29f0， 对 其 它 的 mm>] 等 于 零 。 

4。 这 亿 是 积 性 国 数 ,直接 用 定 束 1GD 计算, = 工时 等 于 零 ? 
当下 = p31oeepsr 肝 ， 竺 十 


SD np lar 


- 
2 kote Dre 
Rk ! ! 
jt 


+kr 二 Mk 说 1 元 解 ， 豆 必 为 堆 。 
5 FD = YA Pam Di FA = DF) 2) FOOD, 交 
fe 


Per TEE 


换 求 和 号 。 
- 关 n=memnm 无 大 于 工 的 大 次 方 因数 。 


Bcd = Df), 


和 了 di 


7， 直 接 验 证 ， 利 川上 题 . 
cn =2%", Pad |e | =1, 


A pr 
当 n=p 或 pn",2>2;= 一 1, 半 n=p? ,HE 
1, n=1, 
BY cd Maa/dy| =1 CC-D', n=pipg, 
“0 0， 其 它 。 


9. 设 m=prprr。 了 PhiO=T(CI+Laikry。 再 设 
1 


dbn 


Pry= Ir 0p(r)= 一 1Trsl 及 pr=0ir32。 


Dy unfd)Pe ‘=1Iece -Cay/kjek) 。 


Ee 
当 %=2 了 时 ，a 一 2[e/2]=0,21a;1,21+0。 由 此 就 推出 这 时 的 Ma- 
bius 逆 蛮 换 是 4C2) =( 一 1227 

19. 设 n = pironptr, Dy Ge = TI :mincai,k 1», 


下 
EE i 


Sin/ dQ “DTH > -GuCp-9) 


GT 


| CD 少 机 = 一 下 3 

~ 0» 其 它 的 1 

11， 证 ni 三 1(mod ne) nalny™T i Cnodn) ,ni =n nn) 
4 吉成 模 n 的 完全 剩 
msi 的 完全 剩余 系 。 (dm 
a ds 2= 1 (+14,2)=1 和 的 充 概 条件 


: d= 3ndi+n 
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十 (dtr dtl,na)=1, 
Fp”) = 


则 了 Am 是 积 人 性 的 ， 最 见 


《IT 一 27pD?。 


12. D ben 了 了 > 入 Cdy》 
1 in ladkg<n 入 作 全 1 
= JjACd)Cn/d)k。 另 一 证 法 是 
Ea 
1 
5 -， 
jd 


-> 三 a 


dn isdiredged Tdudgr d) 


- 、 AS i 

BD 2 1= AD Dh 

I ER < Vad EE ETA 
tdsdy 


入 


xz) 的 租 广 
13。G) 利用 上 题 方法 ， 由 Se(ny =mxey) i :或 
Te dn 下 
ESD- De “Sr( > 2D )， 即 可 推出 ， 
加 Fri at 


Qi》 当 ?a2 江 时 ， 


四 


SIC = Prd) Sn/d) 


本 1 


NACI 
di 


SY) = DD San/d) 
din 
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= 全 UKCODCEH2+TPAC3d) + dC0m) 


dn 


=$ /3+ (1/6n> TT -py, 


15。 和 定理 4 ， 定 理 5 的 论证 相亲 。 

记 ， 元 论 接 怎 样 的 次 片 并 答 积 1*fexew*fr; 必 有 
firsfi n= >， fldyewfrldr), 
gn 

18， 龟 》 利用 定理 1 的 第 二 全 证 明 方 外 ， 即 刊 用 引 再 23 
《ii》 利用 员 6 的 第 一 个 证 明 方 法 。 
19、 过 接 8 或 利用 第 18 题 或 利用 卷 丰 和 焉 质 推 
有 由 (Gi)- 一 (Civ) 可 推出 9 = Ux*E=Us(Ur@)= tx9, 由 (Y) 
21。 利 几 归 细 半 证 存在 性 及 唯一 性 。 
中 有 寺 第 13 题 (这 ?。 
3。(0D (四 第 19 题 GD ，《i0) 推出: 《ii) -Cl =T， 
y= pL (p00 sRIE- = AE; Civ) ot!= As 
BiCp) 一 Epo 


= 一 pr-la=l poa250c22。 


23，(i》 n=1 轧 


利用 归纳 潜 淮 8 


Da = 1 (全) 在 GD) 中 取 9 = 局 
充分 诈 同 第 分 性 。 
28、 直 接 验证 。 Ki x FR 了 CP)= EC /0 po + pt 
op)=p+1, 当 a = 了 
By) pdyocp /dy = op) CCP》 
站 = +p*-1， 当 a 之 2。 


的 充 
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习 题 三 
1. 由 式 5C14? 知 ， 只 要 证 明 ， 


了 = {eC rt /edt=1. 


CS < 
T= > CUn-mAtDdt= S/n /ntl 


Ee 
也 可 利 启 引 理 10 来 证 ， 取 nD) 二 1，2Cx)=1/x,*1=1。 
2。 用 si 下 2 的 证 甘 证 ， 或 用 引 型 10 二， 


5。 > om) = 可 ,再 利用 式 (23) 计 算 。 


kl 


4. Deen = Dy nd)| 基 |. 


ner 


dF 


5, 0m = 


L= 2) SD DD, 


a] 
nrardo litdir da) 


“=n 2D 1 


ae Rat 


= Dy HDDE/ EY), 
I<-r 
6。 利 让 上 题 及 定理 8 。 
7。 可 直接 求 渐 近 公式 ， 也 本 以 利用 引 理 10 及 相应 的 浙 近 公 
式 推出 。 
8.5i) 利用 式 C30) 的 下 商 一 式 及 式 C36) 
Ci 旧 &Cn=n>ACOVd 立 即 推出 。 


di 
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3。(iy》 ony= TE -D/P I, gr 
Pin 
所 以 


mocm pn = FE tp 3 
Pin 
Ci》 由 (i3 及 第 7 振 纪 3 
Ci 由 人 及 第 7 通 C2 推 出 。 
De) = 定 Ad) DI ccGe)， 再 利用 第 3 题 。 


EE 


da 
12， 利用 流 上 是， 
135。 利 用 笔 11 题 。 


14， 这 时 ， [是 中 的 FG) = fy = Sm:， 让 此 即 得 所 本 结 


论 。 也 可 直接 利用 第 31 题 证 - 
15.， 袜 0040) = > 他) 4!， 证 利用 第 12 息 


er bee 


> oa 用 第 19 题 。 


1 L ! a 
17。 利用 二 <m(1 23) 过 ;= 让 Gg195” 由 定理 1 
撼 由 。 
18。 利 用 定理 11 利 31 型 10 
。 利 j te | 更 10， 


p Dp 


工 ， 先 利用 定理 11， 列 列 
5 


理 9 估计 站 
21. GD emD = Dl 


《ii DQ 


nr 


= BB) x/pr+rilx) 


kle Phaz 


EY pi LpE + rr) 


Bim k= 


机 
“pt” 1D) rakx) +rmi(D, 这 里 [T1200| 才 入 x 人 ,|ra(2)1 


ANA), 人 全 六 个 络 对 正常 数 。 由 此 及 (CD 即 得 (ii)。 
22. 设 p,9 


ee i DN- ,DD, 
LL pln Pr OEP plndlnr tS 
= pa = Si +So。 


见 S;= yw(n)。 只 要 入 计 5。 


So= 5) Ls/Cp0)I= Ea/Cpq) 二 ma 


EE PT So Paxr 
pug peg : 
=x LpgrrGcyyraC2)， - 
pe 
这 里 [Cx#)| 雪 TY) ,A 四 第 八 通 二 第 2 泗 给 出 ，|rsCx)1 


所 4AY，4 为 一 绝对 正常 数 ， 机 利用 第 20 题 ， 第 31 题 (让 好 可 挫 旨 
所 要 结果 。 


习题 四 


i, 模 6 的 特征 有 两 个 ， 一 个 是 主 特征 XCn;6,0)， 一 个 是 
非 主 实 特征 : XCn36,D=1,n=1(mod6); = -1,n 二 一 1Cmod 67, 
:一 个 是 让 特征 XXt;7,0)， 其 宫 兴 个 是 党 (ny 
7 3) 是 非 
网 个 ;Cns8, nio) 二 es。 
} ,1 ,to = 0,1。 除 主 
EE 有 六 个 ;XCn39,D 


入 征 。 模 8 的 转生 


10d0/2, I 


Caod 8), {- 


= ezrt1d/6 ，71=2d(mod9)，! = 0,T 509) 是非 主 实 : 蛙 
征 。 模 1 的 转 征 有 十 个 ， XCn11, 直 = 69040 ,ns27(mod 11)， 
f= 0)139;X(n011)5) 是 非 主 实 特征 。 模 13 的 茵 征 有 十 二 个 < 
Mn 13 有 = ezz113/1230=2e( 职 0Q 13) ,= 0,1, 1，XKn3 SG) 
是 非 主 实 特 征 。 模 15 的 畦 征 有 八 个 : XCm315,li,1) edeng 
erstlada/s ,Hg (rod 9) ,n= (mod 8) =0,1,l = 0,1,9,3. 
非 主 实 转 征 有 三 个 ， XCny15,0,2),XCns15;1)0) ,XCmy15;1;2)。 
烧 20 的 特征 有 成 让， XCrty203;7 = io- O21 174, 
n=2d1Cmod 5),， =0,1,=0,1;%,;3; 非 主 实 特征 有 三 
Xm320,0.2) ,X20,1,0) ,XCn320,1,2), 
3， 利 用 表示 式 (33) , 模 p" 的 主 特 征 XCn;p" ,0)=X{nyp,0)， 
模 妨 前 非 主 卖 : 特 征 XCny7*,96p')/2) = XCnsp,Cp 一 1)/2)= 
(至 )， 这 里 用 表示 式 (28)， 对 给 定 的 P， 所 有 模 Vo 沁 1) 本 同样 
的 原 殷 。 模 2 的 实 特征 由 取 有 -1= 加 =2 给 帆 ， 模 4 的 实 特征 由 
上 坡 fo=2,8.1= 1:2 给 出 ( 直 禾 验证 ， 及 网 式 (9) 后 的 说明),， 楼 
a(oo 之 3) 的 实 特征 ， 由 式 (32) 知 是 XCn32"0 161,0} X738， 
50) =x(ns4,4- 中 ， 即 取 B.1=1,3,Pe=0sx(ny2°6 yl 1,2" 0 3) 


=XnyB ty = nd XCns8.0,1) = XCn;4,1.1) (2)= 


zndst() 即 取 B1=1,2,86=1, 


4。(i) 用 带 会 数 除 靶 全) 内 要 证 当 (m,90) 之 1 时 -fCn) = 
0。 也 就 是 要 证 对 任 一 pg 必 有 了 (P)=0。 着 Cp》 了 0, 设 Pp"|96， 
gopq, fp fn tq) = fp nta) = fp nr) = fp fn), 
因此 ，f (m+49)= Fa)， 即 9 也 是 辕 期 。 和 9 的 最 小 性 矛盾 。 
当 KK) 闯 0 时 ， 对 x>>4lK， 柜 的 特征 一 定 不 

是 模 4 的 特征 。 再 利用 -上 是 (ii)。 
8, C3) p/p) i) 2°/CC 2) (lo.2°7 3) 《这 )》 设 
xX《nek) 的 最 小 正 周期 为 9,XCn;8%0) ,XO23p31), 下 ,XC p32s) 的 最 
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小 正 周 前 分 员 为 90:999s。 地 加 39199599r， 设 王 PopT io 
Dos 二 有 2 =0,1，…,, 这 里 取 po=2， 我 们 玉 证 必 有 中 14， 

村 9s1p5i， 所 以 9; 两 两 妓 约 ， 0 刘 
9 以 osl9 为 涪 来 证 . 设 2=m(mod 2%0) ,ns=1(mod p91) ,1 志 
S 下 为 任 我 们 和 ZKm32so) = X(N;k) = em = 
XCm+9Pos2"o)， 因 素 ，4o19Po， 由 此 及 (496，,Po》=1 推 出 9614。 
其 它 类 似 证 嫂 。 

7。4G 用 带 余 数 除 (Ci) Guanasky = 1 ,Minodk’)y 
输 信 于 Cne ,ER)=1snns! 二 1 (mod 有 和 )， 

8 CD ,ii ,ii 诅 接 验证 Gir) (利用 放 应 的 表示 式 
(28),(32》， 上 是 的 全 的 原 根 9g《( 当 k=p?,p 奇 素数 ,所 
有 有 的 4 1) ,nn 入 未 与 对 模 ps 的 指标 之 间 的 关系 (aa 


02)， 记忆 圭一 1,551 于 模 251 的 指标 组 与 对 被 2%: 的 指标 组 之 闻 
的 英 东 caa 《v1) 利用 定义 及 名 子 定 建 。 


9. 《iD) 利用 上 题 (vi， 

《ii) 设 大 是 给 定 的 正 怠 数 。 对 模 世 的 每 个 特征 XCnjk) 必 唯 
一 的 对 应 个 模 4d|k 及 模 4 的 一 个 虞 特征 xX*《nyd)， 且 反 过 米 也 
对 (名 第 12 题 )。 出 此 及 镜 庆 有 中 (个 特征 朋 谁 出 所 楼 绪论 ， 

(ii) PUY= DADGE/L)Y, PCp Y=p -2， 当 an=i = 

alk 

pe 一 2p? 1+p 3， 当 0 守 1。 

10， 利 州 第 3 器 及 第 8 题 的 (Civ),《v)。 

11。 由 特征 的 表示 式 及 第 3 题 移 GY) 媳 i((vY)， 基 可 推出 。 
得 此 者 原 特 征 


12、， 和 用 上 是 及 第 8 浅 CYi)。 世 窒 易 当 
的 定义 。 


， 这 时 


242 有 过 出 现 


15. 


EE。 这 是 周期 数论 荡 数 的 有 限 Fouris" 层 开 

168. 和 用 得 人 系 的 分 和 解 ， (7 六) 即 第 八 章 习题 一 第 13 
是 ，… 般 痊 谨 类 似 证 明 。 

17。5iiiy 必 客 Cm,k) =1,m 二 1(mod 人 使 XM) 对 1( 见 第? 
题 (Gi)， 汪 天 XCm)S(n)= SC。 

18. OIE [上 题 Gw 大 第 16 通 (的 电 ;GD 考 起 思 1GCo L522 

i 

利用 6 及 式 (58) 随 种 方法 来 计算 这 和 和 式 ， 比较 即 得 ;， (让 》 利 用 
第 46 题 Ciiiy， 由 此 亦 推出 Cir)。 

19， 出 第 16 题 (YD 知 只 要 讨论 Rp* 的 情 棋 。 寞 用 第 13 题 玫 
接 计 算 


MN MN 
20， 和 XC0D)= (G0;X))-! 祖 ) Gons%)( 这 里 利用 了 
nl ni 
第 18 题 )。 绸 代 人 式 (58) 直 接 计算 如 得 第 一 个 不 等 式 ， 再 利用 当 


sinx, 分 3 
分 ， 即 入 第 二 个 不 等 
a ne Bm), 


nmr nt 
Rl 


帮 由 语 的 案头 关 ，K* |],CRisKs) = L。 条 利用 >,402)= [LA 及 
A 
上 下 额 估 计 。 
22， 利 用 式 C48) 及 第 20 题 。 
25. (iiiy 设 不 超过 x* 的 正 的 模 ?的 二 次 剩余 个 数 为 RCz)。 


展 来 人 过 第 


REX -Ne) = Se)= gv Plnp,|0|Sl 


《这 由 第 20 同 推出 Y。 此 外 显然 有 RCX NCx)=[x],， 
4. Ci) 第 一 部 分 利用 第 21 题 ， 第 二 部 分 起 第 八 章 习 是 二 第 
1 工 征 4ii) 的 特例 ， 
《6i)》 茉 似 第 八 误 习题 二 第 芋 是 志明 5 
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(iii) 利用 GD5Gir》 利用 (iD 或 iii) 均 可 。 
25 7 Ci) 由 CD 锥 挟 。 
28，. 辣 余 方 程 f(% ,ryX1) 寺 9mod p) SiSGj TSJ 


|] Tr Pn 
的 能 的 个 数 为 p71 了) … > BeritfoimeryP。 由 此 利用 


a rr i 
及 (ii 中 的 公式 。《iD ,CiD 《证 ) 中 的 具体 结 
近 接 延 雪 ， 

Civ > 


Tsc3) = Cd48) 1p- Dp-8- (Dee: 3))). 


Bd 
THD = C32 8- Dp -1p + (71+ 1- 90 


+24(— Dron(, 132C—1) (3))). 
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附 雪 1 ”素数 与 最 小 正 原 根 训 (5000 以 内 ) 信 


《加 * 者 表示 10 为 其 原 根 ) 
2 | ~- | ,| 1 

| pl | 9 2 Pp-1 了 
3 | > | 2 127 | 203207 3 
5 EE 2 2 1819 | 25.13 2 
La | 2.3 3 137 | 2317 3 
1 | 2.5 2 139 | 2'3.23 2 
了 1 2 2 149* 23.37 2 
173 | 2 3 151 1 57 6 
了 99 32"32 ! 2 157 | 1 5 
23* | 2-11 | 5s 163 2-3 2 
2 1 23.7 1 2 167* 2.83 5 
31 | 2°3°5 2 | 173 av43 2 
37 2 3” 2 179*% | 2-89 2 
4 | 2.s | si aa 21.91.6 2 
43 2.3.7 | 3 am .519 19 
4 | 2°23 5 2193 2 .3 5 
53 | zt.18 1 2 197 2z73 2 
59* | 2.29 2 199 2182011 3 
G1* | 28-5 2 211 1 25 i 2 
#7 2°3°11 2 223* 2.3.37 3 
了 1 | 245°7 了 | 227 2°113 2 
73 2 5 229* 22.8.19 5 
i218 3 1 238 3529 3 
2 4 2 | zs QT 7 
1 311 3 241 S495 了 
2 5 1 251 2.53 6 
| 2484 1 2 257* 2 3 
223°17 5 | 283= | 2.131 5 
2.53 2 269% | 323.6? 2 
| 233 es 271 | .305 i § 

| 24.7 3 1 277 i213 ! 


数 的 最 小 正 原 殷 月 
裤 前 大 正大 计 押 看 素数 的 最 小 原 根 。 数 学 的 实 幅 与 认识 ，1992， 第 3 期。 
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23 .57 
32.3247 
2 
2.33418 
2 513 
23e3°13 
9 
33511 
24.3.7 
2-173 
22。3.29 
2°°11 


3 
# 

5 

1 3 

2 

2 

2 

2 

3 

5 

2 

日 

313，2 7 
088 ? 
243*101 3 
2 3 2 
2 7*11 3 
3.3*103 | 2 
EERE 1 3 
27e5 | 3 
2*8*107 | 11 
2.17-13 :5 
22。163 2 
2.7"47 3 
2 -3 | 2 
20437 | 5 
22"13. 2 
2111°3: 
2.3.5. 各 3 


局 


wumeonN oawmnarv.e 


区 


四 
二 


1581 
1031 
1U33% 
3 
0649 
051* 
1061 
1063* 
1089* 
1087™ 
1091™ 
1293 
Er 
1108Y 
1109™ 
1117 
112% 


1123 


22，11。23 


21509 


2+7:83 


E+ e513 


22"3+103 
2 
2.17。37 
22*11*29 
2-32.71 
2.041 
2 
3。5*43 
431 
22.53-18 


2.3-7，53 
2.65: 


?2-1 


2°23231 
ao717 
2 
2°719 
2+3.241 
2-52°29 
22.331: 
2-38 
23。5-7 
3285"37 
2.3-13*19 
2e743 
24.3*31 
270373 
rz。3107 
2.5*151 
2-781 
2-32-5-17 
2-3-257 
2*032ed3 
24.97 


2.7.113 
22.3"7，19 
38 -5 
2.11-73 
2203*67 
32213831 
2.809 
22.34- 


和 


~ 


sao ov naomm 人 no 


3 


35*193 
3 33 
7487 
3-53。13 
22，17-29 
.23.43 
2.3.331 

2 83 
21.499 
.3337 
2.7-I113 
23.5-67 
EEE 
2"1018 
23.8.138 
2.1019 
.318 
2.1035 
5411*47 
2°25:13 
2.-3.347 


a 


i 
| 


ee 


MAMNGma 


wo 


2-3?.127 
28.3-131 
av7。41 
22。577 
2.4.65-7.11 
3811.53 
.7-1 
.35 .518 
2.3-17.28 
5247 
22-19-31 


2.3.5"79 
2sr83 11 
22-5.7~17 
2.3.897 

2 .3.199 
24.13*23 


2°1223 

2-1229 
2.32-187 
23-3-103 到 
22.619 2 
2-32.139 3 
2 | 37 
2.5，11*23 
3 
331.31 


213 


Ram 


2.3.5 17 
23-3371 
2.1230 
2-5.7-37 | 
31 


Hm 


9 


D337 


2 


3.v109 
9 
RE 
D3 
1 

7 
2.11.151 
22 .13 


3 537 


337 


3701* 


179 
了 189 
249 
80391 
22.3.7.48 
35 1]13 
31311 
33 51 
2 .32101 


at057237 
382103 
-133 
22 


2 go-311 


2 


608 


3221189 


2.5-421 


9，1733 


2.2139 


BE 


和 


NO 人 mame 


本 


609 


2-8.72T 
322 1088 
EEE 
?7 
2 i029 


1505413.17 


.3213.19 
和- 52 .83 
39.557 
2.23v97 
2 5 
2 8S 
311323 | 
2.3*751 
253 
221129 | 


2223.379 
24.3-5.19 
2-3.761 


38.5.17 
2 83 
?3.13。59 
22-3-5.7.11 
Zl 
3273 
2*I1-211 
83 
2。3。58 31 
24 3 97 
33737 

2 -73 


2 2393 
92 37 19 
2 .59 


? | p-1 2-1 | 9 
4839 33 13 .47 2.33*5811 
4903 213+19"48 2 2 
4809 22 3409 318.181 :Ss 
a919 | 22459 3833.23 | 了 
409381* | 2*5*"17*29 22011*113 2 
933 22 .32.337 33277 2 
8879 和 617 373,13 1 5 
CEE 2.7.358 .372.17 | 3 
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CT) ESAF+8 ssl | app 35 
CT+)》 BEANE+LT [3 | 如 ut 
C4) TAMELE+ O00 Th 9 js 
《CT+) 82+IT [3 | or 
-608T+0L 62 
KT+》 AEA + LT Lg’ 92 | 于 8388> 
《FT+》 如 AS+88 039 Ht) TIAgs0 | 《87848》 
CT-)》 NA+ 《0 9》 | 98 CT-) 0TA+8 | 《958> 
CE+》 PEA+Y . Yo T+) 8 人 +8 i IZ 
CTF) SEAS+pe js cr) Age | 《82TeT'TeZy 
CT+)》 AP LOL 路 | Cn) E+ 
I+) WII+9a | te CT A 
CI+)》 O26 [Lr 《CT+)》 Ars 《324T21> 
CI) 668 二 0 dart erpy 8 CT-) ZA+L Carry 
| 
生生 并 吉 到 月 2 仆 ? Bt 自如 滩 般 个 


( 谤 王 中 窜 全 1 第 FT+ = ahp 一 15 当 第 障 作 红 一 答 T+》 9/ 有 + 4》 
《001 沪 Pp 全 办 北 壕 王 中 资 朋 剧 毕 119d 握 癸 如 可 归 了 个 Z 汝 向 
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CT+)》 .89 人 986+ 人 让 69 | GT+) TaAL+0s CT 这 
(Tt) 89AF+8S ! | CT-)} 9+ OLD 09 
AT+) LLG9 十 9998? 2 CTY A+ 《2TT97 | 
T+) S98+99 | | ry + aT"T'9 
LI-) /+g Ha | Cty spsse+ esepe CETerT 
(t+) PA 人 +B | 8 | 059424T5T84T9》 | 和 
(I+) B98+E9 9 ) (ty SAPe+IOT rte | 
《I-》 IAAs038 + IL82 | 19 | as Woes et ELL TLL Fh 
《CT+) AP+IE og | iy sha + | drt9rTrerTy) | op 
《CT+)》 BO/69+083 89| Oty Ze+er 《31 jo 
{T+) MI+66 39 Cr-) TITFAS+ 8 《人 全 
(CT+) 28A0z+T9T 8 | 《CE OAS+6T 897 oF 
Cr+) A+ 199 | C+ .8eAF+9Z 《TY 3 
1+) 99 人 2T+68 |ss | cr 38/9+LE <2L a9 如 
《CE+) PI/99ra8p | Wd-) 2a/+9 el°g> 如 
(I~) 83A98+58T 路 | C+) Se/+9 38 
CI+) 9 +079 人 下 | CT+) TEAS+Se 3% 
BA 次 如 每 解 p 信 | | ERE 着 区 各 朋 时 人 | 8 


本 
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AT + 
C4) 人 +0T 《8T5T46y 


(T+4) BAUI+66 Teey 


CT-) L669 +P099 | 《8L5T 9 ET X81°6> a 
(I+) 89+ RE TE TG> 8 +8 人 《9587 08 
《IT-) MAP+ES BT TY SLAG+O8 
T+ 了 RAY90F2Z 十 Bld + 
3688Y15 ‘Fae’ LAOP + TIS 

AT+)》 .86A892T+TST8T LT Cg L099 二 BC 
人 LI+) AgT+ISGIT | 《8TTT2ZCT 8 ) 
(I+) HAg9T+ Pua + ] 
《L+) .06 人 3+6E AS | 
I-) 869234+ O08 .LIZT + E90T 
《It+)》 S89TE+ 26T s ELA +LT 
(Tt) L188+2T 8T > LASTF+0898 
《IE+)》 922TT+8089T | (QL TL OT HL AO + TOT 

B+ 琶 必 桶 天 名作 了 | 下 人 刻 允 刺 则 王八 色 


加 
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